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In a free boundary domain there are established conditions of the existence and uniqueness of
the classical solution to the inverse problem of identification of the time-dependent both major
and minor coefficients in the parabolic equation with degeneration. The case of arbitrary weak
degeneration is investigated.

У зв’язку з потребами практики в останнi десятилiття активно вивчаються коефi-
цiєнтнi оберненi задачi для параболiчних рiвнянь. Так, оберненi задачi визначення за-
лежного вiд часу старшого коефiцiєнта у параболiчному рiвняннi дослiджено в [1]–[5], а
молодшого в [6]–[10]. Однак на сьогоднi актуальними є задачi одночасного визначення
декiлькох параметрiв у параболiчному рiвняннi. Такi задачi розглядались в [11]–[13].
Усi наведенi вище працi дослiджувались в областях з вiдомими межами.

З iншого боку, умови розв’язностi обернених задач визначення залежного вiд часу
старшого коефiцiєнта у параболiчному рiвняннi в областi з вiльною межею знайдено
в [14], [15], а коефiцiєнта перед першою похiдною невiдомої функцiї в [16], [17]. У цих
роботах задавались рiзнi набори крайових умов (Дiрiхле, Неймана) та умов переви-
значення (умова Стефана, iнтегральнi умови, нелокальнi умови тощо). Дослiдженню
обернених задач одночасного визначення двох коефiцiєнтiв у параболiчному рiвняннi в
областi з вiльною межею присвяченi роботи [18], [19].

Оберненi задачi для параболiчних рiвнянь з виродженням дослiдженi мало. У робо-
тах [20]–[22] вивчались коефiцiєнтнi оберненi задачi, проте виродження рiвняння спри-
чинене функцiєю, що залежить вiд просторової змiнної. Оберненi задачi визначення
коефiцiєнта a = a(t), a(t) > 0, t ∈ [0, T ] у рiвняннi

ut = a(t)tβuxx + b(x, t)ux + c(x, t)u+ f(x, t)

в областi з вiдомими межами дослiджувались у [23], [24], а в областi з вiльною межею
— в [25], [26]. Дослiджено випадки сильного (β ≥ 1) та слабкого (0 < β < 1) виро-
дження. Умови коректної розв’язностi оберненої задачi визначення залежних вiд часу
старшого та молодшого коефiцiєнтiв у параболiчному рiвняннi з слабким степеневим
виродженням в областi з вiдомими межами знайдено в [27].
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У роботi в областi з вiльною межею розглядається коефiцiєнтна обернена задача
одночасного визначення залежних вiд часу старшого та молодшого коефiцiєнтiв у па-
раболiчному рiвняннi з виродженням. Вiдомо, що виродження рiвняння спричиняє мо-
нотонно зростаюча функцiя, яка обертається в нуль в початковий момент часу. Для
визначення невiдомих параметрiв у роботi задаються крайовi умови Дiрiхле, а також
умову Стефана, iнтегральну умову (якi випливають iз закону збереження енергiї) та
значення теплового потоку в якостi умов перевизначення. Дослiдження проводиться у
випадку слабкого виродження.

1. Формулювання задачi. В областi ΩT = {(x, t) : 0 < x < h(t), 0 < t < T}, де
h = h(t), h(t) > 0, t ∈ [0, T ] — невiдома функцiя, розглядається обернена задача
визначення коефiцiєнтiв a = a(t), a(t) > 0, t ∈ [0, T ] та b = b(t) в рiвняннi

ut = a(t)ψ(t)uxx + b(t)ux + c(x, t)u+ f(x, t) (1)

з початковою умовою

u(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, h(0)], (2)

крайовими умовами Дiрiхле

u(0, t) = µ1(t), u(h(t), t) = µ2(t), t ∈ [0, T ] (3)

та умовами перевизначення

h′(t) = −ux(h(t), t) + µ3(t), t ∈ [0, T ], (4)∫ h(t)

0

u(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ], (5)

a(t)ψ(t)ux(0, t) = µ5(t), t ∈ [0, T ], (6)

де h0 ≡ h(0) > 0 — вiдома стала.
Припускаємо, що ψ = ψ(t) — монотонно зростаюча функцiя, така, що ψ(t) > 0,

(t ∈ (0, T ]), ψ(0) = 0. Дослiдження проводиться у випадку слабкого виродження, тобто,
коли виконується умова

lim
t→0

∫ t

0

(∫ t

τ

ψ(σ)dσ
)− 1

2
dτ = 0.

Зауважимо, що якщо для ε > 0 i всiх τ ∈ (0, t0) виконується нерiвнiсть τ/ψ(τ) < ε,
то для всiх t ∈ (0, t0)∫ t

0

(∫ t

τ

ψ(σ)dσ
)− 1

2
dτ ≤

∫ t

0

(
ψ(τ)(t− τ)

)− 1
2dτ ≤

√
ε

∫ t

0

(
τ(t− τ)

)− 1
2dτ ≤ 4

√
ε.

З iншого боку ∫ t

0

(∫ t

τ

ψ(σ)dσ
)− 1

2
dτ ≥ 1√

ψ(t)

∫ t

0

dτ√
t− τ

= 2

√
t

ψ(t)
,

тому, умова слабкого виродження еквiвалентна до умови lim
t→0

t
ψ(t)

= 0.
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Крiм цього,
∫ t
0
dτ/ψ(τ) ≥

∫ t
t/2
dτ/ψ(τ) ≥ t/(2ψ(t)). Це означає, що у означеннi слаб-

кого виродження вiд функцiї ψ = ψ(t) достатньо вимагати, щоб

lim
t→0

∫ t

0

dτ

ψ(τ)
= 0.

При цьому остання умова є еквiвалентною до умови слабкого виродження, якщо фун-
кцiя ψ така, що

∫ t
0
dτ/ψ(τ) = O

(
t/ψ(t)

)
(t→ +0).

Означення 1. Набiр функцiй (a, b, h, u) ∈ (C[0, T ])2 × C1[0, T ] × C2,1(ΩT ) ∩ C1,0(ΩT ),
a(t) > 0, h(t) > 0, t ∈ [0, T ] назвемо розв’язком задачi (1)–(6), якщо вiн задовольняє
рiвняння (1)i умови (2)–(6).

Мета роботи — встановити умови iснування та єдиностi розв’язку задачi (1)–(6).
За допомогою замiни змiнних y = x

h(t)
, t = t задачу (1)–(6) зведемо до коефiцi-

єнтної оберненої задачi вiдносно невiдомих (a, b, h, v), v(y, t) = u(xh(t), t) в областi з
фiксованими межами QT = {(y, t) : 0 < y < 1, 0 < t < T} :

vt =
a(t)ψ(t)

h2(t)
vyy +

b(t) + yh′(t)

h(t)
vy + c(yh(t), t)v + f(yh(t), t), (7)

v(y, 0) = φ(yh(0)), y ∈ [0, 1], (8)
v(0, t) = µ1(t), v(1, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (9)

h′(t) = −vy(1, t)
h(t)

+ µ3(t), t ∈ [0, T ], (10)

h(t)

∫ 1

0

v(y, t)dy = µ4(t), t ∈ [0, T ], (11)

a(t)ψ(t)

h(t)
vy(0, t) = µ5(t), t ∈ [0, T ]. (12)

2. Iснування розв’язку задачi (1)–(6).

Теорема 1. Нехай виконуються умови:

(A1) c, f ∈ C([0,∞) × [0, T ]) та задовольняють локально умову Гельдера за змiнною x
з показником α, 0 < α < 1 рiвномiрно вiдносно t, φ ∈ C1([0, h0]), µi ∈ C1[0, T ],
i ∈ {1, 2, 3, 4};

(A2) φ(x) > 0, φ′(x) > 0, x ∈ [0, h0], µ4(t) > 0, t ∈ [0, T ];

(A3) µ5(t) = µ5,0(t)ψ(t), µ5,0 ∈ C([0, T ]), µ5,0(t) > 0, t ∈ [0, T ];

(A4) ψ(t) > 0, t ∈ (0, T ], ψ(0) = 0 — монотонно зростаюча функцiя така, що

lim
t→0

∫ t

0

(∫ t

τ

ψ(σ)dσ
)− 1

2
dτ = 0;

(A5) φ(0) = µ1(0), φ(h0) = µ2(0),
∫ h0
0
φ(x)dx = µ4(0).

Тодi iснує єдиний розв’язок (a, b, h, u) ∈ (C[0, T0])
2 × C1[0, T0] × (C2,1(ΩT0) ∩ C(ΩT0)),

a(t) > 0, h(t) > 0, t ∈ [0, T0] задачi (1)–(6), де число T0, 0 < T0 ≤ T визначається
вихiдними даними цiєї задачi.
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Доведення. Оскiльки задача (1)–(6) є еквiвалентною до задачi (7)–(12), то надалi дослi-
джуватимемо задачу (7)–(12). Для початку зведемо її до системи рiвнянь. Для цього
припустимо тимчасово, що функцiї a = a(t), b = b(t) вiдомi. У прямiй задачi (7)–(9)
проведемо замiну змiнних

v(y, t) = ṽ(y, t) + φ(yh0)− φ(0) + µ1(t) + y(µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)). (13)

У результатi для функцiї ṽ = ṽ(y, t) отримаємо рiвняння

ṽt =
a(t)ψ(t)

h2(t)
ṽyy +

b(t) + yh′(t)

h(t)
ṽy + c(yh(t), t)ṽ + f(yh(t), t)− µ′

1(t)− y(µ′
2(t)− µ′

1(t))+

+
h20a(t)ψ(t)

h2(t)
φ′′(yh0) +

b(t) + yh′(t)

h(t)

(
h0φ

′(yh0) + µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)

)
+

+c(yh(t), t)

(
φ(yh0)− φ(0) + µ1(t) + y(µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0))

)
, (y, t) ∈ QT , (14)

з однорiдними початковою та крайовими умовами

ṽ(y, 0) = 0, y ∈ [0, 1], ṽ(0, t) = 0, ṽ(1, t) = 0, t ∈ [0, T ]. (15)

За допомогою функцiї Грiна G1 = G1(y, t, η, τ) першої крайової задачi для рiвняння

ṽt =
a(t)ψ(t)

h2(t)
ṽyy (16)

задачу (14)–(15) зведемо до iнтегро-диференцiального рiвняння

ṽ(y, t) =

∫ t

0

∫ 1

0

G1(y, t, η, τ)

(
b(τ) + ηh′(τ)

h(τ)
ṽη + c(ηh(τ), τ)ṽ + f(ηh(τ), τ)− µ′

1(τ)−

−η(µ′
2(τ)− µ′

1(τ)) +
h20a(τ)ψ(τ)

h2(τ)
φ′′(ηh0)+

+
b(τ) + ηh′(τ)

h(τ)

(
h0φ

′(ηh0) + µ2(τ)− µ1(τ)− µ2(0) + µ1(0)

)
+

+c(ηh(τ), τ)

(
φ(ηh0)− φ(0) + µ1(τ) + η(µ2(τ)− µ1(τ)− µ2(0) + µ1(0))

)
dηdτ. (17)

Вiдомо ([28, с. 12]), що функцiї Грiна Gk = Gk(y, t, η, τ), k = 1, 2 першої (k = 1) та другої
(k = 2) крайових задач для рiвняння (16) задаються формулами

Gk(y, t, η, τ) =
1

2
√
π(θ(t)− θ(τ))

+∞∑
n=−∞

(
exp

(
− (y − η + 2n)2

4(θ(t)− θ(τ))

)
+

+(−1)k exp

(
− (y + η + 2n)2

4(θ(t)− θ(τ))

))
, k = 1, 2, (18)

де θ(t) =
∫ t

0

a(τ)ψ(τ)

h2(τ)
dτ . Виходячи з (18), легко показати, що вони мають такi власти-

востi:

G1y(y, t, η, τ) = −G2η(y, t, η, τ), G1yy(y, t, η, τ) = G1ηη(y, t, η, τ), (19)
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0

G2(y, t, η, τ)dη = 1,

∫ 1

0

|G1y(y, t, η, τ)|dη ≤ C1√
θ(t)− θ(τ)

, (20)

де C1 — додатна стала.
Позначимо w(y, t) ≡ vy(y, t). Тодi умову (10) можна подати у виглядi

h′(t) =
µ3(t)h(t)− w(1, t)

h(t)
, t ∈ [0, T ]. (21)

Використовуючи (14), (18), (21), пряму задачу (7)–(9) замiнимо системою iнтегральних
рiвнянь для функцiй v = v(y, t), w = w(y, t) :

v(y, t) = φ(yh0)− φ(0) + µ1(t) + y(µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0))+

+

∫ t

0

∫ 1

0

G1(y, t, η, τ)

(( b(τ)
h(τ)

+
η(µ3(τ)h(τ)− w(1, τ))

h2(τ)

)
w(η, τ) + c(ηh(τ), τ)v(η, τ)+

+f(ηh(τ), τ)− µ′
1(τ)− η(µ′

2(τ)− µ′
1(τ)) +

h20a(τ)ψ(τ)

h2(τ)
φ′′(ηh0)

)
dηdτ, (y, t) ∈ QT , (22)

w(y, t) = h0φ
′(yh0) + µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)+

+

∫ t

0

∫ 1

0

G1y(y, t, η, τ)

(( b(τ)
h(τ)

+
η(µ3(τ)h(τ)− w(1, τ))

h2(τ)

)
w(η, τ) + c(ηh(τ), τ)v(η, τ)+

+f(ηh(τ), τ)− µ′
1(τ)− η(µ′

2(τ)− µ′
1(τ)) +

h20a(τ)ψ(τ)

h2(τ)
φ′′(ηh0)

)
dηdτ, (y, t) ∈ QT . (23)

Зауважимо, що рiвняння (23) отримано з (22) шляхом диференцiювання за просторовою
змiнною. З умов (11), (12) знаходимо:

a(t) =
h(t)µ5(t)

ψ(t)w(0, t)
, t ∈ [0, T ], (24)

h(t) =
µ4(t)∫ 1

0
v(y, t)dy

, t ∈ [0, T ]. (25)

Для того, щоб знайти рiвняння для b = b(t), продиференцiюємо (11) за t та використаємо
(7)–(12):

b(t) = (µ2(t)− µ1(t))
−1
(
µ′
4(t) + µ5(t)− µ3(t)µ2(t)−

w(1, t)

h(t)
(a(t)ψ(t)− µ2(t))−

−h(t)
∫ 1

0

(
c(ηh(t), t)v(η, t) + f(ηh(t), t)

)
dη

)
, t ∈ [0, T ]. (26)

Покажемо, що знаменники у формулах (24)–(26) вiдмiннi вiд нуля. Для цього знайдемо
поведiнку iнтегралiв, що входять до правих частин формул (22), (23), коли t прямує до
нуля. Враховуючи (20), одержимо

I1 ≡
∣∣∣∣∫ t

0

∫ 1

0

G1(y, t, η, τ)

(( b(τ)
h(τ)

+
η(µ3(τ)h(τ)− w(1, τ))

h2(τ)

)
w(η, τ) + c(ηh(τ), τ)v(η, τ)+

+f(ηh(τ), τ)− µ′
1(τ)− η(µ′

2(τ)− µ′
1(τ)) +

h20a(τ)ψ(τ)

h2(τ)
φ′′(ηh0)

)
dηdτ

∣∣∣∣ ≤ C2t, (27)



ВИЗНАЧЕННЯ ПАРАМЕТРIВ У ПАРАБОЛIЧНОМУ РIВНЯННI З ВИРОДЖЕННЯМ 173

I2 ≡
∣∣∣∣∫ t

0

∫ 1

0

G1y(y, t, η, τ)

(( b(τ)
h(τ)

+
η(µ3(τ)h(τ)− w(1, τ))

h2(τ)

)
w(η, τ) + c(ηh(τ), τ)v(η, τ)+

+f(ηh(τ), τ)− µ′
1(τ)− η(µ′

2(τ)− µ′
1(τ)) +

h20a(τ)ψ(τ)

h2(τ)
φ′′(ηh0)

)
dηdτ

∣∣∣∣ ≤
≤ C3

∫ t

0

dτ√
θ(t)− θ(τ)

≤ C4

∫ t

0

(∫ t

τ

ψ(σ)dσ
)− 1

2
dτ. (28)

Беручи до уваги означення слабкого виродження, робимо висновок, що вирази I1, I2
прямують до нуля, коли t прямує при нуля. Враховуючи умови теореми, можемо ствер-
джувати, що iснує таке число t1, 0 < t1 ≤ T, що виконуються нерiвностi∣∣∣∣µ1(t)− φ(0) + y(µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0)) +

∫ t

0

∫ 1

0

G1(y, t, η, τ)

(( b(τ)
h(τ)

+

+
η(µ3(τ)h(τ)− w(1, τ))

h2(τ)

)
w(η, τ) + c(ηh(τ), τ)v(η, τ) + f(ηh(τ), τ)− µ′

1(τ)−

−η(µ′
2(τ)− µ′

1(τ)) +
h20a(τ)ψ(τ)

h2(τ)
φ′′(ηh0)

)
dηdτ

∣∣∣∣ ≤ min
y∈[0,1]

φ(yh0)

2
, (29)

(y, t) ∈ [0, 1]× [0, t1], а також

h0φ
′(yh0)

2
+ µ2(t)− µ1(t)− µ2(0) + µ1(0) +

∫ t

0

∫ 1

0

G1y(y, t, η, τ)

(( b(τ)
h(τ)

+

+
η(µ3(τ)h(τ)− w(1, τ))

h2(τ)

)
w(η, τ) + c(ηh(τ), τ)v(η, τ) + f(ηh(τ), τ)− µ′

1(τ)−

−η(µ′
2(τ)− µ′

1(τ)) +
h20a(τ)ψ(τ)

h2(τ)
φ′′(ηh0)

)
dηdτ ≥ 0, (y, t) ∈ [0, 1]× [0, t1]. (30)

Тодi з рiвнянь (22), (23) випливає, що для (y, t) ∈ [0, 1]× [0, t1]

0 < M0 ≡
min
y∈[0,1]

φ(yh0)

2
≤ v(y, t) ≤ max

y∈[0,1]
φ(yh0) +

min
y∈[0,1]

φ(yh0)

2
≡M1, (31)

а також

w(y, t) ≥
h0 min

y∈[0,1]
φ′(yh0)

2
≡M2 > 0, (y, t) ∈ [0, 1]× [0, t1]. (32)

Оскiльки µ2(t) − µ1(t) =
∫ 1

0
w(y, t)dy, t ∈ [0, T ], то, враховуючи (31), (32), отримаємо,

що знаменники в формулах (24)–(26) вiдмiннi вiд нуля на вiдрiзку [0, t1].
Отже, задачу (7)–(12) зведено до еквiвалентної системи рiвнянь (22)–(26) при (y, t) ∈

Qt1 , Qt1 ≡ (0, 1)× (0, t1). Еквiвалентнiсть розумiємо так: якщо набiр функцiй (a, b, h, v)

є розв’язком задачi (7)–(12) при (y, t) ∈ Qt1 , то функцiї (v, w, a, h, b) ∈ (C(Qt1))
2 ×

(C[0, t1])
3 є розв’язком системи (22)–(26), i, навпаки, якщо (v, w, a, h, b) — неперервний

розв’язок системи (22)–(26) для (y, t) ∈ Qt1 , то (a, b, h, v) ∈ (C[0, t1])
2 × C1[0, t1]) ×

(C2,1(Qt1)∩C1,0(Qt1)) — розв’язок задачi (7)–(12). Перша частина твердження випливає
зi способу отримання системи рiвнянь (22)–(26). Покажемо, що правильним є i зворотне
твердження.



174 Н. М. ГУЗИК

Припустимо, що (v, w, a, h, b) — неперервний розв’язок системи (22)–(26) для
(y, t) ∈ Qt1 . Враховуючи припущення теореми, ми можемо продиференцiювати рiв-
нiсть (22) за y. Оскiльки правi частини отриманої рiвностi та рiвностi (23) однаковi,
то w(y, t) ≡ vy(y, t). Крiм того, функцiя v = v(y, t) належить до класу C1,0(Qt1), задо-
вольняє умови (8), (9) та рiвняння

vt =
a(t)ψ(t)

h2(t)
vyy +

( b(t)
h(t)

+
y(µ3(t)h(t)− w(1, t))

h2(t)

)
vy + c(yh(t), t)v + f(yh(t), t). (33)

Далi перепишемо умову (25) у виглядi h(t)
∫ 1

0
v(y, t)dy = µ4(t). Враховуючи умови глад-

костi на вихiднi данi, одержимо h ∈ C1[0, t1]. Продиференцiюємо останню рiвнiсть, ви-
користовуючи (33), (24)–(26). Отримаємо

b(t) = (µ2(t)− µ1(t))
−1

(
µ′
4(t) + µ5(t)− µ3(t)µ2(t)− h(t)

∫ 1

0

(
c(yh(t), t)v(y, t)+

+f(yh(t), t)
)
dy − h′(t)µ4(t)

h(t)
+
µ3(t)µ4(t)

h(t)
− vy(1, t)

(µ4(t)

h2(t)
+
µ2(t)− a(t)ψ(t)

h(t)

))
. (34)

Вiднявши вiд рiвностi (34) рiвнiсть (26), знаходимо

−µ4(t)

h(t)

(
h′(t)− µ3(t) +

vy(1, t)

h(t)

)
= 0.

Це означає, що виконується умова (10). Тодi функцiя v = v(y, t) є розв’язком рiвняння
(7), а умови (24), (25) вiдповiдають (12), (11), вiдповiдно. Еквiвалентнiсть задачi (7)–
(12) та системи рiвнянь (22)–(26) встановлено.

Надалi доводитимемо iснування розв’язку системи рiвнянь (22)–(26). Для цього зас-
тосуємо теорему Шаудера про нерухому точку цiлком неперервного оператора. Вста-
новимо апрiорнi оцiнки розв’язкiв системи рiвнянь (22)–(26). Для функцiй v = v(y, t),
w = w(y, t) правильними залишаються оцiнки (31), (32). З рiвняння (25), використовую-
чи (31), одержимо

0 < H0 ≤
min
t∈[0,T ]

µ4(t)

M1

≤ h(t) ≤
max
t∈[0,T ]

µ4(t)

M0

≡ H1 <∞, t ∈ [0, t1]. (35)

Враховуючи (32), (35), з рiвняння (24), матимемо

a(t) ≤
H1 max

t∈[0,T ]
µ5,0(t)

M2

≡ A1 <∞, t ∈ [0, t1]. (36)

Позначимо W (t) = max
y∈[0,1]

w(y, t). Тодi з рiвнянь (24), (26) знаходимо

a(t) ≥
H0 min

t∈[0,T ]
µ5,0(t)

W (t)
, t ∈ [0, t1], (37)

|b(t)| ≤ C5(1 +W (t)), t ∈ [0, t1]. (38)

Далi використаємо (31), (36), (38) щоб, виходячи з (23), оцiнити W =W (t) зверху:

W (t) ≤ C6 + C7

∫ t

0

1 +W (t) +W 2(t)√
θ(t)− θ(τ)

dτ, t ∈ [0, t1].
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Позначимо W1(t) = W (t) + 1. Тодi останню нерiвнiсть подамо у виглядi

W1(t) ≤ C8 + C7

∫ t

0

W 2
1 (τ)dτ√

θ(t)− θ(τ)
, t ∈ [0, t1]. (39)

Пiднесемо обидвi частини нерiвностi (39) до квадрату, використовуючи при цьому не-
рiвностi Кошi та Кошi-Буняковського:

W 2
1 (t) ≤ 2C2

8 + 2C2
7

∫ t

0

W 4
1 (τ)dτ√

θ(t)− θ(τ)

∫ t

0

dτ√
θ(t)− θ(τ)

. (40)

Введемо позначення amin(t) = min
0≤τ≤t

a(τ), t ∈ [0, t1]. З умов теореми та нерiвностi (37),

матимемо amin(t) > 0, t ∈ [0, t1]. Розглянемо iнтеграл

I3 =

∫ t

0

dτ√
θ(t)− θ(τ)

≤ C9√
amin(t)

∫ t

0

dτ√
θ0(t)− θ0(τ)

,

де θ0(t) =
∫ t
0
ψ(σ)dσ. Враховуючи означення слабкого виродження, матимемо∫ t

0

dτ√
θ0(t)− θ0(τ)

=

∫ t

0

(∫ t

τ

ψ(σ)dσ

)− 1
2

dτ ≤ C10.

Це означає, що I3 ≤ C11√
amin(t)

. Застовуючи останню оцiнку до (40), приходимо до нерiв-

ностi

W 2
1 (t) ≤ C12 +

C13

amin(t)

∫ t

0

W 4
1 (τ)dτ√

θ0(t)− θ0(τ)
.

В останнiй нерiвностi змiнимо t на σ i, домноживши на 1√
θ0(t)−θ0(σ)

, проiнтегруємо її по

σ вiд 0 до t. Використовуючи рiвнiсть∫ t

τ

ψ(σ)dσ√
(θ0(t)− θ0(σ))(θ0(σ)− θ0(τ))

= π,

матимемо ∫ t

0

W 2
1 (σ)√

θ0(t)− θ0(σ)
dσ ≤ C14 +

C15

amin(t)

∫ t

0

W 4
1 (τ)

ψ(τ)
dτ.

Пiдставляючи останню нерiвнiсть в (39), одержуємо

W1(t) ≤ C8 +
C16√
amin(t)

+
C17

a
3
2
min(t)

∫ t

0

W 4
1 (τ)

ψ(τ)
dτ, t ∈ [0, t1]. (41)

Позначимо

Φ(t) = C8 +
C16√
amin(t)

, χ(t) =
C17

a
3
2
min(t)

, (42)

H(t) =
Φ(t)

χ(t)
+

∫ t

0

W 4
1 (τ)

ψ(τ)
dτ, t ∈ [0, t1]. (43)

Тодi з (42) матимемо

W1(t)

χ(t)
≤ H(t), t ∈ [0, t1]. (44)
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Продиференцiюємо (43). Враховуючи (44), одержуємо

H ′(t) ≤
(
Φ(t)

χ(t)

)′

+
χ4(t)

ψ(t)
H4(t). (45)

Останню нерiвнiсть подiлимо на H4(t) i проiнтегруємо її вiд 0 до t. Матимемо

1

3H3(0)
− 1

3H3(t)
≤ Φ(t)

χ(t)

1

H4(t)
− Φ(0)

χ(0)

1

H4(0)
+ 4

∫ t

0

Φ(τ)

χ(τ)

H ′(τ)

H5(τ)
dτ +

∫ t

0

χ4(τ)

ψ(τ)
dτ,

звiдки

H4(t)

3H3(0)

(
4− 3H3(0)

(
4

∫ t

0

Φ(τ)

χ(τ)

H ′(τ)

H5(τ)
dτ +

∫ t

0

χ4(τ)

ψ(τ)
dτ

))
≤ Φ(t)

χ(t)
+
H(t)

3
, (46)

де H(0) = Φ(0)
χ(0)

. В iнтегралi
∫ t
0

Φ(τ)
χ(τ)

H′(τ)
H5(τ)

dτ зробимо замiну σ = H(τ). Отримаємо∫ t

0

Φ(τ)

χ(τ)

H ′(τ)

H5(τ)
dτ =

∫ H(t)

H(0)

Φ(H−1(σ))

χ(H−1(σ))

dσ

σ5
,

де H−1(σ) — обернена функцiя до H(t). Оскiльки∫ H(t)

H(0)

Φ(H−1(σ))

χ(H−1(σ))

dσ

σ5
+

∫ t

0

χ4(τ)

ψ(τ)
dτ → 0

при t→ 0, то iснує таке число t2 : 0 < t2 ≤ T , що

4− 3H3(0)

(
4

∫ H(t)

H(0)

Φ(H−1(σ))

χ(H−1(σ))

dσ

σ5
+

∫ t

0

χ4(τ)

ψ(τ)
dτ

)
≥ 1, t ∈ [0, t2]. (47)

Тодi з (46) випливає нерiвнiсть H4(t)
3H3(0)

≤ Φ(t)
χ(t)

+ H(t)
3
, t ∈ [0, t2], або

H4(t) ≤ 3Φ(t)

χ(t)
H3(0) +H3(0)H(t), t ∈ [0, t2].

Використовуючи це в (45), знаходимо

H ′(t) ≤
(
Φ(t)

χ(t)

)′

+
χ4(t)

ψ(t)
H3(0)H(t) +

3χ3(t)

ψ(t)
Φ(t)H3(0).

Останню нерiвнiсть домножимо на exp(−H3(0)
∫ t
0
χ4(σ)
ψ(σ)

dσ) i проiнтегруємо її. Отримаємо

H(t) ≤ Φ(t)

χ(t)
+ 4H3(0)

∫ t

0

Φ(τ)χ3(τ)

ψ(τ)
exp

(
H3(0)

∫ t

τ

χ4(σ)

ψ(σ)
dσ

)
dτ.

Тодi з (44) маємо

W1(t) ≤ Φ(t) + 4H3(0)χ(t) exp

(
H3(0)

∫ t

0

χ4(σ)

ψ(σ)
dσ

)∫ t

0

Φ(τ)χ3(τ)

ψ(τ)
dτ,

або, враховуючи (42), (43)

W1(t) ≤ C8 +
C16√
amin(t)

+
C18

a
3/2
min(t)

exp

(
C19

∫ t

0

dσ

ψ(σ)a6min(σ)

)
×

×
∫ t

0

(
C8 +

C16√
amin(τ)

)
1

ψ(τ)a
9/2
min(τ)

dτ, t ∈ [0, t2]. (48)
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Оскiльки з (37) amin(t) ≥ C20

W1(t)
, то, враховуючи (48), отримаємо

C8amin(t) + C16

√
amin(t) +

C18√
amin(t)

exp

(
C19

∫ t

0

dσ

ψ(σ)a6min(σ)

)
×

×
∫ t

0

(
C8 +

C16√
amin(τ)

)
1

ψ(τ)a
9/2
min(τ)

dτ − C20 ≥ 0, t ∈ [0, t2]. (49)

Третiй доданок останньої нерiвностi прямує до нуля, коли t→ 0, тому iснує таке число
t3 : 0 < t3 ≤ T, що

C18√
amin(t)

exp

(
C19

∫ t

0

dσ

ψ(σ)a6min(σ)

)∫ t

0

(
C8 +

C16√
amin(τ)

)
1

ψ(τ)a
9/2
min(τ)

dτ ≤ C20

2
, t ∈ [0, t3].

(50)

Тодi нерiвнiсть (49) набуде вигляду

C8amin(t) + C16

√
amin(t)−

C20

2
≥ 0, t ∈ [0, t3],

звiдки

amin(t) ≥
√
C2

16 + 2C8C20 − C16

2C8

≡ A0 > 0, t ∈ [0, t3].

Враховуючи формули (48), (38) та введенi позначення, знаходимо

w(y, t) ≤M3, (y, t) ∈ Qt3 , (51)

a(t) ≥ min
{
A0,

C20

M3

}
≡ A2, t ∈ [0, t3], (52)

|b(t)| ≤M4, t ∈ [0, t3]. (53)

Таким чином, апрiорнi оцiнки розв’язкiв системи рiвнянь (22)–(26) встановлено.
Знайдемо оцiнку функцiї w = w(y, t) зверху, виходячи з рiвняння (23). Оскiльки всi

доданки, крiм першого, правої частини формули (23) прямують до нуля при t → 0, то
iснує таке число t4, 0 < t4 ≤ T , що виконується нерiвнiсть

C6 +
C21√
A2

(1 +M1 +M2
3 +M3M4)

∫ t

0

(∫ t

τ

ψ(σ)dσ

)− 1
2

dτ ≤M3, t ∈ [0, t4].

Тодi для функцiї w = w(y, t) залишається правильною оцiнка (51) при (y, t) ∈ Qt4 .
Покладемо T0 = min{t1, t2, t3, t4}. Подамо систему рiвнянь (22)–(26) у виглядi опе-

раторного рiвняння
ω = Pω,

де ω = (v, w, a, h, b), а оператор P визначається правими частинами рiвнянь (22)–(26).
У банаховому просторi (C(QT0))

2 × (C[0, T0])
3 виберемо множину N = {(v, w, a, h, b) ∈

(C(QT0))
2 × (C[0, T0])

3 : M0 ≤ v(y, t) ≤ M1,M2 ≤ w(y, t) ≤ M3, A2 ≤ a(t) ≤ A1, H0 ≤
h(t) ≤ H1, |b(t)| ≤ M4}. Очевидно, що вибрана таким чином множина N — замкнена
i опукла, а оператор P переводить її в себе. Те, що цей оператор цiлком неперервний
доводиться за тою схемою, що й у невиродженому випадку [28, c. 27]. Це означає, що
виконуються всi умови теореми Шаудера про нерухому точку, а, отже, iснує розв’язок
системи рiвнянь (22)–(26). Враховуючи еквiвалентнiсть згаданої системи та задачi (7)–
(12), одержимо iснування розв’язку цiєї задачi для (y, t) ∈ QT0 . Теорему 1 доведено.
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3. Єдинiсть розв’язку задачi (1)–(6).

Теорема 2. Якщо виконуються умови:
B1) c, f ∈ C1,0([0,∞)× [0, T ]), φ ∈ C3[0, h0]; B2) µ5,0(t) ̸= 0, µ2(t)−µ1(t) ̸= 0 (t ∈ [0, T ])),
то розв’язок задачi (1)–(6) єдиний.

Доведення. Припустимо, що задача (7)–(12) має два розв’язки (ai, bi, hi, vi), i = 1, 2. Вве-
демо позначення a(t) = a1(t) − a2(t), b(t) = b1(t) − b2(t), h(t) = h1(t) − h2(t),
v(y, t) = v1(y, t)− v2(y, t). Виходячи з (7)–(12), для цих рiзниць отримаємо задачу

vt =
a1(t)ψ(t)

h21(t)
vyy +

b1(t) + yh′1(t)

h1(t)
vy + c(yh1(t), t)v + f(yh1(t), t)− f(yh2(t), t)+

+

(
a(t)

h22(t)
+ a1(t)

(
1

h21(t)
− 1

h22(t)

))
ψ(t)v2yy +

(
b(t)

h2(t)
+ b1(t)

(
1

h1(t)
− 1

h2(t)

)
+

+y

(
h′(t)

h2(t)
+ h′1(t)

(
1

h1(t)
− 1

h2(t)

)))
v2y + (c(yh1(t), t)− c(yh2(t), t))v2, (54)

v(y, 0) = 0, y ∈ [0, 1], (55)
v(0, t) = v(1, t) = 0, t ∈ [0, T ], (56)

h′(t) = − 1

h1(t)
vy(1, t)− v2y(1, t)

(
1

h1(t)
− 1

h2(t)

)
, t ∈ [0, T ], (57)

h1(t)

∫ 1

0

v(y, t)dy + h(t)

∫ 1

0

v2(y, t)dy = 0, t ∈ [0, T ], (58)

a1(t)

h1(t)
vy(0, t) + a1(t)

(
1

h1(t)
− 1

h2(t)

)
v2y(0, t) +

a(t)

h2(t)
v2y(0, t) = 0, t ∈ [0, T ]. (59)

Враховуючи введенi позначення, знаходимо

1

h1(t)
− 1

h2(t)
= − h(t)

h1(t)h2(t)
, t ∈ [0, T ], (60)

1

h21(t)
− 1

h22(t)
= −h(t)(h1(t) + h2(t))

h21(t)h
2
2(t)

, t ∈ [0, T ]. (61)

Використовуючи функцiю Грiна G∗ = G∗(y, t, η, τ) першої крайової задачi для рiвняння

vt =
a1(t)ψ(t)

h21(t)
vyy +

b1(t) + yh′1(t)

h1(t)
vy + c(yh1(t), t)v,

розв’язок задачi (54)–(56) подамо у виглядi

v(y, t) =

∫ t

0

∫ 1

0

G∗(y, t, η, τ)

(
f(ηh1(τ), τ)− f(ηh2(τ), τ) + ψ(τ)

(
a(τ)

h22(τ)
−

−a1(τ)h(τ)(h1(τ) + h2(τ))

h21(τ)h
2
2(τ)

)
v2ηη +

(
b(τ)

h2(τ)
− b1(τ)h(τ)

h1(τ)h2(τ)
− y

(
h′1(τ)h(τ)

h1(τ)h2(τ)
+

vη(1, τ)

h1(τ)h2(τ)
−

−h(τ)v2η(1, τ)
h1(τ)h2(τ)

))
v2η + (c(ηh1(τ), τ)− c(ηh2(τ), τ))v2

)
dηdτ, (y, t) ∈ QT . (62)

Зауважимо, що в останнiй формулi використано також (57), (60), (61).
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Продиференцiювавши (62) за просторовою змiнною, знаходимо

vy(y, t) =

∫ t

0

∫ 1

0

G∗
y(y, t, η, τ)

(
f(ηh1(τ), τ)− f(ηh2(τ), τ) + ψ(τ)

(
a(τ)

h22(τ)
−

−a1(τ)h(τ)(h1(τ) + h2(τ))

h21(τ)h
2
2(τ)

)
v2ηη +

(
b(τ)

h2(τ)
− b1(τ)h(τ)

h1(τ)h2(τ)
− y

(
h′1(τ)h(τ)

h1(τ)h2(τ)
+

vη(1, τ)

h1(τ)h2(τ)
−

−h(τ)v2η(1, τ)
h1(τ)h2(τ)

))
v2η + (c(ηh1(τ), τ)− c(ηh2(τ), τ))v2

)
dηdτ, (y, t) ∈ QT . (63)

З (63) випливає, що

vy(0, t) =

∫ t

0

∫ 1

0

G∗
y(0, t, η, τ)

(
f(ηh1(τ), τ)− f(ηh2(τ), τ) + ψ(τ)

(
a(τ)

h22(τ)
−

−a1(τ)h(τ)(h1(τ) + h2(τ))

h21(τ)h
2
2(τ)

)
v2ηη +

(
b(τ)

h2(τ)
− b1(τ)h(τ)

h1(τ)h2(τ)
− y

(
h′1(τ)h(τ)

h1(τ)h2(τ)
+

vη(1, τ)

h1(τ)h2(τ)
−

−h(τ)v2η(1, τ)
h1(τ)h2(τ)

))
v2η + (c(ηh1(τ), τ)− c(ηh2(τ), τ))v2

)
dηdτ, (y, t) ∈ QT , (64)

vy(1, t) =

∫ t

0

∫ 1

0

G∗
y(1, t, η, τ)

(
f(ηh1(τ), τ)− f(ηh2(τ), τ) + ψ(τ)

(
a(τ)

h22(τ)
−

−a1(τ)h(τ)(h1(τ) + h2(τ))

h21(τ)h
2
2(τ)

)
v2ηη +

(
b(τ)

h2(τ)
− b1(τ)h(τ)

h1(τ)h2(τ)
− y

(
h′1(τ)h(τ)

h1(τ)h2(τ)
+

vη(1, τ)

h1(τ)h2(τ)
−

−h(τ)v2η(1, τ)
h1(τ)h2(τ)

))
v2η + (c(ηh1(τ), τ)− c(ηh2(τ), τ))v2

)
dηdτ, (y, t) ∈ QT . (65)

Використовуючи вiдповiдну умову (11), з (58) отримаємо

h(t) = −h1(t)h2(t)
µ4(t)

∫ 1

0

v(y, t)dy, t ∈ [0, T ]. (66)

Враховуючи (12), (66), з (59) одержимо

a(t) = −a1(t)a2(t)ψ(t)
h1(t)µ5(t)

vy(0, t)−
a1(t)h2(t)

µ4(t)

∫ 1

0

v(y, t)dy, t ∈ [0, T ]. (67)

Оскiльки bi(t), i = 1, 2 — розв’язки вiдповiдних задач (7)–(12), то для них правиль-
ними залишаються вiдповiднi рiвностi (26). Вiднявши їх та використавши (66), (67),
знаходимо

b(t) = −(µ2(t)− µ1(t))
−1

(
h1(t)

∫ 1

0

(c(yh1(t), t)v(y, t) + (c(yh1(t), t)− c(yh2(t), t))v2(y, t)+

+f(yh1(t), t)− f(yh2(t), t))dy +
a1(t)ψ(t)µ2(t)

h1(t)
vy(1, t)−

a1(t)a2(t)ψ
2(t)v2y(1, t)

h1(t)h2(t)µ5(t)
vy(0, t)−

−
(
h1(t)h2(t)

µ4(t)

∫ 1

0

(c(yh2(t), t)v2(y, t) + f(yh2(t), t))dy +
a1(t)ψ(t)− µ2(t)

µ4(t)
v2y(1, t)

)
×

×
∫ 1

0

v(y, t)dy

)
, t ∈ [0, T ]. (68)
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За теоремою Лагранжа про середнє, скориставшись умовами теореми, отримаємо

f(yh1(y), t)− f(yh2(t), t) = yh(t)

∫ 1

0

fx(y(h2(t) + σ(h1(t)− h2(t))), t)dσ. (69)

Аналогiчна формула має мiсце також для функцiї c = c(yh(t), t).
Пiдставивши (63), (64), (69) у (65)–(68), отримаємо систему однорiдних iнтеграль-

них рiвнянь Вольтерра другого роду стосовно функцiй vy(1, t), h(t), a(t), b(t). Дослiдимо
ядра цiєї системи.

Перш за все зауважимо, що для функцiй v2(y, t) та v2y(y, t) виконуються оцiнки (31),
(32), (51). Для того щоб встановити поведiнку функцiї v2yy(y, t), розглянемо вiдповiдну
задачу (7)–(12). Диференцiюючи формулу (22) двiчi за просторовою змiнною, отрима-
ємо

v2yy(y, t) = h20φ
′′(yh0) +

∫ t

0

G
(2)
1η (y, t, 1, τ)

((
b2(τ)

h2(τ)
+
µ3(τ)h2(τ)− v2η(1, τ)

h22(τ)

)
v2η(1, τ)+

+c(h2(τ), τ)µ2(τ) + f(h2(τ), τ)− µ′
2(τ) +

h20a2(τ)ψ(τ)

h22(τ)
φ′′(h0)

)
dτ −

∫ t

0

G
(2)
1η (y, t, 0, τ)×

×
(
b2(τ)

h2(τ)
v2η(0, τ) + c(0, τ)µ1(τ) + f(0, τ)− µ′

1(τ) +
h20a2(τ)ψ(τ)

h22(τ)
φ′′(0)

)
dτ−

−
∫ t

0

∫ 1

0

G
(2)
1η (y, t, η, τ)

((
c(ηh2(τ), τ) +

µ3(τ)h2(τ)− v2η(1, τ)

h22(τ)

)
v2η(η, τ) + h2(τ)×

×
(
cx(ηh2(τ), τ)v2(η, τ) + fx(ηh2(τ), τ)

)
− µ′

2(τ)− µ′
1(τ) +

h30a2(τ)ψ(τ)

h22(τ)
φ′′′(ηh0)

)
dηdτ−

−
∫ t

0

∫ 1

0

G
(2)
1η (y, t, η, τ)

(
b2(τ)

h2(τ)
+
η(µ3(τ)h2(τ)− v2η(1, τ))

h22(τ)

)
v2ηη(η, τ)dηdτ, (70)

де G(2)
1 (y, t, η, τ) — функцiя Грiна першої крайової задачi для вiдповiдного рiвняння (17).

Оцiнимо третiй доданок, що входить до правої частини формули (70). Використовуючи
(19), одержимо

J1 =

∣∣∣∣∫ t

0

G
(2)
1η (y, t, 0, τ)

(
b2(τ)

h2(τ)
v2η(0, τ) + c(0, τ)µ1(τ) + f(0, τ) +

h20a2(τ)ψ(τ)

h22(τ)
φ′′(0)−

−µ′
1(τ)

)
dτ

∣∣∣∣ ≤ C22

∫ t

0

1

(θ2(t)− θ2(τ))3/2

+∞∑
n=−∞

|y + 2n| exp
(
− (y + 2n)2

4(θ2(t)− θ2(τ))

)
dτ, (71)

де θ2(t) =
∫ t
0
a2(τ)ψ(τ)

h22(τ)
dτ. Враховуючи введену функцiю θ0 = θ0(t), з нерiвностi (71) зна-

ходимо

J1 ≤ C23

∫ t

0

y

(θ0(t)− θ0(τ))3/2
exp

(
− y2

C24(θ0(t)− θ0(τ))

)
dτ+

+C23

∫ t

0

1

(θ0(t)− θ0(τ))3/2

+∞∑
n=−∞,n̸=0

|y + 2n| exp
(
− (y + 2n)2

C24(θ0(t)− θ0(τ))

)
dτ.

Використовуючи результати з [29], одержимо J1 ≤ C25+
C26

ψ(θ−1
0 ( 3

4
θ0(t)))

+ tC27∫ t
0 ψ(σ)dσ

, де θ−1
0 =

θ−1
0 (t) — функцiя обернена до θ0 = θ0(t). Аналогiчно оцiнюється й другий доданок правої

частини формули (70). Для оцiнки четвертого доданка використаємо (20). Отримаємо
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J2 =

∣∣∣∣∫ t

0

∫ 1

0

G
(2)
1η (y, t, η, τ)

((
c(ηh2(τ), τ) +

µ3(τ)h2(τ)− v2η(1, τ)

h22(τ)

)
v2η(η, τ)+

+h2(τ)
(
cy(ηh2(τ), τ)v2(η, τ) + fy(ηh2(τ), τ)

)
− µ′

2(τ)− µ′
1(τ)+

+
h30a2(τ)ψ(τ)

h22(τ)
φ′′′(ηh0)

)
dηdτ

∣∣∣∣ ≤ C28

∫ t

0

dτ√
θ2(t)− θ2(τ)

.

Враховуючи означення слабкого виродження, матимемо J2 ≤ C29. Отже, з рiвняння
(70), знаходимо

|v2yy(y, t)| ≤ C30 +
C31

ψ(θ−1
0 (3

4
θ0(t)))

+ C32t

(∫ t

0

ψ(σ)dσ

)−1

. (72)

Далi для дослiдження ядер системи (65)–(68), використаємо вiдомi [30, c.469] оцiнки
функцiй Грiна |Dr

tD
s
yG

∗(y, t, η, τ)| ≤ C33(t− τ)−
1+2r+s

2 exp
(
−C34

(y−η)2
t−τ

)
, де r ∈ {0, 1}, s ∈

{0, 1, 2}, 2r + s = 1 або 2r + s = 2, τ < t. Враховуючи останню формулу, оцiнимо
iнтеграли

J3 ≡
∫ 1

0

G∗(y, t, η, τ)dη ≤ C35

∫ 1

0

1√
θ0(t)− θ0(τ)

exp
(
− C36(y − η)2

θ0(t)− θ0(τ)

)
dη ≤ C37,

J4 ≡
∫ 1

0

G∗
y(y, t, η, τ)dη ≤ C38

∫ 1

0

1

θ0(t)− θ0(τ)
exp

(
− C36(y − η)2

θ0(t)− θ0(τ)

)
dη ≤ C39√

θ0(t)− θ0(τ)
.

Враховуючи (72) i отриманi оцiнки iнтегралiв J3, J4 та означення слабкого виродже-
ння, робимо висновок, що ядра однорiдної системи iнтегральних рiвнянь Вольтерра
(65)–(68) мають iнтегровнi особливостi. Це означає, що ця система має лише тривiаль-
ний розв’язок vy(1, t) ≡ 0, h(t) ≡ 0, a(t) ≡ 0, b(t) ≡ 0, t ∈ [0, T ]. Використовуючи цей
факт в задачi (7)–(10), отримаємо v(y, t) ≡ 0, (y, t) ∈ QT , що й завершує доведення
теореми 2.
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