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We obtained exact-order estimates of the best approximations of classes B Ω
∞, θ of periodic

functions of many variables and for classes Bω
p,θ, 1 ≤ p < ∞ of functions of one variable

by trigonometric polynomials with corresponding spectra of harmonics in the metric of space
B∞,1. We also found exact orders for the Kolmogorov, linear and trigonometric widths of the
same classes in space B∞,1.

1. Вступ. Дана стаття є логiчним продовженням роботи [1], а базовими стали дослi-
дження iз [2]. Об’єктами дослiдження у статтi є класи BΩ

∞,θ перiодичних функцiй вiд
багатьох змiнних i класи Bω

p,θ, 1 ≤ p < ∞, перiодичних функцiй вiд однiєї змiнної.
Розглядаються питання про порядковi оцiнки апроксимацiї їх елементiв за допомогою
тригонометричних полiномiв з певними обмеженнями щодо спектру гармонiк, що їх
формують, а також — питання, пов’язанi зi встановленням точних за порядком оцiнок
колмогоровських, лiнiйних та тригонометричних поперечникiв класiв BΩ

∞,θ та Bω
p,θ як

множин у пiдпросторах B∞,1 простору L∞. Мотивацiєю до таких дослiджень саме у
просторi B∞,1 стало те, що пiдходiв до розв’язання окреслених задач на таких i на де-
яких iнших класах функцiй, особливо у багатовимiрному випадку, у просторi L∞ поки
не знайдено (див. [3]).

Зазначимо, що класи BΩ
p,θ (точне означення подано нижче) є узагальненням за глад-

кiсним функцiональним параметром Ω вiдомих класiв Бєсова Br
p,θ при 1 ≤ θ < ∞, а при

θ = ∞ — у цьому випадку за ними закрiплене позначення HΩ
p — класiв Нiкольського Hr

p

(див., наприклад, [4,5]). Вперше деякi апроксимацiйнi, а також структурнi властивостi
класiв HΩ

p встановленi М. М. Пустовойтовим у роботi [6], а класiв BΩ
p,θ, 1 ≤ θ < ∞, —

S. Yongsheng, W. Heping у [7].
Для подальшого викладу введемо необхiднi позначення, а також означимо функцiо-

нальнi простори i класи функцiй.
Нехай Rd — d-вимiрний евклiдiв простiр з елементами x = (x1, . . . , xd);

πd :=
d∏

j=1

[0, 2π) = {x ∈ Rd : xj ∈ [0, 2π), j = 1, d}.
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Через Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, позначимо простiр вимiрних 2π–перiодичних за кожною
змiнною функцiй f : Rd → R зi скiнченними нормами

∥f∥p =
(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p < ∞,

∥f∥∞ = ess sup
x∈Rd

|f(x)|, p = ∞.

Множину функцiй f ∈ Lp(πd), що задовольняють умову

2π∫
0

f(x)dxj = 0, j = 1, d,

позначимо L0
p(πd). Iнодi замiсть Lp(πd) i L0

p(πd) вживатимемо простiшi позначення Lp i
L0
p вiдповiдно.

Визначимо повний мiшаний p–модуль гладкостi порядку l функцiї f ∈ Lp(πd):

Ωl(f, t)p := sup
|hi|≤ti

∥∆l
hf∥p, t = (t1, . . . , td) ∈ Rd

+.

Тут для h = (h1, . . . , hd) ∈ Rd та l ∈ N

∆l
hf(x) := ∆l

hd
. . .∆l

h1
f(x1, . . . , xd),

де

∆l
hj
f(x) = ∆hj

∆l−1
hj

f(x), ∆0
hj
f(x) := f(x),

∆hj
f(x) ≡ ∆1

hj
f(x) = f(x1, . . . , xj + hj, . . . , xd)− f(x).

Вiдомо, що

∆l
hj
f(x) =

l∑
k=0

(−1)k+lCk
l f(x1, . . . , xj + khj, . . . , xd).

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — задана функцiя типу мiшаного модуля неперервностi
порядку l. Це означає, що функцiя Ω задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d i Ω(t) = 0, якщо
∏d

j=1 tj = 0;

2) Ω(t) неперервна на Rd
+;

3) Ω(t) не спадає за кожною змiнною tj ≥ 0, j = 1, d, при будь-яких фiксованих
значеннях iнших змiнних ti, i ̸= j;

4) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤ C(
∏d

j=1 mj)
lΩ(t), mj ∈ N, j = 1, d, де C > 0 — деяка стала.

Далi, називатимемо (див. [8]) функцiю вiд однiєї змiнної φ(τ) майже зростаючою
(майже спадною) на [ a, b ], якщо iснує стала C1 > 0 ( C2 > 0), яка не залежать вiд τ1, τ2
така, що

φ(τ1) ≤ C1 φ(τ2), a ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ b,
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у випадку майже зростання, i вiдповiдно

φ(τ1) ≥ C2 φ(τ2), a ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ b,

у випадку майже спадання.
Припускатимемо також, що функцiя Ω(t), t ∈ Rd

+, задовольняє додатковi умови
(Sα) i (Sl), якi називають умовами Барi-Стєчкiна [9, 10]. Вони полягають у такому:
а) функцiя однiєї змiнної φ(τ) ≥ 0, τ ∈ [ 0, 1 ], задовольняє умову (Sα), якщо φ(τ)

τα
майже

зростає при деякому α > 0; б) функцiя φ(τ) ≥ 0, τ ∈ [ 0, 1 ], задовольняє умову (Sl),
якщо φ(τ)

τγ
майже спадає при деякому 0 < γ < l, l ∈ N. Отже, у випадку d > 1 кажемо,

що функцiя Ω(t), t ∈ Rd
+ задовольняє умови (Sα) i (Sl), якщо вона задовольняє цi умови

по кожнiй змiннiй tj при фiксованих ti, i ̸= j.
Тепер дамо означення функцiональних класiв BΩ

p,θ, стосовно яких проводились до-
слiдження у вже згаданiй роботi [7]. Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞ i Ω(t), t ∈ Rd

+, — функцiя типу
мiшаного модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє умови 1) – 4), (Sα) i (Sl). Тодi
покладемо

BΩ
p,θ := {f ∈ L0

p : ∥f∥BΩ
p,θ

≤ 1},

де

∥f∥BΩ
p,θ

= ∥f∥p +

(∫
πd

(
Ωl(f, t)p
Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

) 1
θ

, 1 ≤ θ < ∞,

∥f∥BΩ
p,∞

= ∥f∥p + sup
t>0

Ωl(f, t)

Ω(t)
.

Зауважимо, що у випадку, коли r = (r1, . . . , rd), 0 < rj < l, j = 1, d i

Ω(t) =
d∏

j=1

t
rj
j ,

— класи BΩ
p,θ тотожнi до аналогiв класiв Бєсова Br

p,θ, якi дослiджувалися у роботах [4,5].
У свою чергу, при θ = ∞ класи Br

p,∞ =: Hr
p є аналогами класiв С.М. Нiкольського [11].

У подальшому зручнiшим у використаннi є iнше нормування функцiй, що належать
до класiв BΩ

p,θ. Поставимо у вiдповiднiсть кожному вектору s ∈ Nd множину

ρ(s) := {k ∈ Zd : 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , j = 1, d}

i для f ∈ L0
p, 1 < p < ∞, покладемо

δs(f) := δs(f, x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x), x ∈ Rd,

де

f̂(k) = (2π)−d

∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt

— коефiцiєнти Фур’є функцiї f .
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Тепер нагадаємо таке: для виразiв a та b, якi залежать вiд деякої сукупностi параме-
трiв, запис a ∼ b означає, що iснують такi додатнi сталi c1 та c2, для яких c1b ≤ a ≤ c2b.

Отже, якщо Ω(t), t ∈ Rd
+, — задана функцiя типу мiшаного модуля неперервностi

порядку l, яка задовольняє умови 1)–4), (Sα) i (Sl), то для f ∈ BΩ
p,θ при 1 < p < ∞ i

1 ≤ θ ≤ ∞ справджуються спiввiдношення

∥f∥BΩ
p,θ

∼


( ∑

s∈Nd

(Ω(2−s))
−θ ∥δs(f)∥θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ < ∞,

sup
s∈Nd

(Ω(2−s))−1∥δs(f)∥p, θ = ∞.

(1)

Тут, i у подальшому, Ω(2−s) = Ω(2−s1 , . . . , 2−sd), sj ∈ N, j = 1, d.
Зауважимо, що при 1 ≤ θ < ∞ спiввiдношення (1) доведенi у роботi [7], а при θ = ∞

— в [6].
При p = 1 i p = ∞ для норм функцiй з класiв BΩ

p,θ можна записати аналогiчнi до (1)
спiввiдношення, замiнивши “блоки” δs(f) на iншi. А саме, позначимо через Vm(t), m ∈
N, t ∈ R, ядро Валле-Пуссена

Vm(t) = 1 + 2
m∑
k=1

cos kt+ 2
2m−1∑
k=m+1

(
2m− k

m

)
cos kt

(при m = 1 останню суму потрiбно замiнити нулем).
Далi, кожному вектору s ∈ Nd поставимо у вiдповiднiсть полiном

As(x) =
d∏

j=1

(
V2sj (xj)− V2sj−1(xj)

)
, x ∈ Rd,

i для f ∈ L0
p, 1 ≤ p ≤ ∞, покладемо

As(f) := As(f, x) = (f ∗ As)(x),

де ∗ — операцiя згортки, яка для функцiй g, h ∈ L1(πd) означається формулою

(g ∗ h)(x) = (2π)−d

∫
πd

g(y)h(x− y)dy, x ∈ Rd.

Тодi справедливi спiввiдношення

∥f∥BΩ
p,θ

∼


( ∑

s∈Nd

(Ω(2−s))
−θ ∥As(f)∥θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ < ∞,

sup
s∈Nd

(Ω(2−s))−1∥As(f)∥p, θ = ∞.

(2)

При 1 ≤ θ < ∞ спiввiдношення (2) доведенi у роботi [12], а при θ = ∞ — в [6].
Нашi дослiдження стосуються класiв, якi визначаються за допомогою специфiчної

функцiї Ω типу мiшаного модуля неперервностi порядку l, а саме

Ω(t) = ω

( d∏
j=1

tj

)
, (3)
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де ω(τ) — задана функцiя (однiєї змiнної) типу модуля неперервностi порядку l, яка
задовольняє умови (Sα) i (Sl). Зрозумiло, що для функцiї Ω вигляду (3) виконуються
властивостi 1) – 4) функцiї типу мiшаного модуля неперервностi порядку l, а також
умови (Sα), (Sl), i тому справедливими є наведенi вище спiввiдношення (1), (2) для
норм функцiй з класiв BΩ

p,θ. У випадку d = 1 для класiв BΩ
p,θ, з вiдповiдною функцiєю

Ω вказаного вигляду, вживаємо позначення Bω
p,θ.

Тепер дамо означення норми ∥ · ∥Bp,1 у пiдпросторах Bp,1, p ∈ {1,∞}. Така норма
схожа на декомпозицiйну норму функцiй iз просторiв Бєсова Br

p,θ за умовного припу-
щення, що r = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rd

+. Для тригонометричних полiномiв τ вона означається
за формулою ∥τ∥Bp,1 =

∑
s∈Zd

+
∥As(τ)∥p. Подiбно означається норма ∥f∥Bp,1 для функцiй

f ∈ Lp за умови збiжностi ряду
∑

s∈Zd
+
∥As(f)∥p. При цьому зазначимо, що для f ∈ Bp,1,

p ∈ {1,∞} виконується спiввiдношення

∥f∥p ≪ ∥f∥Bp,1 , (4)

а також, очевидно, що ∥f∥B1,1 ≪ ∥f∥B∞,1 для f ∈ B∞,1.
На завершення цього пункту зазначимо, що у подальшому викладi використовується

поняття порядкового спiввiдношення: для двох невiд’ємних послiдовностей (an)
∞
n=1 i

(bn)
∞
n=1 спiввiдношення (порядкова нерiвнiсть) an ≪ bn означає, що iснує стала C3 > 0,

яка не залежить вiд n i така, що an ≤ C3 bn. Спiввiдношення an ≍ bn рiвносильне тому,
що an ≪ bn i bn ≪ an.

2. Найкращi наближення. У цьому пунктi, у випадку d ≥ 2, встановлено точнi за
порядком оцiнки величини найкращого наближення класiв BΩ

∞,θ у просторi B∞,1 за до-
помогою тригонометричних полiномiв, породжених множиною гармонiк з “номерами”
зi схiдчастого гiперболiчного хреста. Окрiм того, у одновимiрному випадку (d = 1) зна-
йдено порядковi значення величини найкращого наближення функцiй iз класiв Bω

p,θ, 1 ≤
p ≤ ∞, за допомогою тригонометричних полiномiв з множини T (2n).

Спочатку означимо згаданi апроксимативнi характеристики. Для s = (s1, ..., sd),
sj ∈ N, j = 1, d, d ≥ 2 i n ∈ N розглянемо множину

Qn =
∪

(s,1)≤n

ρ(s), (s, 1) = s1 + ...+ sd,

яку називають схiдчастим гiперболiчним хрестом, i покладемо

T (Qn) :=
{
t : t(x) =

∑
k∈Qn

ck e
i(k,x), x ∈ Rd

}
.

Нехай X ⊂ L0
1(πd) — деякий нормований функцiональний простiр з нормою ∥ · ∥X .

Для f ∈ X i n ∈ N означимо

EQn(f)X := inf
t∈T (Qn)

∥f − t∥X

i для класу F ⊂ X покладемо

EQn(F )X = sup
f∈F

EQn(f)X .
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Величини EQn(f)X i EQn(F )X називають найкращим наближенням у просторi X вiдпо-
вiдно функцiї f ∈ X i класу F за допомогою тригонометричних полiномiв, що належать
множинi T (Qn).

У одновимiрному випадку вiдповiднi апроксимацiйнi характеристики означаються
так. Нехай X — деякий функцiональний простiр з нормою ∥ · ∥X , X ⊂ L0

1(π1) i для
n ∈ N через T (2n) позначено таку множину тригонометричних полiномiв:

T (2n) :=
{
t : t(x) =

2n−1∑
k=−2n+1

cke
ikx, x ∈ R

}
.

Тодi, для функцiї f ∈ X через E2n(f)X позначимо величину її найкращого наближення
за допомогою полiномiв з множини T (2n), тобто,

E2n(f)X = inf
t∈T (2n)

∥f − t∥X

i для функцiонального класу F ⊂ X покладемо

E2n(F )X = sup
f∈F

E2n(f)X .

Результати дослiджень величин E2n(F )q := E2n(F )Lq [0,2π] i EQn(F )q := EQn(F )Lq(πd),
1 ≤ q ≤ ∞, коли класи F є класами Соболєва W r

p,α чи класами Нiкольського–Бєсова
Br

p,θ перiодичних функцiй, вiдповiдно, вiд однiєї та вiд багатьох змiнних достатньо повно
викладенi у монографiях [13]– [15], а також — у [3].

Тепер перейдемо до формулювання i доведення одержаних результатiв.

Теорема 1. Нехай d ≥ 2, 1 ≤ θ ≤ ∞, а Ω(t) = ω(
∏d

j=1 tj), де ω(τ) задовольняє умову
(Sα) з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi

EQn(B
Ω
∞,θ)B∞,1 ≍ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
). (5)

Доведення. Спочатку встановимо в (5) оцiнку зверху. З цiєю метою розглянемо для
f ∈ BΩ

∞,θ наближаючий полiном вигляду

tn(f) := tn(f, x) =
∑

(s,1)≤n

As(f, x), x ∈ Rd.

Тодi, згiдно з означенням норми у просторi B∞,1 можна записати

∥f − tn∥B∞,1 ≪
∥∥∥∥ ∑

(s,1)>n

As(f)

∥∥∥∥
B∞,1

=
∑
s∈Nd

∥∥∥∥As ∗
∑
s′∈Nd

(s′,1)≥n

As′(f)

∥∥∥∥
∞

≤

≤
∑

(s,1)≥n−d

∥∥∥∥As ∗
∑

∥s−s′∥∞≤1

As′(f)

∥∥∥∥
∞

≤
∑

(s,1)≥n−d

∥As∥1
∥∥∥∥ ∑

∥s−s′∥∞≤1

As′(f)

∥∥∥∥
∞

≪

≪
∑

(s,1)≥n−d

∑
∥s−s′∥∞≤1

∥As′(f)∥∞ ≪
∑

(s,1)≥n−2d

∥As(f)∥∞ =

=
∑

(s,1)≥n−2d

ω−1(2−(s,1))∥As(f)∥∞ ω(2−(s,1)) =: J1. (6)
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Для оцiнки величини J1 розглянемо декiлька випадкiв, залежно вiд значень пара-
метра θ.

1. Нехай θ ∈ (1,∞). Тодi, застосувавши нерiвнiсть Гельдера з показником θ, мати-
мемо

J1 ≤

( ∑
(s,1)≥n−2d

ω−θ(2−(s,1)) ∥As(f)∥θ∞

) 1
θ
( ∑

(s,1)≥n−2d

ωθ′(2−(s,1))

) 1
θ′

≪

≤ ∥f∥BΩ
∞,θ

( ∑
(s,1)≥n−2d

ωθ′(2−(s,1))

) 1
θ′

≤

( ∑
(s,1)≥n−2d

ωθ′(2−(s,1))

) 1
θ′

=: J2. (7)

Нехай n− 2d =: m. Тодi, зауваживши, що

ω(2−(s,1))

2−α(s,1)
≤ C4

ω(2−m)

2−αm
, C4 > 0, (8)

при (s, 1) ≥ m, продовжимо оцiнку величини J2:

J2 ≪
ω(2−m)

2−αm

( ∑
(s,1)≥m

2−(s,1)αθ′

) 1
θ′

=
ω(2−m)

2−αm

(∑
j≥m

2−jα θ′
∑

(s,1)=j

1

) 1
θ′

≍

≍ ω(2−m)

2−αm

(∑
j≥m

2−jα θ′ jd−1

) 1
θ′

≍ ω(2−m)m(d−1)(1− 1
θ
). (9)

2. Якщо θ = 1, то оцiнка величини J1 має вигляд:

J1 ≤ sup
s : (s,1)≥m

ω(2−(s,1))
∑

(s,1)≥m

ω−1(2−(s,1))∥As(f)∥∞ ≪

≪ ω(2−m)∥f∥BΩ
∞,1

≪ ω(2−m). (10)

3. При θ = ∞ безпосередньо для величини J1 отримаємо:

J1 ≤ sup
s : (s,1)≥m

∥As(f)∥∞
ω(2−(s,1))

∑
(s,1)≥m

ω(2−(s,1)) ≪

≪ ∥f∥BΩ
∞,∞

∑
(s,1)≥m

ω(2−(s,1)) ≤
∑

(s,1)≥m

ω(2−(s,1)) ≪

≪ ω(2−m)

2−αm

∑
(s,1)≥m

2−α(s,1) ≪ ω(2−m)

2−αm

(∑
j≥m

2−j α
∑

(s,1)=j

1

)
=

=
ω(2−m)

2−αm

∑
j≥m

2−j α j d−1 ≍ ω(2−m)md−1. (11)

На пiдставi (6)–(11) приходимо до шуканої оцiнки зверху величини EQn(B
Ω
∞,θ)B∞,1 .

Щодо оцiнки знизу в (5) зазначимо таке. В [1] за умов теореми 1 доведено спiввiд-
ношення:

EQn(B
Ω
∞,θ)B1,1 ≍ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
). (12)
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А отже, внаслiдок нерiвностi ∥ · ∥B∞,1 ≥ ∥ · ∥B1,1 , з огляду на (12) випливає

EQn(B
Ω
∞,θ)B∞,1 ≥ EQn(B

Ω
∞,θ)B1,1 ≍ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
).

Зауваження 1. У випадку, коли r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd
+, 0 < r1 < l, а Ω(t) =

∏d
j=1 t

r1
j

теорема 1 ранiше доведена в [2].

Наступне твердження стосується одновимiрного випадку, d = 1. Тут встановлено
точнi за порядком оцiнки величин E2n(B

ω
p,θ)∞ та E2n(B

ω
p,θ)B∞,1 .

Теорема 2. Нехай d = 1, 1 ≤ p, θ ≤ ∞, а функцiя ω задовольняє умову (Sα) з деяким
α > 1

p
i умову (Sl). Тодi

E2n(B
ω
p,θ)∞ ≍ E2n(B

ω
p,θ)B∞,1 ≍ ω(2−n) 2

n
p . (13)

Доведення. Зважаючи на очевидну нерiвнiсть

E2n(B
ω
p,θ)∞ ≤ E2n(B

ω
p,θ)B∞,1 ,

для доведення спiввiдношень (13) достатньо встановити потрiбну оцiнку зверху для
величини E2n(B

ω
p,θ)B∞,1 i знизу — для E2n(B

ω
p,θ)∞. Зазначимо також, що в оцiнцi зверху

достатньо обмежитися випадком, коли θ = ∞ (у такому випадку Bω
p,θ ≡ Hω

p ).
Отже, нехай f ∈ Hω

p . Розглянемо полiномом

tn(f) := tn(f, x) =
n−1∑
s=1

As(f, x), x ∈ R.

Тодi

E2n(f)B∞,1 ≤
∥∥∥∥f −

n−1∑
s=1

As(f)

∥∥∥∥
B∞,1

≪
∥∥∥∥ ∞∑

s=n

As(f)

∥∥∥∥
B∞,1

=

=
∞∑
s=1

∥∥∥∥As ∗
s+1∑

s′=s−1

As′(f)

∥∥∥∥
∞

≤
∞∑
s=n

∥As∥p′
∥∥∥∥ s+1∑

s′=s−1

As′(f)

∥∥∥∥
p

=: J3. (14)

Маючи на метi подальшу оцiнку величини J3, зазначимо таке. По-перше, з вiдомої
порядкової рiвностi ∥V2s∥p ≍ 2s(1−

1
p
), 1 ≤ p ≤ ∞ (див., [14], Ch.1, § 1), випливає

∥As∥p′ ≤ ∥V2s∥p′ + ∥V2s−1∥p′ ≍ 2
s
p . (15)

По-друге, беручи до уваги, що для f ∈ Hω
p , 1 ≤ p ≤ ∞, виконується спiввiдношення

∥As′(f)∥p ≪ ω(2−s′), s′ ∈ N, можна записати∥∥∥∥ s+1∑
s′=s−1

As′(f)

∥∥∥∥
p

≤
s+1∑

s′=s−1

∥As′(f)∥p ≤
s+1∑

s′=s−1

ω(2−s′) ≪ ω(2−s). (16)

Отже, поєднуючи (15) i (16), з (14), отримаємо

E2n(f)B∞,1 ≪
∞∑
s=n

2
s
p ω(2−s) =

∞∑
s=n

2−s(α− 1
p
)ω(2−s)2s α ≤
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≤ ω(2−n)2αn

∞∑
s=n

2−s(α− 1
p
) ≪ ω(2−n)2

n
p .

Оцiнки зверху в (13) встановленi.
Переходячи до оцiнки знизу величини E2n(B

ω
p,θ)∞, зауважимо, що зважаючи на вкла-

дення Bω
p,θ ⊃ Bω

p,1, 1 < θ ≤ ∞, потрiбну оцiнку достатньо встановити при θ = 1.
Отже, розглянемо функцiю

g1(x) = C5 ω(2
−n)2−n(1− 1

p
)An+1(x), C5 > 0.

Оскiльки, згiдно з (15) ∥An+1∥p ≪ 2n(1−
1
p
), 1 ≤ p ≤ ∞, то можна стверджувати, що за

певного вибору сталої C5 > 0 функцiя g1 належить до класу Bω
p,1 при 1 ≤ p ≤ ∞. Тепер,

якщо для n ∈ N

t∗(x) :=
2n−1∑

k=−2n+1

c∗k e
ikx, x ∈ R

— полiном найкращого наближення функцiї g1 у просторi L∞, то, запроваджуючи по-
значення (g, h) :=

∫ 2π

0
g(x)h(x)dx, з одного боку,

(g1 − t∗, An+1) = (g1, An+1) ≍ ω(2−n)2−n(1− 1
p
) ∥An+1∥22 ≍ ω(2−n)2

n
p , (17)

а з iншого, — зважаючи на спiввiдношення (15), можна записати

(g1 − t∗, An+1) ≤ ∥g1 − t∗∥∞ ∥An+1∥1 ≪ ∥g1 − t∗∥∞ = E2n(g1)∞. (18)

Спiвставляючи (17) i (18), приходимо до шуканої оцiнки знизу величини E2n(B
ω
p,θ)∞,

бо E2n(B
ω
p,θ)∞ ≥ E2n(g1)∞ ≫ ω(2−n)2

n
p .

3. Поперечники. Насамперед означимо апроксимацiйнi величини, якi дослiджуються
у цьому пунктi. Нехай X — нормований простiр з нормою ∥ · ∥X , LM(X ) — сукупнiсть
пiдпросторiв в X , розмiрнiсть яких не перевищує M , i W — центрально–симетрична
множина в X .
Величина

dM(W,X ) := inf
LM∈LM (X )

sup
w∈W

inf
u∈LM

∥w − u∥X

називається колмогоровським M -поперечником множини W у просторi X .
Поперечник dM(W,X ) введений у 1936 роцi А.М. Колмогоровим [16].
Нехай X i Y — нормованi простори i L(X ,Y ) — сукупнiсть лiнiйних неперервних

вiдображень X в Y . Величина

λM(W,X ) := inf
LM∈LM (X )

Λ∈L(X ,LM )

sup
w∈W

∥w − Λw∥X ,

де нижня грань береться по всiх пiдпросторах LM в LM(X ) i всiх лiнiйних неперервних
операторах Λ, що дiють з X в LM , називається лiнiйним M -поперечником множини
W у просторi X .

Поперечник λM(W,X ) введений у 1960 роцi В.М. Тихомировим [17].
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Наступна апроксимацiйна характеристика введена Р.С. Iсмагiловим ([18]). Отже,
нехай Y = Lq, 1 ≤ q ≤ ∞ (або Y = Bp,1, p ∈ {1,∞}) i F ⊂ Y — деякий функцiональ-
ний клас. Тригонометричний M-поперечник класу F у просторi Y (позначається:
d⊤M(F ;Y )) ) визначається формулою

d⊤M(F ;Y ) = inf
ΩM

sup
f∈F

inf
t(ΩM ;·)

∥f(·)− t(ΩM ; ·)∥Y ,

де

t(ΩM ; x) =
M∑
j=1

cje
i(kj ,x), x ∈ Rd,

ΩM = {k1, . . . , kM} — будь-який набiр векторiв kj = (kj
1, . . . , k

j
d), j = 1,M , цiлочислової

гратки Zd, cj — довiльнi комплекснi числа.
Легко бачити, що означенi апроксимацiйнi характеристики пов’язанi спiввiдношен-

нями:
dM(W,X ) ≤ λM(W,X ), dM(F,Lq) ≤ d⊤M(F,Lq). (19)

Зауважимо, що друге iз спiввiдношень в (19) справедливе i у випадку, коли замiсть
простору Lq розглядати простори Bp,1, p ∈ {1,∞}.

Зазначимо, що колмогоровськi, лiнiйнi та тригонометричнi поперечники класiв Нi-
кольського-Бєсова Br

p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних у просторах Лебега ви-
вчались у роботах [19]– [25]. Що стосується дослiджень цих характеристик для iнших
класiв функцiй багатьох змiнних, то детальна бiблiографiя щодо цього наведена у моно-
графiях [13,14], а також у [3]. З iншого боку, практично не дослiдженими залишаються
питання про поперечники класiв BΩ

p,θ у просторi L∞. Авторам вiдомий лише один ре-
зультат, що стосується колмогоровського поперечника dM(BΩ

p,θ, L∞) (див. [26]). Проте
точнi за порядком значення такого поперечника не знайденi.

Що ж стосується апроксимацiї класiв BΩ
p,θ, але у просторах B1,1, то в [1] доведено

таке твердження.

Теорема ([1]). Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞, а Ω(t) = ω(
∏d

j=1 tj), де ω(τ) задовольняє умову (Sα)

з деяким α > 1
p

i умову (Sl). Тодi для будь-якої послiдовностi M = (Mn)
∞
n=1 натуральних

чисел такої, що виконується спiввiдношення M ≍ 2n nd−1, справедливi порядковi оцiнки

dM(BΩ
p,θ, B1,1) ≍ λM(BΩ

p,θ, B1,1) ≍ d⊤M(BΩ
p,θ, B1,1) ≍ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
).

У данiй статтi нами встановлено схоже твердження i у випадку простору B∞,1.

Теорема 3. Нехай d ≥ 2, 1 ≤ θ ≤ ∞, а Ω(t) = ω(
∏d

j=1 tj), де ω(τ) задовольняє
умову (Sα) з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi для будь-якої послiдовностi M = (Mn)

∞
n=1

натуральних чисел такої, що виконується спiввiдношення M ≍ 2n nd−1, мають мiсце
порядковi оцiнки

dM(BΩ
∞,θ, B∞,1) ≍ λM(BΩ

∞,θ, B∞,1) ≍ d⊤M(BΩ
∞,θ, B∞,1) ≍ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
). (20)

Доведення. Оцiнки зверху випливають з теореми 1. Справдi, якщо для будь-яких за-
даних додатних дiйсних чисел C1, C2 (C1 ≤ C2) натуральнi числа M та n пов’язанi
спiввiдношенням C12

nnd−1 ≤ M ≤ C22
nnd−1, то взявши до уваги оцiнку (5), для триго-

нометричного поперечника можна записати

d⊤M(BΩ
∞,θ, B∞,1) ≪ EQn(B

Ω
∞,θ)B∞,1 ≍ ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
).
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Очевидно, такi ж оцiнки зверху справедливi для колмогоровського та лiнiйного попе-
речникiв.

Що стосується оцiнок знизу вiдповiдних величин з (20), то з врахуванням спiввiд-
ношення ∥ · ∥B∞,1 ≥ ∥ · ∥B1,1 , вони є наслiдком теореми А.

Зауваження 2. У випадку, коли r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd
+, 0 < r1 < l, а Ω(t) =

∏d
j=1 t

r1
j

(тодi BΩ
∞,θ ≡ Br

p,θ — класи Нiкольського-Бєсова), теорема 1 доведена в [2].

На завершення наведемо твердження, що стосується одновимiрного випадку.

Теорема 4. Нехай d = 1, 1 ≤ θ ≤ ∞, а функцiя ω задовольняє умову (Sα) з деяким
α > 0 i умову (Sl). Тодi справедливi оцiнки

dM(Bω
∞,θ, B∞,1) ≍ λM(Bω

∞,θ, B∞,1) ≍ d⊤M(Bω
∞,θ, B∞,1) ≍ ω(M−1). (21)

Доведення. Оцiнки зверху в (21) випливають з теореми 2 при p = ∞, за умови, що
числа M,n ∈ N, пов’язанi спiввiдношенням 2n−1 ≤ M ≤ 2n. Вiдповiднi оцiнки знизу
є наслiдком теореми А при d = 1, достатньо лише знову взяти до уваги нерiвнiсть
∥ · ∥B∞,1 ≥ ∥ · ∥B1,1 .
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