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ЭНДОСПЕКТР ОТНОШЕНИЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ

O. O. Toichkina. The endotopism spectrum of an equivalence, Mat. Stud. 46 (2016), 3–12.
We study semigroups of endotopisms of six types for an arbitrary equivalence relation.

We calculate an endotopism spectrum of an equivalence relation on a finite set relative to its
endotopisms.

1. Введение. Изучению полугрупп эндоморфизмов алгебраических систем и их разли-
чных свойств посвящены работы многих авторов (см., напр. [1]–[4]). Одним из первых
результатов об эндоморфизмах бинарных отношений является теорема Л. М. Глуски-
на ([5]) об определяемости отношения квазипорядка соответствующей ему полугруп-
пой эндоморфизмов. Объектами дальнейших исследований в этом направлении были
различные классы отношений. В частности, Дж. Арауджо и Дж. Конечжны [6] пере-
несли упомянутый результат на плотные отношения. Л. Б. Шнеперман ([7]) установил,
что результат Глускина невозможно распространить на класс всех рефлексивных би-
нарных отношений, в то время как Б. В. Попов ([8]) выделил подкласс рефлексивных
отношений, для которого теорема Глускина выполняется. Обобщение полученных ре-
зультатов на определенные µ-арные отношения дало развитие понятию эндотопизма,
которое было введено Б. В. Поповым в [9].

Тесно связанным с понятием эндотопизма является предложенное А. Г. Куро-
шем ([10]) понятие соответствия универсальной алгебры. Как оказалось, полугруппа
эндотопизмов произвольного бинарного отношения, определенного на некотором мно-
жестве, является соответствием симметрической полугруппы на том же множестве.
В частности, полугруппа всех эндотопизмов произвольного отношения эквивалентно-
сти является соответствием полугруппы эндоморфизмов данной эквивалентности [11].
Эндотипы отношений эквивалентности относительно эндоморфизмов и эндотопизмов
были описаны в [12], [13]. Основным понятием, которое здесь изучается, является по-
нятие эндоспектра. В зависимости от условий, накладываемых на эндоморфизм сим-
метричного отношения, У. Кнауэр и М. Боттчер ([14]) выделили пять типов эндомор-
физмов, с помощью которых определили спектр данного отношения. В этой работе,
распространяя принятое в [14] определение спектра эндоморфизмов на случай эндо-
топизмов бинарного отношения, мы вычисляем эндоспектр произвольного отношения
эквивалентности на конечном множестве относительно его эндотопизмов.

2. Предварительные сведения. Пусть X — произвольное непустое множество, ρ —
бинарное отношение на X.
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Определение 1. Эндотопизмом отношения ρ называется такая упорядоченная пара
(φ, ψ) преобразований φ и ψ множества X, что при любых x, y ∈ X из условия (x, y) ∈ ρ
следует (xφ, yψ) ∈ ρ.

Множество всех эндотопизмов бинарного отношения ρ относительно операции по-
компонентного умножения образует полугруппу, которая называется полугруппой эн-
дотопизмов отношения ρ. Эту полугруппу будем обозначать через Et (ρ).

Определение 2. Эндотопизм (φ, ψ) отношения ρ ⊆ X × X называется полусильным
эндотопизмом, если из (xφ, yψ) ∈ ρ следует, что существуют такие x′ ∈ xφφ−1, y′ ∈
yψψ−1, что (x′, y′) ∈ ρ.

Множество всех полусильных эндотопизмов отношения ρ обозначим через HEt(ρ).

Определение 3. Эндотопизм (φ, ψ) отношения ρ ⊆ X ×X называется локально силь-
ным эндотопизмом, если из (xφ, yψ) ∈ ρ следует, что для каждого x′ ∈ xφφ−1 найдется
такой y′ ∈ yψψ−1, что (x′, y′) ∈ ρ, и аналогично для каждого прообраза y′ ∈ yψψ−1.

Обозначим множество всех локально сильных эндотопизмов отношения ρ как
LEt(ρ).

Определение 4. Квазисильным эндотопизмом называется такой эндотопизм (φ, ψ)
отношения ρ ⊆ X×X, что из условия (xφ, yψ) ∈ ρ следует существование прообраза x′ ∈
xφφ−1, который находится в отношении ρ с каждым прообразом из yψψ−1, и аналогично
для подходящего прообраза y′ ∈ yψψ−1.

Множество всех квазисильных эндотопизмов бинарного отношения ρ обозначим че-
рез QEt(ρ).

Определение 5. Эндотопизм (φ, ψ) отношения ρ ⊆ X ×X называется сильным эндо-
топизмом, если из (xφ, yψ) ∈ ρ следует, что (x, y) ∈ ρ при любых x, y ∈ X.

Множество всех сильных эндотопизмов отношения ρ относительно операции поком-
понентного умножения образует моноид, который будем обозначать как SEt (ρ).

Определение 6. Упорядоченная пара (φ, ψ) подстановок φ и ψ множества X называ-
ется автотопизмом отношения ρ ⊆ X ×X, если (x, y) ∈ ρ тогда и только тогда, когда
(xφ, yψ) ∈ ρ при любых x, y ∈ X.

Множество всех автотопизмов отношения ρ относительно операции покомпонентно-
го умножения образует группу, которую будем обозначать через At (ρ).

Для произвольного бинарного отношения ρ на множестве X имеет место цепочка
включений

Et(ρ) ⊇ HEt(ρ) ⊇ LEt(ρ) ⊇ QEt(ρ) ⊇ SEt(ρ) ⊇ At(ρ).

Заметим, что множества HEt(ρ), LEt(ρ) и QEt(ρ) в общем случае не являются полу-
группами. Понятно также, что если для эндотопизма (φ, ψ) отношения ρ выполняется
равенство φ = ψ, то получаем соответствующее понятие эндоморфизма ([5]).

Рассмотрим примеры эндотопизмов каждого типа для отношения эквивалентности
α = (A×A)∪(B×B), где A = {a, b}, B = {c, d}, заданного на множестве Y = {a, b, c, d}.
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Обозначим через Eq(X) множество всех эквивалентностей на X. Заметим, что для
любой эквивалентности α ∈ Eq(X) справедливо равенство QEt(α) = SEt(α) (см., на-
пример, [13]).

Пусть T (X) — симметрическая полугруппа на множестве X и α ∈ Eq(X). Через
X/α обозначается фактор-множество множества X по эквивалентности α, а через x —
класс эквивалентности, содержащий x ∈ X.

Лемма 1. ([13])

(i) Пара (τ, σ) преобразований множества X является эндотопизмом эквивалентности
α ∈ Eq(X) тогда и только тогда, когда для каждого класса A ∈ X/α существует
такой класс B ∈ X/α, что Aτ ⊆ B и Aσ ⊆ B.

(ii) Пара (τ, σ) подстановок множества X является автотопизмом эквивалентности
α ∈ Eq(X) тогда и только тогда, когда для каждого класса A ∈ X/α существует
такой класс B ∈ X/α, что Aτ = B и Aσ = B.

Заметим, что для каждого α ∈ Eq(X) преобразование τ : X → X индуцирует пре-
образование δτ : X/α→ X/α, определенное по правилу: aδτ = aτ для всех a ∈ X/α.

Лемма 2. ([13])

(i) Эндотопизм (τ, σ) отношения эквивалентности α ∈ Eq(X) является полусильным
эндотопизмом тогда и только тогда, когда для любого A ∈ (X/α)δτ имеет место
включение

(A ∩Xτ)× (A ∩Xσ) ⊆
∪

Y ∈Aδ−1
τ

(Y τ × Y σ).

(ii) Эндотопизм (τ, σ) отношения эквивалентности α ∈ Eq(X) является локально силь-
ным эндотопизмом тогда и только тогда, когда для любого A ∈ (X/α)δτ и для всех
B,C ∈ Aδ−1

τ выполняются равенства

Bτ = Cτ и Bσ = Cσ.

(iii) Эндотопизм (τ, σ) отношения эквивалентности α ∈ Eq(X) является сильным эндо-
топизмом тогда и только тогда, когда δτ является инъективным преобразованием.
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3. Эндоспектр отношений эквивалентности. Пусть X — конечное непустое мно-
жество, ρ — бинарное отношение на множестве X. Цепочке включений

Et(ρ) ⊇ HEt(ρ) ⊇ LEt(ρ) ⊇ QEt(ρ) ⊇ SEt(ρ) ⊇ At(ρ)

соответствует последовательность мощностей

(|Et(ρ)|, |HEt(ρ)|, |LEt(ρ)|, |QEt(ρ)|, |SEt(ρ)|, |At(ρ)|),

которую назовем эндоспектром бинарного отношения ρ относительно его эндотопизмов
и обозначим через Etspec(X, ρ).

Пусть α — отношение эквивалентности на множестве X, S(X) — симметрическая
группа на X. Через B(X/α) обозначим множество всех биекций η : X/α → X/α, таких
что |A| = |Aη| для каждого A ∈ X/α. Понятно, что B(X/α) является подгруппой
S(X/α).

Если τ : X → X — некоторое преобразование, то через im(τ) будем обозначать образ
множества X при преобразовании τ.

Пусть A ∈ im(δτ ) — такой класс, что |Aδ−1
τ | = 1 и Y ∈ Aδ−1

τ . Тогда Aδ−1
τ = {Y }.

Положим

min{|Y |, |A|} =

{
|Y |, если |Y | < |A|,
|A|, если |Y | ≥ |A|.

Обозначим элементы класса A через x1, x2, . . . , x|A|. Для любого i ∈
{1, 2, . . . ,min{|Y |, |A|}} положим

Y τ(i) =

{
τ ∈ T (X) | Y τ =

i∪
k=1

{xk}

}
.

Если i = 1, то Y τ = {x1} и |Y τ(1)| = 1. Через Cm
n обозначается число всех сочетаний без

повторений из n элементов по m.

Лемма 3. Пусть i ∈ {2, 3, . . . ,min{|Y |, |A|}}. Тогда

|Y τ(i)| = i|Y | −
i−1∑
k=1

Ck
i · |Y τ(k)|. (1)

Доказательство. Докажем утверждение индукцией по i. Если i = 2, то Y τ = {x1, x2}
для любого τ ∈ Y τ(2). Число |Y τ(2)| найдем как разность числа всех преобразований
τ ∈ T (X), таких что Y τ ⊆ {x1, x2}, и числа всех таких преобразований τ ∈ T (X), что
Y τ = {xj}, где j ∈ {1, 2}, т. е. |Y τ(2)| = 2|Y | − 2 = 2|Y | −C1

2 |Y τ(1)| и равенство (1) леммы
выполняется.

Допустим, что равенство (1) имеет место для всех натуральных l, таких что 3 ≤ l < i,
т. е.

|Y τ(l)| = l|Y | −
l−1∑
k=1

Ck
l · |Y τ(l−k)|.

Покажем, что (1) справедливо и для i. Представим число i|Y | преобразований множе-
ства X, таких что Y τ ⊆

∪i
k=1{xk}, в виде суммы слагаемых Sm, где Sm (1 ≤ m ≤ i)
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определяет число всех таких преобразований τ ∈ T (X), что 1 ≤ |Y τ | ≤ i. Из множе-
ства элементов

∪i
k=1{xk} можно составить Cm

i , 1 ≤ m ≤ i, m-элементных подмножеств,
для каждого из которых существует |Y τ(m)| преобразований множества X, таких что
Y τ ⊆

∪i
k=1{xk} и |Y τ | = m. Поскольку, согласно индукционному допущению, равенство

(1) выполняется для всех l ≤ i− 1, то

i|Y | = C1
i |Y τ(1)|+ C2

i |Y τ(2)|+ . . .+ Ci−1
i |Y τ(i−1)|+ Ci

i |Y τ(i)| =
i−1∑
k=1

Ck
i |Y τ(k)|+ |Y τ(i)|,

откуда |Y τ(i)| = i|Y | −
∑i−1

k=1C
k
i |Y τ(k)|.

Пусть теперь A ∈ im(δτ ) такое, что |Aδ−1
τ | > 1. Обозначим через MA класс наи-

меньшей мощности из семейства Aδ−1
τ ∪ {A}. Заметим, что если |A| ≤ |Y | для любого

Y ∈ Aδ−1
τ , то |Y τ | ≤ |A|.

Обозначим через PA
i , где 1 ≤ i ≤ |MA|, множество таких преобразований τ ∈ T (X),

что |Y τ | = i для любого Y ∈ Aδ−1
τ . Тогда, учитывая мощности |Y τ(i)|, определенные

выше, получим

Лемма 4. Пусть i ∈ {1, 2, . . . , |MA|}. Тогда

|PA
i | = Ci

|A| ·
∏

Y ∈Aδ−1
τ

|Y τ(i)|. (2)

Доказательство. Докажем лемму индукцией по i. База индукции при i = 1, очевид-
но, выполняется: |PA

1 | = |A| = C1
|A| ·

∏
Y ∈Aδ−1

τ
|Y τ(1)|. Предположим, что равенство (2)

справедливо для всех натуральных l таких, что 2 ≤ l < i, т. е.

|PA
l | = C l

|A| ·
∏

Y ∈Aδ−1
τ

|Y τ(l)|.

Покажем, что равенство (2) имеет место и для i. Из множества A можно выбрать
Ci

|A| i-элементных подмножеств, по одному представителю из которых обозначим через
Ki, где 1 ≤ i ≤ |MA|. Тогда существует |Y τ(i)| таких преобразований τ ∈ T (X), что
Y τ = Ki для любого Y ∈ Aδ−1

τ . Поскольку |Aδ−1
τ | > 1 и, согласно лемме 2 (ii), Bτ = Cτ

для всех B,C ∈ Aδ−1
τ , то существует

∏
Y ∈Aδ−1

τ
|Y τ(i)| таких преобразований τ ∈ T (X),

что Y τ = Ki для любого Y ∈ Aδ−1
τ и, как результат, имеем Ci

|A| ·
∏

Y ∈Aδ−1
τ

|Y τ(i)| всех
преобразований τ ∈ T (X), таких что |Y τ | = i для любого Y ∈ Aδ−1

τ .

Таким образом, имеет место

Теорема 1. Для любой эквивалентности α на конечном множестве X справедливы
следующие утверждения:

(i) |Et(α)| =
∑

δ∈T (X/α)(
∏

A∈X/α |Aδ||A|)2;

(ii) |LEt(α)| =
∑

δ∈T (X/α)(
∏

A∈(X/α)δ

∑|MA|
i=1 |PA

i |)2;

(iii) |SEt(α)| =
∑

δ∈S(X/α)(
∏

A∈X/α |Aδ||A|)2;

(iv) |QEt(α)| = |SEt(α)|;
(v) |At(α)| = |B(X/α)| · (

∏
A∈X/α |A|!)2.
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Доказательство. (i) Пусть δ — произвольное преобразование фактор-множества X/α.
Положим Etδ(α) = {(φ, ψ) ∈ Et(α) | Aφ ⊆ Aδ ∀A ∈ X/α}. Согласно лемме 1,(i),

|Etδ(α)| =

( ∏
A∈X/α

|Map(A,Aδ)|

)2

=

( ∏
A∈X/α

|Aδ||A|

)2

,

где Map(A,Aδ) — множество всех отображений из класса A в класс Aδ. Поскольку
δ ∈ T (X/α) — произвольное, то |Et(α)| =

∑
δ∈T (X/α)(

∏
A∈X/α |Aδ||A|)2.

(ii) Пусть δ ∈ T (X/α), A ∈ im(δ) — некоторый класс, (φ, ψ) ∈ LEt(α), MA — класс,
определенный выше. Как следует из леммы 4, число всех преобразований φ ∈ T (X/α),

таких что |Y φ| ≤ |MA| для любого Y ∈ Aδ−1, равно
∑|MA|

i=1 |PA
i |.

Обозначим через LEtδ(α) = {(φ, ψ) ∈ LEt(α) | Aφ ⊆ Aδ ∀A ∈ X/α}. Тогда

|LEtδ(α)| =

( ∏
A∈(X/α)δ

|MA|∑
i=1

|PA
i |

)2

.

Наконец,

|LEt(α)| =
∑

δ∈T (X/α)

|LEtδ(α)| =
∑

δ∈T (X/α)

( ∏
A∈(X/α)δ

|MA|∑
i=1

|PA
i |

)2

.

(iii) Пусть δ — произвольное биективное преобразование фактор-множества X/α. Обо-
значим через SEtδ(α) = {(φ, ψ) ∈ SEt(α) | Aφ ⊆ Aδ ∀A ∈ X/α}. Аналогично доказа-
тельству (i) этой теоремы,

|SEtδ(α)| =

( ∏
A∈X/α

|Map(A,Aδ)|

)2

=

( ∏
A∈X/α

|Aδ||A|

)2

.

Так как преобразование δ ∈ S(X/α) — произвольное, то

|SEt(α)| =
∑

δ∈S(X/α)

( ∏
A∈X/α

|Aδ||A|

)2

.

(iv) Доказательство следует из равенства QEt(α) = SEt(α) (см. п. 2).
(v) Пусть δ ∈ B(X/α). Аналогично пп. (i)-(iii) положим

Atδ(α) = {(φ, ψ) ∈ At(α) | Aφ = Aδ ∀A ∈ X/α}.

Тогда, согласно лемме 1, (ii),

|Atδ(α)| =

( ∏
A∈X/α

|Mapb(A,Aδ)|

)2

=

( ∏
A∈X/α

|A|!

)2

,

где Mapb(A,Aδ) — множество всех биекций из класса A в класс Aδ. Наконец, |At(α)| =
|B(X/α)| · (

∏
A∈X/α |A|!)2.
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Если φ : X → X — некоторое преобразование и A ⊆ X, то через φ|A будем обозначать
ограничение преобразования φ на подмножество A.

Пример. Вычислим эндоспектр отношения эквивалентности α = A2 ∪ B2, где A =
{a, b}, B = {c, d, e}, определенного на множестве X = {a, b, c, d, e}, относительно его
эндотопизмов. Положим

φ1 =

(
A B
A A

)
, φ2 =

(
A B
A B

)
, φ3 =

(
A B
B A

)
, φ4 =

(
A B
B B

)
.

1. Ясно, что T (X/α) = {φ1, φ2, φ3, φ4}. Тогда

|Et(α)| =
∑

δ∈T (X/α)

( ∏
Y ∈{A,B}

|Y δ||Y |

)2

=

= (|Aφ1||A| · |Bφ1||B|)2 + (|Aφ2||A| · |Bφ2||B|)2 + (|Aφ3||A| · |Bφ3||B|)2+

+(|Aφ4||A| · |Bφ4||B|)2 = (|A||A| · |A||B|)2 + (|A||A| · |B||B|)2 + (|B||A| · |A||B|)2+

+(|B||A| · |B||B|)2 = (22 · 23)2 + (22 · 33)2 + (32 · 23)2 + (32 · 33)2 =
= 1024 + 11664 + 5184 + 59049 = 76921.

2. Найдем |HEt(α)| как разность чисел |Et(α)| и |D|, где D = {(φ, ψ) ∈ Et(α)|(φ, ψ) /∈
HEt(α)}.

Понятно, если δ ∈ {φ2, φ3}, то Aδ ̸= Bδ и (φ, ψ) /∈ D, поэтому рассмотрим только
такие (φ, ψ) ∈ Et(α), что Aδ = Bδ.

а) пусть δ = φ1 и (a, a) ∈ im(φ|A) × im(ψ|B). Тогда (φ, ψ) ∈ D, если a /∈ im(φ|B) и
a /∈ im(ψ|A). Таких пар будет

(|Aδ||A| − 1) · (|Bδ||B| − 1) = (|A||A| − 1)(|A||B| − 1) = 21.

Случаи (a, b), (b, a), (b, b) ∈ im(φ|A) × im(ψ|B) рассматриваются аналогично. Число со-
ответствующих эндотопизмов каждый раз рассчитывается по формуле (|Aδ||A| − 1) ·
(|Bδ||B| − 1) и равно 21.

б) пусть δ = φ1 и (a, a) ∈ im(φ|B) × im(ψ|A). Тогда (φ, ψ) ∈ D, если a /∈ im(φ|A) и
a /∈ im(ψ|B). Таких пар, учитывая а), будет

(|Bδ||B| − 1) · (|Aδ||A| − 1)− 1 = (|A||B| − 1)(|A||A| − 1)− 1 = 20.

Здесь мы вычли пару ((
a b c d e
b b a a a

)
,

(
a b c d e
a a b b b

))
.

Для подсчета |D| при рассмотрении случаев (a, b), (b, a), (b, b) ∈ im(φ|B) × im(ψ|A)
используем формулу (|Bδ||B| − 1) · (|Aδ||A| − 1)− 1. Каждый раз вычитаем учтенный в
а) эндотопизм. Например, в случае (a, b) ∈ im(φ|B)× im(ψ|A) вычитаем((

a b c d e
b b a a a

)
,

(
a b c d e
b b a a a

))
∈ D.



10 Е. А. ТОИЧКИНА

в) пусть δ = φ4 и (c, c) ∈ im(φ|A) × im(ψ|B). Тогда (φ, ψ) ∈ D, если c /∈ im(φ|B) и
c /∈ im(ψ|A). Число таких пар составит

(|Aδ||A| − (|Aδ| − 1)|A|)(|Bδ| − 1)|B|(|Aδ| − 1)|A|(|Bδ||B| − (|Bδ| − 1)|B|) =

= (|B||A| − (|B| − 1)|A|)(|B| − 1)|B|(|B| − 1)|A|(|B||B| − (|B| − 1)|B|) =

= (32 − 22)2322(33 − 23) = 5 · 8 · 4 · 19 = 3040.

г) пусть δ = φ4 и (c, d) ∈ im(φ|A) × im(ψ|B). Тогда (φ, ψ) ∈ D, если c /∈ im(φ|B) и
d /∈ im(ψ|A). Подсчитывая |D| для этого случая, из максимально возможных 3040 эн-
дотопизмов вычтем эндотопизмы, учтенные в случае в). Ими будут пары, в которых
первыми компонентами являются все первые компоненты, указанные в случае в), а
вторыми — следующие преобразования:(

a b c d e
e e d d c

)
,

(
a b c d e
e e d c d

)
,

(
a b c d e
e e d c c

)
,

(
a b c d e
e e c d d

)
,(

a b c d e
e e c d c

)
,

(
a b c d e
e e c c d

)
,

(
a b c d e
e e e d c

)
,

(
a b c d e
e e d c e

)
,(

a b c d e
e e c e d

)
,

(
a b c d e
e e c d e

)
,

(
a b c d e
e e d e c

)
,

(
a b c d e
e e e c d

)
.

В результате получим 3040−5·8·12 = 2560 эндотопизмов. Аналогично рассматриваются
все возможные случаи для каждой пары из B2. В конечном итоге получим |D| = 33704
и |HEt(α)| = 43217.

3. В этом случае имеем:

|LEt(α)| =
∑

δ∈{φ1,φ2,φ3,φ4}

( ∏
Y ∈im(δ)

(|MY |∑
i=1

Ci
|Y |

∏
Y ′∈Y δ−1

(i|Y
′| − Ci−1

i ·

·((i− 1)|Y
′| − (i− 1))− i)

))2

=

( |A|∑
i=1

Ci
|A|(i

|A| − Ci−1
i ((i− 1)|A| − (i− 1))− i)·

·(i|B| − Ci−1
i ((i− 1)|B| − (i− 1))− i)

)2

+

(( |A|∑
i=1

Ci
|A|

(
i|A| − Ci−1

i ((i− 1)|A|−

−(i− 1))− i

))
·

( |B|∑
i=1

Ci
|B|(i

|B| − Ci−1
i ((i− 1)|B| − (i− 1))− i)

))2

+

+

(( |A|∑
i=1

Ci
|A|(i

|B| − Ci−1
i ((i− 1)|B| − (i− 1))− i)

)
·

·

( |A|∑
i=1

Ci
|B|(i

|A| − Ci−1
i ((i− 1)|A| − (i− 1))− i))

)2

+

+

( |A|∑
i=1

Ci
|B|(i

|A| − Ci−1
i ((i− 1)|A| − (i− 1))− i)·

·(i|B| − Ci−1
i ((i− 1)|B| − (i− 1))− i)

)2

= (2 + C2
2(2

2 − C1
2 (1

2 − 1)− 2)·
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·(23 − C1
2(1

3 − 1)− 2))2 + ((2 + C2
2(2

2 − C1
2(1

2 − 1)− 2))·
·(3 + C2

3(2
3 − C1

2(1
3 − 1)− 2) + C3

3(3
3 − C2

3(2
3 − 2)− 3)))2+

+((2 + C2
2 (2

3 − C1
2(1

3 − 1)− 2)) · (3 + C2
3(2

2 − C1
2(1

2 − 1)− 2)))2+

+(3 + C2
3 (2

2 − C1
2(1

2 − 1)− 2) · (23 − C1
2(1

3 − 1)− 2))2 =

= 196 + 11664 + 5184 + 1521 = 18565.

4. Понятно, что S(X/α) = {φ2, φ3}. Тогда

|QEt(α)| = |SEt(α)| =
∑

δ∈S(X/α)

( ∏
Y ∈{A,B}

|Y δ||Y |

)2

=

= (|Aφ2||A| · |Bφ2||B|)2 + (|Aφ3||A| · |Bφ3||B|)2 = (|A||A| · |B||B|)2 + (|B||A| · |A||B|)2 =

= (22 · 33)2 + (32 · 23)2 = 11664 + 5184 = 16848.

5. Группа B(X/α) одноэлементная, поэтому

|At(α)| =

( ∏
Y ∈{A,B}

|Y |!

)2

= (|A|! · |B|!)2 = (2! · 3!)2 = 144.

Таким образом, Etspec(X,α) = (76921, 43217, 18565, 16848, 16848, 144).
Заметим, что вопрос вычисления |HEt(α)| для произвольной эквивалентности α на

конечном множестве остаётся открытым.
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