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The paper is devoted to investigation of nonlocal boundary value problem for a differential-
operator equation with the nonlinear right part and with the operator B = (B1, . . . , Bp), where
Bj ≡ zj

∂
∂zj

, j = 1, . . . , p, — operators of the generalized differentiation on complex variable
zj . This problem is incorrect in the Hadamard sense and its sobvability related to the small
denominators. By using of the Nash-Mozer iteration scheme the conditions of the sobvability
of the problem in the scale of spaces of functions of several complex variables are established.

1. Вступ. Дослiдження нелокальних крайових задач для рiзних типiв диференцiаль-
них рiвнянь i систем рiвнянь з частинними похiдними та встановлення умов коректної
їх розв’язностi є одним iз важливих напрямiв розвитку сучасної теорiї диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними ([1, 2]). В основному цi задачi пов’язанi з проблемою
малих знаменникiв i є некоректними щодо своїх параметрiв, а їх коректнiсть забез-
печується вибором областi розгляду та накладанням додаткових умов на коефiцiєнти
рiвнянь та параметри нелокальних умов ([3, 4]).

У данiй статтi дослiджується нелокальна крайова задача для диференцiально-опера-
торного рiвняння з нелiнiйною правою частиною та оператором диференцiювання B =
(B1, . . . , Bp), де Bj ≡ zj

∂
∂zj

, j ∈ {1, . . . , p}, який дiє на функцiї вiд просторових змiнних
(z1, . . . , zp) ∈ Cp. Доведення теорем побудованi за схемою iтерацiй Неша-Мозера ([5, 6]).
Тут виникають двi основнi трудностi: доведення оборотностi лiнеаризованих операторiв,
якi отримуємо на кожному кроцi iтерацiй, а також поява при цьому проблеми малих
знаменникiв. Оборотнiсть лiнеаризованих операторiв отримано методом зi статтi ([7]),
а проблема малих знаменникiв вирiшується за допомогою метричного пiдходу.

2. Основнi позначення та постановка задачi. Нехай S однозв’язна область з про-
колотої у нулi комплексної площини C \ {0}, а Dp := [0, T ]×Sp — цилiндрична область,
де T > 0, p ≥ 2. В областi Dp розглянемо задачу з нелокальними умовами для ди-
ференцiально-операторного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами та нелiнiйною правою
частиною

Lu ≡ L
( ∂

∂t
,
∂

∂z

)
u ≡

∑
|ŝ|≤n

aŝB
s∂

s0u

∂ts0
= εf(u), (1)
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Mmu ≡ µ
∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=T

= 0, m ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, (2)

де ŝ = (s0, s), s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp
+, |s| = s1 + . . . + sp, as0,s — комплекснi коефiцiєнти

(an,0 = 1), ε— комплексний параметр, u— шукана функцiя. Bs = Bs1
1 . . . B

sp
p , де B

sj
j —

степенi оператора Bj, зокрема, B0
ju ≡ u, Bl

ju = Bj(B
l−1
j u), j ∈ {1, . . . , p}, l ∈ {1, . . . , n}.

Компоненти оператора B = (B1, . . . , Bp) є операторами узагальненого диференцiювання
Bj ≡ zj

∂
∂zj

, j ∈ {1, . . . , p}, i Bj(z
k) = kjz

k.
Розглянемо задачу на власнi значення для оператора, породженого диференцiаль-

ним виразом L( ∂
∂t
, ∂
∂z
) i крайовими умовами (2)

L
( ∂

∂t
,
∂

∂z

)
u = λu, Mmu = 0, m ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. (3)

Власними значеннями задачi (3), (2) є числа λm,k = L(τ(m), k), τ(m) = lnµ
T

+ i 2πm
T

,
(m, k) ∈ Zp+1, якi утворюють точковий спектр σp оператора L. Власними функцiями,
що вiдповiдають власному значенню λm,k, є функцiї φm∗,k∗ = eτ(m

∗)tzk
∗ , (m, k) ∈ Rm,k, де

Rm,k — множина розв’язкiв у цiлих числах m∗, k∗ = (k∗
1, . . . , k

∗
p) рiвняння L(τ(m∗), k∗) =

L(τ(m), k) [1].
Для задачi (1), (2) розглянемо простори

Hq =
{
u(t, z) =

∑
(m,k)∈Zp+1

um,k eτ(m)t zk : ∥u∥2q :=
∑

(m,k)∈Zp+1

|um,k|2(1 +m2 + |k|2)q < +∞
}
,

де q ∈ R, |k|2 = |k1|2 + . . .+ |kp|2.
Розв’язок задачi (1), (2) будемо шукати, використовуючи схему iтерацiй Неша-Мо-

зера ([5, 6, 7]). Для кожного N ∈N розiб’ємо простiр Hq наступним чином:

Hq = W(N) ⊕W(N)⊥, W(N) =
{
u ∈ Hq : u =

∑
1+m2+|k|2≤N2

um,k eτ(m)t zk
}
,

W(N)⊥ =
{
u ∈ Hq : u =

∑
1+m2+|k|2>N2

um,k eτ(m)t zk
}
.

Позначимо через PN : Hq → W(N) i P⊥
N : Hq → W(N)⊥, N ∈ N, оператори проекту-

вання у просторi Hq на W(N) i W(N)⊥ вiдповiдно, якi для довiльної u ∈ Hq визначаються
наступними формулами

PN u =
∑

1+m2+|k|2≤N2

um,k eτ(m)t zk, P⊥
N u =

∑
1+m2+|k|2>N2

um,k eτ(m)t zk. (4)

Використовуючи введенi позначення, отримаємо, що W(N) = PNHq i W(N)⊥ = P⊥
NHq.

З означень простору Hq i проектора PN випливає, що для будь-яких N ∈ N, q ∈ R i
r ∈ R виконуються нерiвностi

∥PNu∥q+r ≤ N r∥u∥q для кожної u ∈ Hq, (5)
∥P⊥

Nu∥q ≤ N−r∥u∥q+r для кожної u ∈ Hq+r. (6)

Iснування розв’язку задачi (1), (2) базується на наступних властивостях (P1)–(P4)
коефiцiєнтiв рiвняння aŝ та функцiї f : Hd → Hd, яка, за припущенням, вiдображає
простiр Hd в себе для деякого d > (p+ 1)/2.



172 В. С. IЛЬКIВ, Н. I. СТРАП

Нехай числа l ≥ d+2, c0 > 0, c1 > 0 i c2 > 0 такi, що виконуються умови (P1)–(P4),
що наведенi у роботi [6]. Першi три властивостi характеризують поведiнку функцiї f у
кулi K1 = {u ∈ Hd : ∥u∥d ≤ 1} простору Hd.

(P1) f ∈ C2(Hd;Hd), зокрема f , Duf , D2
uf обмеженi на K1.

(P2) Для будь-якого d ≤ d′ < l та функцiї u ∈ Hd′ виконується нерiвнiсть
∥f(u)∥d′ ≤ c0(1 + ∥u∥d′), тобто c0 = sup

{
sup

{
∥f(u)∥d′
1+∥u∥d′

: u ∈ Hd′

}
: d′

}
< ∞.

(P3) Для будь-якого d ≤ d′ ≤ l− 2 та функцiй u i h з простору Hd′ виконується
оцiнка

∥f(u+ h)− f(u)−Duf(u)h∥d′ ≤ c2(∥u∥d′∥h∥2d + ∥h∥d∥h∥d′),

тобто, c2 = sup
{
sup

{
∥f(u+h)−f(u)−Duf(u)h∥d′

∥u∥d′∥h∥2d+∥h∥d∥h∥d′
: {u, h} ⊂ Hd′

}
: d′

}
< ∞.

З властивостi (P3) випливає, що

∥f(u+ h)− f(u)−Duf(u)h∥d ≤ 2c2∥h∥2d.

Для формулювання властивостi (P4) введемо наступнi позначення. Нехай коефi-
цiєнти рiвняння (1) належать кругу OA = {z ∈ C : |z| < A} радiуса A > 0.

Позначимо вектори ε⃗ = (Re ε, Im ε) i a⃗ = (Re aŝ(j), Im aŝ(j))j∈{0,1,...,p} для
ŝ(j) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

j

, n, 0, . . . , 0) i вважаємо, що a0,...,0︸︷︷︸
j

,n,0,...,0 = θ2j+1 + i θ2j+2, де θ2j+1 i θ2j+2 —

дiйснi числа. Тодi вектор a⃗ ∈ Op+1
A можна записати у виглядi: a⃗ = (θ1, . . . , θ2p+2).

Введемо послiдовнiсть натуральних чисел Nq, q ∈ {0, 1, . . . }, за формулою Nq = N2q

0

з великим N0 ≥ 2 i зауважимо, що Nq+k = N2k
q , де k ∈ N.

Оператор L розглядатимемо за умови p ≥ 2n на множинi параметрiв a⃗ ∈ Op+1
A , всi

iншi aŝ вважатимемо фiксованими. Для η > p+1−2n
4

i γ > 0 побудуємо послiдовнiсть
множин A0, A1, . . . , де Aq — множина тих коефiцiєнтiв a⃗ рiвняння (1), для яких вико-
нується оцiнка

|L(τ(m), k)| ≥ γ(1 +m2 + |k|2)−η при 1 +m2 + |k|2 ≤ N2
q , q ∈ {0, 1, . . . }. (7)

За визначенням множин Aq очевидними є такi вкладення
. . .⊆Aq⊆Aq−1⊆ . . .⊆A1⊆A0⊂Op+1

A .

Позначимо c1 = sup
h∈K1

∥Duf(u)[h]∥d. Введемо вiдповiднi до множин Aq множини Aq

формулою Aq = Oε0 × Aq, q ≥ 0, де

ε0 = min

{
3γ

16c3
,

γ

2c3N
2η
0

}
, (8)

c3 = max{c0, c1, 2c2} i, зокрема, . . . ⊆ Aq ⊆ Aq−1 ⊆ . . . ⊆ A1 ⊆ A0 ⊂ Oε0 ×Op+1
A .

Нижче для доповнення деякої множини C в Op+1
A використовуватимемо позначення C.

Для довiльних u ∈ W(N), h ∈ W(N), N ∈ N, та параметра ε ∈ C \ {0} позначимо

LN [h] ≡ LN(ε⃗, a⃗, u)[h] = Lh− εPNDuf(u)h,

де L— лiва частина рiвняння (1), проектор PN задає формула (4).
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Наступна властивiсть (P4) є властивiстю неперервностi оператора, оберненого до
лiнiйного оператора LNq(ε⃗, a⃗, u) : W

(Nq)→W(Nq).
(P4) Нехай для u ∈ W(Nq) ∩K1 iснує таке d > d+ 2η, що Duf ∈ C1(Hd;Hd

)

i для будь-яких h ∈ W(Nq), d ≤ d ≤ d− 2η, γ > 0, що для всiх векторiв
(ε⃗, a⃗) ∈ Aq оператор LNq(ε⃗, a⃗, u) : W

(Nq)→W(Nq) є оборотним i

∥L−1
Nq
(ε, a⃗, u)[h]∥d ≤

2

γ
N2η

q ∥h∥d. (9)

Доведення властивостi (P4). Для довiльного q ≥ 0 подамо оператор LNq у виглядi
LNq = D − Tq, де D — дiагональний оператор, D = L, а Tq = εPNqDuf , i факторизуємо

LNq = |D|
1
2U|D|

1
2 − Tq = |D|

1
2 (U −R1)|D|

1
2 = |D|

1
2U(I − U−1R1)|D|

1
2 ,

причому U = |D|− 1
2D|D|− 1

2 i R1 = |D|− 1
2Tq|D|− 1

2 .
Оператори D i |D|α, α ≥ 0, визначенi i дiють у шкалi просторiв {Hq}q∈R, зокрема,

якщо h =
∑

(m,k)∈Zp+1 hm,kφm,k, то

Dh =
∑

(m,k)∈Zp+1

λm,k hm,k φm,k, |D|αh =
∑

(m,k)∈Zp+1

|λm,k|α hm,k φm,k.

Для α < 0 оператори |D|α iснують за умови λm,k ̸= 0 для всiх (m, k) ∈ Zp+1. Оператори
D i |D|α, α ∈ R, у просторi W(Nq) представленi дiагональними матрицями, мають власнi
значення λm,k i |λm,k|α, вiдповiдно, i власнi функцiї φm,k = eτ(m)tzk при 1+m2+|k|2 ≤ N2

q .

Лема 1. Для всiх векторiв a⃗ ∈ Aq оператор |D| є оборотним i для довiльних d ∈ R та
h ∈ W(Nq) виконується оцiнка∥∥|D|−

1
2h

∥∥
d
≤ 1

√
γ
∥h∥d+η, η >

p+ 1− 2n

4
.

Доведення цiєї леми буде наведено далi.
Розглянемо оператор, обернений до оператора LNq :

L−1
Nq

= |D|−
1
2 (I − U−1R1)

−1U−1|D|−
1
2 = |D|−

1
2 (I −R)−1U−1|D|−

1
2 ,

де R = U−1R1 i (I −R)−1 = I +
∞∑
p=1

Rp за умови збiжностi ряду.

Норми операторiв U та R1 у просторi Hd для всiх d ≤ d ≤ d − 2η характеризують
леми 2 та 3, якi будуть доведенi у пунктi 4.

Лема 2. Нехай точковий спектр оператора L не мiстить нуля, тобто 0 /∈ σp. Тодi для
будь-якого d ∈ R оператор U є iзометричним у просторi Hd.

Лема 3. Для оператора R1 : W
(Nq) → W(Nq) для всiх d ≤ d ≤ d − 2η i u ∈ W(Nq)

справджується оцiнка

∥R1h∥d ≤ c1
|ε|
γ
∥h∥d.

Зауваження. За властивiстю (P1) величина c1 < ∞ i є для функцiї f сталою Лiпшиця.
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З формули R = U−1R1 i лем 1 та 2 для всiх d ≤ d ≤ d− 2η отримаємо нерiвнiсть

∥Rh∥d = ∥U−1R1h∥d = ∥R1h∥d ≤ c1
|ε|
γ
∥h∥d.

Запишемо оцiнку ∥(I −R)−1h∥d ≤ ∥h∥d +
∑

r∈N ∥Rrh∥d, де

∥Rrh∥d = ∥R(Rr−1)h∥d ≤ c1
|ε|
γ
∥Rr−1h∥d ≤

(
c1
|ε|
γ

)r

∥h∥d,

з якої, за умови (8), маємо

∥(I −R)−1h∥d ≤ ∥h∥d
∞∑
r=0

(c1|ε|
γ

)r

< ∥h∥d
∞∑
r=0

(c1ε0
γ

)r

=

= ∥h∥d
(
1− c1ε0

γ

)−1

=
γ

γ − c1ε0
∥h∥d.

Повертаючись до оцiнки норми оператора L−1
Nq

, виводимо, що для d ≤ d ≤ d− 2η та
векторiв (ε⃗, a⃗) ∈ Aq справджуються оцiнки

∥L−1
Nq
h∥d ≤

1
√
γ

γ

γ − c1ε0

∥∥|D|−
1
2h

∥∥
d+η

≤ 1

γ

γ

γ − c1ε0
∥h∥d+2η ≤

≤
N2η

q

γ − c1ε0
∥h∥d =

N2η
q

γ
2
− c1ε0 +

γ
2

∥h∥d ≤
2

γ
N2η

q ∥h∥d.

Отже, властивiсть (P4) доведено.

З властивостi (P4) випливає, що нерiвнiсть (9) виконується для векторiв (ε⃗, a⃗) ∈ Aq.
Для довiльного γ > 0 послiдовнiсть вкладених множин {Aq}q∈{0,1,... } збiжна до множини
A∞ = A∞(γ) = lim

q→∞
Aq. Саме на цiй множинi iснує розв’язок задачi (1), (2).

3. Встановлення умов розв’язностi задачi (1), (2). Рекурентно задамо послiдов-
нiсть функцiй {uq}q≥0, uq ∈ W(Nq), визначених на множинах Aq, яка збiгатиметься до
розв’язку u ∈ Hd задачi (1), (2) для всiх векторiв (ε⃗, a⃗) ∈ A∞. Метою побудови є також
показати, що множина параметрiв A∞, для яких iснує розв’язок задачi (1), (2), є досить
великою у множинi Oε0 ×Op+1

A та знайти оцiнку знизу її мiри.

Теорема 1. Нехай виконуються властивостi (P1)— (P4), β = 12η, η > 1
4
(p+1−2n). Тодi

iснує послiдовнiсть функцiй {uq}q≥0, в якiй uq =
∑q

i=0 hi ∈ W(Nq) є розв’язком рiвняння
Luq − εPNqf(uq) = 0, (PNq)

який визначений для всiх векторiв (ε⃗, a⃗) ∈ Aq, i має властивостi Bq ≤ B0N
2η
q+1, q ∈ N,

∥hi∥d ≤ 4c3B0
|ε|
γ
N−2η

i , 1 ≤ i ≤ q, де Bq = 1 + ∥uq∥d+β для q ≥ 0, зокрема, B0 ≤ 1 +
|ε|
γ
2c0N

14η
0 .

Доведення. Використаємо метод математичної iндукцiї. За умови (ε⃗, a⃗) ∈ A0 знайдемо
розв’язок рiвняння

Lu−εPN0f(u) = 0. (PN0)
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Для довiльного w =
∑

1+m2+|k|2≤N2
0
wm,kφm,k iснує L−1 : W(N0) → W(N0), зокрема,

L−1w =
∑

1+m2+|k|2≤N2
0

λ−1
m,k wm,k φm,k =

∑
1+m2+|k|2≤N2

0

wm,k φm,k

L(τ(m), k)
,

тому, з оцiнки (7) випливає нерiвнiсть

∥∥L−1w
∥∥2

d
=

∑
1+m2+|k|2≤N2

0

(1 +m2 + |k|2)d |wm,k|2

|L(τ(m), k)|2
≤

≤
∑

1+m2+|k|2≤N2
0

1

γ2
(1 +m2 + |k|2)d+2η|wm,k|2 =

1

γ2
∥w∥2d+2η.

Тодi, ∥∥L−1w
∥∥
d
≤ 1

γ
∥w∥d+2η ≤

1

γ
N2η

0 ∥w∥d. (10)

Рiвняння (PN0) зводимо до вигляду u=εL−1PN0f(u). Позначимо H0(u)=εL−1PN0f(u)
значення оператора H0 : W(N0)→W(N0) на елементi u∈W(N0), тодi знаходження розв’яз-
ку рiвняння (PN0) зводиться до вiдшукання нерухомої точки u ∈ W(N0) оператора H0.

Покажемо, що для кожного вектора (ε⃗, a⃗) ∈ A0 оператор H0 є стиском у кулi
G0 = {u ∈ W(N0) : ∥u∥d ≤ ρ0 =

|ε|
γ
2c0N

2η
0 }.

З нерiвностi (10), властивостi (P2) та формули (8), випливає оцiнка

∥H0(u)∥d ≤
|ε|
γ
N2η

0 ∥f(u)∥d ≤
|ε|
γ
N2η

0 c0(1 + ∥u∥d) ≤
|ε|
γ
N2η

0 c0(1 + ρ0) =

=
ρ0
2

+
|ε|
γ
N2η

0 c0ρ0 ≤
ρ0
2

+
ε0
γ
N2η

0 c0ρ0 ≤ ρ0,

тобто H0(G0) ⊂ G0. Для довiльних u, u′ ∈ G0 виконується рiвнiсть

H0(u)−H0(u′) = εL−1PN0(f(u)− f(u′)).

Тодi, використовуючи нерiвнiсть (10), запишемо оцiнку

∥H0(u)−H0(u′)∥d ≤
|ε|
γ
N2η

0 ∥f(u)− f(u′)∥d ≤ c1
|ε|
γ
N2η

0 ∥u− u′∥d ≤ c1
ε0
γ
N2η

0 ∥u− u′∥d.

З умови (8) випливає, що вiдображення H0 : W(N0) → W(N0) є стиском у кулi G0. Тобто,
u = u0 ∈ G0 ⊂ W(N0) є єдиним розв’язком рiвняння (PN0) i B0 ≤ 1+Nβ

0 ρ0 = 1+ |ε|
γ
2c0N

14η
0 .

Нульовий крок iндукцiї зроблено.
Далi за iндукцiєю будуємо елементи послiдовностi {uq}q>0, для оцiнки норми яких

у просторi Hd+β використовуємо лему 4, доведення якої наведемо у наступному пунктi.

Лема 4. Для елементiв послiдовностi {uq}q≥0 виконується нерiвнiсть

Bq+1 ≤ (1 +N2η
q+1)Bq. (11)
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З нерiвностi (11) за iндукцiєю отримаємо, що

Bq ≤ B0

q∏
i=1

(1 +N2η
i ) = B0

q∏
i=1

(
1 +

(
N2i

0

)2η)
.

Оскiльки 1 +
(
N2i

0

)2η ≤ (
N2i+2−i

0

)2η, то справджується нерiвнiсть

Bq ≤ B0

q∏
i=1

(
N2i+2−i

0

)2η
= B0N

q∑
i=1

2η(2i+2−i)

0 = B0N
2η2q+1−2η+

q∑
i=1

2η2−i

0 ≤ B0N
2η
q+1.

Вважаючи вiдомими функцiї u0, u1, . . . , uq, доведемо iснування розв’язку
uq+1 ∈ W(Nq+1) рiвняння

Luq+1− εPNq+1f(uq+1) = 0. (PNq+1)

Оскiльки uq+1 = uq + hq+1, то hq+1 ∈ W(Nq+1) i Bq+1 = 1 + ∥uq+1∥d+β ≤ B0N
2η
q+2. Оцiнимо

доданок hq+1 у просторi Hd.
Для кожного h ∈ W(Nq+1) запишемо процедуру лiнеаризацiї

L(uq + h)− εPNq+1f(uq + h) = Luq − εPNq+1f(uq) + Lh− εPNq+1Duf(uq)h+

+εPNq+1Duf(uq)h+ εPNq+1f(uq)− εPNq+1f(uq + h) = rq + LNq+1(ε⃗, a⃗, uq)h−
−εPNq+1(f(uq + h)− f(uq)−Duf(uq)h) = rq + LNq+1(ε⃗, a⃗, uq)h+Rq(h),

де rq = Luq − εPNq+1f(uq), Rq(h) = −εPNq+1(f(uq + h)− f(uq)−Duf(uq)h), у пiдсумку
hq+1 є розв’язком у просторi W(Nq+1) лiнеаризованого рiвняння

rq + LNq+1(ε⃗, a⃗, uq)h+Rq(h) = 0.

Оскiльки uq є розв’язком рiвняння (PNq), тобто, Luq = εPNqf(uq), то

rq = ε(PNq − PNq+1)f(uq) = −εP⊥
Nq
PNq+1f(uq) ∈ W(Nq)⊥ ∩W(Nq+1).

Звiдси, використовуючи формулу (6) та властивiсть (P2), отримаємо

∥rq∥d = |ε|N−β
q ∥PNq+1f(uq)∥d+β ≤ |ε|c0N−β

q Bq ≤ |ε|c0B0N
−β
q N2η

q+1.

Для оцiнки норми ∥Rq(h)∥d елемента Rq(h) ∈ W(Nq+1) за властивiстю (P3) отримаємо

∥Rq(h)∥d ≤ 2c2|ε|∥h∥2d.

Оскiльки для будь-яких h, h′ ∈ W(Nq+1)

Rq(h)−Rq(h
′) ≤ −εPNq+1(f(uq + h)− f(uq + h′)−Duf(uq)(h− h′)) =

= −εPNq+1(f(uq + h′ + (h− h′))− f(uq + h′)−Duf(uq)(h− h′)),

то за властивiстю (P3) виконується така оцiнка

∥Rq(h)−Rq(h
′)∥d ≤ |ε|∥f(uq + h′ + (h− h′))− f(uq + h′)−Duf(uq)(h− h′)∥d ≤

≤ |ε|∥f(uq + h′ + (h− h′))− f(uq + h′)−Duf(uq + h′)(h− h′) + Duf(uq + h′)(h− h′)−
−Duf(uq)(h− h′)∥d ≤ |ε|(2c2∥h− h′∥2d + c1∥h− h′∥d∥h′∥d) ≤
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≤ |ε|(2c2∥h− h′∥d(∥h∥d + ∥h′∥d) + c1∥h− h′∥d∥h′∥d) ≤ c3|ε|(∥h∥d + 2∥h′∥d)∥h− h′∥d.

За властивiстю (P4) оператор LNq+1(ε⃗, a⃗, uq) є оборотним для всiх (ε⃗, a⃗) ∈ Aq+1,
uq ∈ W(Nq), h ∈ W(Nq+1) i ∥L−1

Nq+1
(ε⃗, a⃗, uq)[h]∥d ≤ 2

γ
N2η

q+1∥h∥d. Позначимо через Hq+1(h) =

−L−1
Nq+1

(ε⃗, a⃗, uq)
(
rq + Rq(h)

)
значення оператора Hq+1 : W

(Nq+1) → W(Nq+1) на елементi
u ∈ W(Nq+1). Тодi розв’язування рiвняння (PNq+1) еквiвалентне до знаходження нерухо-
мої точки hq+1 = h ∈ W(Nq+1) рiвняння h = Hq+1(h).

Лема 5. Для кожного вектора (ε⃗, a⃗) ∈ Aq+1 оператор Hq+1, де q ≥ 0, є стиском у кулi
Gq+1 = {h ∈ W(Nq+1) : ∥h∥d ≤ ρq+1 = 4c3B0

|ε|
γ
N−2η

q+1 }.

З леми 5 випливає iснування для (ε⃗, a⃗) ∈ Aq+1 єдиного розв’язку hq+1 ∈ W(Nq+1)

рiвняння h = Hq+1(h), який задовольняє нерiвнiсть ∥hq+1∥d ≤ ρq+1 = 4c3B0
|ε|
γ
N−2η

q+1 .
Отже, функцiя uq+1 = uq + hq+1 є розв’язком у W(Nq+1) рiвняння (PNq+1), який ви-

значений для всiх векторiв (ε⃗, a⃗) ∈ Aq+1 ⊆ A0 i uq+1 =
∑q+1

i=0 hi, де hi ∈ W(Ni), та
виконується оцiнка ∥hi∥d ≤ 4c3B0

|ε|
γ
N−2η

i для будь-якого i ∈ {0, 1, . . . , q + 1}.

Знайдемо мiру множини A∞, для елементiв якої справджується теорема 1.

Теорема 2. Множину A∞ визначає формула A∞ =
∩

q≥0 Aq, а для її мiри measA∞
виконується така оцiнка

measA∞ ≥ ε20A
2p+2πp+2

(
1− γ24

p+1(p+ 1)K

A2πp+1

)
,

де K =
∑

(m,k)∈Zp+1

(1 + |k|2 +m2)−α, α = 2η + n > p+1
2

.

Доведення. Оскiльки Aq =
∩q

l=0 Al, то A∞ = limq→∞Aq =
∩∞

q=0 Aq. Для оцiнки мiри
measA∞ видiлимо старшу частину L1(τ(m), k) многочлена L(τ(m), k), а саме,

L(τ(m), k) = L1(τ(m), k) + L2(τ(m), k),
де

L1(τ(m), k) = an,0,...,0
(
τ(m)

)n
+

p∑
i=1

a0,...,0︸︷︷︸
j

,n,0,...,0k
n
j =

2p+2∑
j=1

θj
(
φj(m, k) + i ξj(m, k)

)
,

зокрема, ReL1(τ(m), k) =
∑2p+2

i=1 θjφj(m, k) та ImL1(τ(m), k) =
∑2p+2

i=1 θjξj(m, k).
Зауважимо, що measA∞ = ε20A

2p+2πp+2−measA∞, де A∞ =
∪∞

q=0 Aq, Aq = Oε0 ×Aq i
measA∞ = lim

q→∞
measAq. Знайдемо мiру множини A∞. Для цього оцiнимо мiру множини

Aq =
∪

1+m2+|k|2≤N2
q
Am,k, де Am,k — множина векторiв a⃗, для яких при фiксованому век-

торовi (m, k) з умовою 1 +m2 + |k|2 ≤ N2
q виконується нерiвнiсть

|L(τ(m), k)| < γ(1 +m2 + |k|2)−η.

Очевидно, що Am,k ⊂ A′
m,k, де A′

m,k — множина тих векторiв a⃗ для яких при фiксо-
ваному векторовi (m, k), такому, що 1 +m2 + |k|2 ≤ N2

q , виконуються нерiвностi

|ReL(τ(m), k)| < γ(1 +m2 + |k|2)−η, |ImL(τ(m), k)| < γ(1 +m2 + |k|2)−η.
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A′
m,k — це множина точок a⃗, якi знаходяться мiж гiперплощинами

2p+2∑
i=1

θjφj(m, k) = ReL2(τ(m), k)± γ(1 +m2 + |k|2)−η,

2p+2∑
i=1

θjξj(m, k) = ImL2(τ(m), k)± γ(1 +m2 + |k|2)−η.

Можна отримати оцiнку (див. [1]) measA′
m,k ≤ d2p · S, де d— дiаметр мiнiмальної

кулi, що мiстить множину векторiв a⃗, а число S визначається формулою

S = 4γ2(1 +m2 + |k|2)−2η ·
( 2p+2∑

i=1

φ2
j(m, k)

)− 1
2
( 2p+2∑

i=1

ξ2j (m, k)
)− 1

2
,

Для S виконується нерiвнiсть

S ≤ 4(p+ 1)γ2(1 +m2 + |k|2)−2η

(m2 + |k|2)n
.

Отже, для мiри множини Aq можна записати оцiнку

measAq ≤
∑

1+m2+|k|2≤N2
q

measAm,k ≤
∑

1+m2+|k|2≤N2
q

measA′
m,k ≤

≤ 4d2p(p+ 1)γ2
∑

1+m2+|k|2≤N2
q

(1 +m2 + |k|2)−α ≤ 4d2p(p+ 1)γ2
∑

(m,k)∈Zp+1

(1 +m2 + |k|2)−α,

де α = 2η + n. Оскiльки η > p+1−2n
4

, то α > p+1
2

i ряд K :=
∑

(m,k)∈Zp+1

(1 + |k|2 +m2)−α є

збiжним, тобто, K < ∞. Тодi, measAq ≤ 4d2p(p+ 1)γ2K i measAq ≤ 4πε20Kd2p(p+ 1)γ2.
Оскiльки measA∞ = lim

q→∞
measAq, то measA∞ ≤ 4πε20Kd2p(p+ 1)γ2.

Мiра множини A∞ має асимптотику measA∞=meas (Oε0 × Op+1
A ) + O(γ2), γ → 0,

зокрема,

measA∞ ≥ ε20A
2p+2πp+2 − 4πε20KA2p4p(p+ 1)γ2 = ε20A

2p+2πp+2
(
1− γ24

p+1(p+ 1)K

A2πp+1

)
.

Теорема 3. Для довiльного γ > 0 i натурального N0 ≥ 2 та всiх векторiв (ε⃗, a⃗) ∈ A∞,
де ε0 — число задане формулою (8), ряд

∑
i≥0 hi є збiжним у просторi Hd до розв’язку

u задачi (1), (2), норма якого визначається нерiвнiстю ∥u∥d ≤ 8c3B0

N2η
0

|ε|
γ

.

Доведення. За теоремою 1 для всiх (ε⃗, a⃗) ∈ A∞ виконується
∑

i≥0 ∥hi∥d ≤∑
i≥0 4c3B0

|ε|
γ
N−2η

i . Тодi ряд
∑

i≥0 hi збiгається у Hd до деякої функцiї u ∈ Hd, оскiльки
мажорантний ряд

∑
i≥0 ∥hi∥d є збiжним, зокрема

∥u∥d ≤
∑
i≥0

∥hi∥d ≤
∑
i≥0

4c3B0
|ε|
γ
N−2η

i = 4c3B0
|ε|
γ

∑
i≥0

(
N2i

0

)−2η ≤ 4c3B0
|ε|
γ

2

N2η
0

=
8c3B0

N2η
0

|ε|
γ
.
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Покажемо, що Lu = εf(u). Функцiя uq є розв’язком рiвняння (PNq), тодi

Luq = εPNqf(uq) = εf(uq)− εP⊥
Nq
f(uq). (12)

З властивостi (6) проектора P⊥
Nq

у просторi Hd, властивостi (P2) i оцiнки для Bq з
доведення теореми 1, маємо

∥P⊥
Nq
f(uq)∥d ≤ N−β

q ∥f(uq)∥d+β ≤ c0N
−β
q Bq ≤ c0B0N

−12η
q N2η

q+1 =

= c0B0N
−12η
q N4η

q = c0B0N
−8η
q = c0B0N

−8η2q

0 .

Таким чином, P⊥
Nq
f(uq) → 0 при q → ∞, далi з властивостi (P1) права частина (12) є

збiжною до εf(u) у Hd, а з неперервностi оператора L маємо, що лiва частина (12) Luq

при q → ∞ збiгається до Lu у сенсi розподiлiв.

4. Доведення допомiжних тверджень.

Доведення леми 1. Для всiх векторiв a⃗ ∈ Aq оператор |D|− 1
2 iснує i оскiльки

h =
∑

1+m2+|k|2≤N2
q
eτ(m)t zk hm,k, то

|D|−
1
2h =

∑
1+m2+|k|2≤N2

q

hm,kφm,k√
|L(τ(m), k)|

,

а з нерiвностi (7) випливає оцiнка

∥∥|D|−
1
2h

∥∥2

d
≤

∑
1+m2+|k|2≤N2

q

(1 +m2 + |k|2)d |hm,k|2

|L(τ(m), k)|
≤

≤
∑

1+m2+|k|2≤N2
q

1

γ
(1 +m2 + |k|2)d+η|hm,k|2 =

1

γ
∥h∥2

d+η
,

що доводить лему 1.

Доведення леми 2. Оскiльки U = |D|− 1
2D|D|− 1

2 , то його дiю на h ∈ Hd задає формула

Uh =
∑

(m,k)∈Zp+1

λm,k

|λm,k|
hm,k φm,k,

де λm,k — власнi значення оператора D. Використовуючи означення простору Hd i норми
у цьому просторi, отримаємо, що ∥U−1h∥d = ∥h∥d.

Доведення леми 3. Оскiльки R1h = ε|D|− 1
2PNq(Duf |D|− 1

2h), то використовуючи лему 1
та нерiвнiсть (5), отримаємо

∥R1h∥d ≤ |ε| 1
√
γ
∥PNqDuf |D|−

1
2h∥d+η ≤ |ε| 1

√
γ
N−η

q ∥Duf |D|−
1
2h∥d+2η ≤

≤ |ε| 1
√
γ
N−η

q c1∥|D|−
1
2h∥d ≤ c1|ε|

1

γ
N−η

q ∥h∥d+η ≤ c1|ε|
1

γ
∥h∥d.
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Доведення леми 4. Оскiльки uq+1 = uq + hq+1 i hq+1 ∈ Gq+1, то

Bq+1 = 1 + ∥uq+1∥d+β ≤ 1 + ∥uq∥d+β + ∥hq+1∥d+β = Bq + ∥hq+1∥d+β.

Для норми функцiї hq+1 = −L−1
Nq+1

(ε⃗, a⃗, uq)
(
rq +Rq(hq+1)

)
у Hd+β справджується оцiнка

∥hq+1∥d+β ≤ 2

γ
N2η

q+1

(
∥rq∥d+β + ∥Rq(hq+1)∥d+β

)
. (13)

Оскiльки rq = −εP⊥
Nq
PNq+1f(uq), то, використавши (P2), запишемо оцiнку для норми

∥rq∥d+β у виглядi

∥rq∥d+β ≤ |ε|∥f(uq)∥d+β ≤ |ε|c0(1 + ∥uq∥d+β) = |ε|c0Bq. (14)

Для оцiнки величини ∥Rq(hq+1)∥d+β застосщвуємо лему 5 i властивiсть (P3)

∥Rq(hq+1)∥d+β ≤ |ε|c2
(
∥uq∥d+β∥hq+1∥2d+∥hq+1∥d∥hq+1∥d+β

)
≤ |ε|c2

(
Bqρ

2
q+1+ρq+1∥hq+1∥d+β

)
.

(15)
Пiдставляючи оцiнки (14) i (15) у нерiвнiсть (13), одержимо

∥hq+1∥d+β ≤ 2

γ
N2η

q+1

(
|ε|c0Bq + |ε|c2

(
Bqρ

2
q+1 + ρq+1∥hq+1∥d+β

))
=

= 2c0
|ε|
γ
N2η

q+1Bq + 2c2
|ε|
γ
N2η

q+1ρ
2
q+1Bq + 2c2

|ε|
γ
N2η

q+1ρq+1∥hq+1∥d+β <

< 2c0
ε0
γ
N2η

q+1Bq + 2c2
ε0
γ
N2η

q+1ρ
2
q+1Bq + 2c2

ε0
γ
N2η

q+1ρq+1∥hq+1∥d+β <

< 2c3
ε0
γ
N2η

q+1Bq + c3
ε0
γ
N2η

q+1ρ
2
q+1Bq + c3

ε0
γ
N2η

q+1ρq+1∥hq+1∥d+β.

Враховуючи лему 5 та рiвнiсть (8), отримаємо наступну оцiнку

∥hq+1∥d+β ≤ 2c3
ε0
γ
N2η

q+1Bq +
ρq+1

4
Bq +

1

4
∥hq+1∥d+β <

< 2c3
ε0
γ
N2η

q+1Bq + c3B0
ε0
γ
N−2η

q+1Bq +
1

4
∥hq+1∥d+β =

= 2c3
ε0
γ
Bq(N

2η
q+1 +

1

2
B0N

−2η
q+1 ) +

1

4
∥hq+1∥d+β ≤ 4c3

ε0
γ
N2η

q+1Bq +
1

4
∥hq+1∥d+β.

Тодi, 3
4
∥hq+1∥d+β ≤ 4c3

ε0
γ
N2η

q+1Bq, звiдки, враховуючи формулу (8), виводимо

∥hq+1∥d+β ≤ 16

3
c3
ε0
γ
N2η

q+1Bq ≤ N2η
q+1Bq.

Отже, Bq+1 ≤ Bq +N2η
q+1Bq = (1 +N2η

q+1)Bq, що й потрiбно було довести.

Доведення леми 5. За властивiстю (P4) маємо

∥Hq+1(h)∥d ≤
2

γ
N2η

q+1

(
∥rq∥d + ∥Rq(h)∥d

)
≤ 2c0B0

|ε|
γ
N2η

q+1N
−β
q N2η

q+1 + 4c2
|ε|
γ
N2η

q+1∥h∥2d.
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Враховуючи значення β, рiвнiсть Nq+1 = N2
q та формулу (8), справедливою є нерiвнiсть

∥Hq+1(h)∥d ≤ 2c0B0
|ε|
γ
N−2η

q+1 + 4c2
|ε|
γ
N2η

q+1ρ
2
q+1 ≤ 2c3B0

|ε|
γ
N−2η

q+1 + 2c3
|ε|
γ
N2η

q+1ρ
2
q+1 ≤

≤ ρq+1

2
+ 8B0

(
c3
|ε|
γ

)2

ρq+1 ≤
ρq+1

2
+ 8B0

(
c3
ε0
γ

)2

ρq+1 ≤ ρq+1

i оператор Hq+1 вiдображає Gq+1 в себе.
Для довiльних h, h′ ∈ Gq+1 виконується рiвнiсть

Hq+1(h)−Hq+1(h
′) = −L−1

Nq+1
(ε⃗, a⃗, uq)

(
Rq(h)−Rq(h

′)
)
,

а для норми цiєї рiзницi у просторi Hd справедливою є оцiнка

∥Hq+1(h)−Hq+1(h
′)∥d ≤

2

γ
N2η

q+1

∥∥Rq(h)−Rq(h
′)
∥∥
d
≤

≤ 2c3
|ε|
γ
N2η

q+1(∥h∥d + 2∥h′∥d)∥h− h′∥d ≤ 2c3
|ε|
γ
N2η

q+112c3B0
|ε|
γ
N−2η

q+1 ∥h− h′∥d ≤

≤ 24B0

(
c3
|ε|
γ

)2

∥h− h′∥d < 24B0

(
c3
ε0
γ

)2

∥h− h′∥d.

З формули (8) випливає, що 24B0

(
c3

ε0
γ

)2

< 1, звiдки i випливає твердження леми.
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