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We prove the correctness of the inverse problem on determination of a pare of functions:
a classical solution u of the first boundary value problem for linear diffusion equation Dα

t u −
uxx = F0(x), (x, t) ∈ (0, l) × (0, T ] with regularized fractional derivative of order α ∈ (0, 1)
with respect to time and function F0(x) under integral by time over-determination condition.

Г. П. Лопушанская, А. О. Лопушанский, О. М. Мяус. Классическое решение обратной
задачи для уравнения дробной диффузии при интегральном по времени условии переопре-
деления // Мат. Студiї. – 2015. – Т.44, №2. – C.215–220.

Доказана корректность обратной задачи об определении пары функций: классическо-
го решения u первой краевой задачи для линейного уравнения диффузии Dα

t u − uxx =
F0(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ] с регуляризованной дробной производной порядка α ∈ (0, 1) по
времени и функции F0(x) при интегральном по времени условии переопределения.

Вступ. Рiзнi оберненi задачi для рiвнянь з регуляризованою дробовою похiдною Dα
t u

функцiї u (див. [1]–[3]) вивчались у [2], [4]–[10] та iнших працях. Огляд деяких резуль-
татiв по обернених задачах для таких рiвнянь зроблено у [8], а порiвняння з резуль-
татами для звичайного рiвняння дифузiї — у [6]. Деякi оберненi задачi для рiвняння
дробової дифузiї є коректними на вiдмiну вiд таких задач для звичайного рiвняння ди-
фузiї (наприклад, задача зi зворотним часом). У деяких працях [4, 7] використовують
iнтегральну за просторовими змiнними умову перевизначення.

У данiй статтi встановлюємо iснування, єдинiсть та неперервну залежнiсть вiд даних
розв’язку оберненої крайової задачi на вiдновлення правої частини у рiвняннi дробової
дифузiї при iнтегральнiй за часом умовi перевизначення.

Зауважимо, що прямi задачi з iнтегральною за часовою змiнною умовою для рiвнянь
iз частинними похiдними вивчались, зокрема, у [11]–[15], а оберненi задачi на визначе-
ння залежної тiльки вiд просторової змiнної компоненти правої частини в одновимiр-
ному рiвняннi дробової дифузiї при iнших крайових даних чи умовi перевизначення —
у [4, 5, 8, 10].
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1. Позначення та формулювання задачi. Нехай N — множина натуральних чисел,
Z+ = {0} ∩ N, Q = (0, l) × (0, T ], D(R) — простiр нескiнченно диференцiйовних фун-
кцiй з компактними носiями в R, D′(R) — простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв
(узагальнених функцiй) на D(R), f∗g — згортка узагальнених функцiй f i g,

fλ(t) =
θ(t)tλ−1

Γ(λ)
при λ > 0 i fλ(t) = f ′

1+λ(t) при λ ≤ 0 ([16, c. 143]),

де Γ(λ) — гама-функцiя, θ(t)– одинична функцiя Хевiсайда та штрихом позначено по-
хiдну в D′(R). Правильнi спiввiдношення ([16, c. 143]) fλ ∗ fµ = fλ+µ.

Похiдною Рiмана-Лiувiля функцiї v(t) називається функцiя v(α)(t) = f−α(t) ∗ v(t),
α > 0, зокрема, v(α)(t) = 1

Γ(n−α)
dn

dtn

∫ t

0
(t− τ)n−α−1v(τ)dτ при α ∈ (n− 1, n).

Регуляризована дробова похiдна (похiдна Капуто-Джрбашяна [1, 2, 3]) визначає-
ться як Dαv(t) = 1

Γ(n−α)

∫ t

0
(t − τ)n−α−1 dn

dτn
v(τ)dτ при α ∈ (n − 1, n), а тодi Dα

t v(x, t) =

1
Γ(1−α)

[
∂
∂t

∫ t

0
v(x,τ)
(t−τ)α

dτ − v(x,0)
tα

]
при α ∈ (0, 1), (x, t) ∈ Q.

Звiдси одержуємо зв’язок мiж регуляризованою похiдною та похiдною Рiмана-Лiу-
вiля дробового порядку α ∈ (0, 1)

Dα
t v(x, t) = v

(α)
t (x, t)− f1−α(t)v(x, 0). (1)

Використовуємо функцiю Мiттаг-Леффлера ([17, c. 117]) Eα,µ(x) =
∑∞

p=0
xp

Γ(pα+µ)
.

Функцiя Eα,µ(−x) (x > 0) нескiнченно диференцiйовна при α ∈ (0, 1), µ ∈ R та має
оцiнку

Eα,µ(−x) ≤ rα,µ

1+x
, x > 0, де rα,µ — додатна стала.

Нехай C(Q), C(Q̄), C[0, T ] — класи неперервних вiдповiдно в Q, Q̄ та на [0, T ] функ-
цiй, C2,α(Q) = {v ∈ C(Q) : vxx, D

α
t v ∈ C(Q)}, C2,α(Q̄0) = C2,α(Q) ∩ C(Q̄0), C̃2s+j(0, l) —

клас функцiй F ∈ C2s+j−1[0, l], що мають обмежену на (0, l) похiдну порядку 2s + j i
таких, що F (0) = F (l) = F

′′
(0) = F

′′
(l) = · · · = F (2s)(0) = F (2s)(l) = 0, s ∈ Z+, j ∈ {1, 2}.

Позначаємо

∥v∥C(Q) = sup
(x,t)∈Q

|v(x, t)|, ∥v∥Cr(0,l) = ∥v∥C̃r(0,l) = max
m=0,r

sup
x∈(0,l)

|v(m)(x)|,

∥v∥C̃r(Q) = max
m=0,r

max
t∈[0,T ]

sup
(x,t)∈Q

|∂
mv(x, t)

∂xm
|, r ∈ Z+.

Вивчаємо обернену крайову задачу

Dα
t u− uxx = F0(x), (x, t) ∈ Q, (2)

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ∈ [0, T ], (3)

u(x, 0) = F1(x), x ∈ [0, l], (4)∫ T

0

u(x, t)dt = F2(x), x ∈ [0, l], (5)

де α ∈ (0, 1), Fj, j ∈ {1, 2} — заданi функцiї.

Означення. Розв’язком задачi (2)–(5) називається пара функцiй

(u, F0) ∈ M := C2,α(Q̄)× C̃1(0, l),

що задовольняє рiвняння (2) в Q та умови (3)–(5).
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Для iснування такого розв’язку задачi необхiдно, щоб F2(0) = F2(l) = 0.

1. Розв’язнiсть задачi. Шукаємо розв’язок прямої задачi (2)–(4) у виглядi ряду Фур’є

u(x, t) =
∞∑
k=1

Tk(t) sin
kπx

l
, (x, t) ∈ Q (6)

за власними функцiями Xk(x) = sin kπx
l

, що вiдповiдають власним значенням λk =
(
kπ
l

)2
(k ∈ N) задачi Штурма-Лiувiлля

X ′′ + λX = 0, x ∈ (0, l), X(0) = X(l) = 0. (7)

Далi через Fjk позначаємо коефiцiєнти розвинення функцiї Fj(x) за власними функцi-
ями задачi (7)

Fj(x) =
∞∑
k=1

Fjk sin
kπx

l
, j ∈ {0, 1, 2}. (8)

Теорема. Нехай α ∈ (0, 1), F1 ∈ C̃4(0, l), F2 ∈ C̃6(0, l). Тодi iснує єдиний розв’язок
(u, F0) ∈ M оберненої задачi (2)–(5). Функцiя u визначається формулою (6), де

Tk(t) = F0k

∫ t

0

τα−1Eα,α(−λkτ
α)dτ + F1kEα,1(−λkt

α), t ∈ (0, T ], k ∈ N. (9)

функцiя F0 — формулою (8) при j = 0, де

F0k =
λk[F2k − TF1kEα,2(−λkT

α)]

T [1− Eα,2(−λkTα)]
, k ∈ N. (10)

Розв’язок задачi неперервно залежить вiд даних F1, F2 та справджуються оцiнки

∥u∥C(Q) + ∥F0∥C(0,l) ≤ a1∥F1∥C3(0,l) + a2∥F2∥C5(0,l), (11)
∥uxx∥C(Q) + ∥Dα

t u∥C(Q) + ∥F0∥C1(0,l) ≤ â1∥F1∥C4(0,l) + â2∥F2∥C6(0,l), (12)

де aj, âj, j ∈ {1, 2} — додатнi сталi, що вiд даних задачi не залежать.

Доведення. При F1 ∈ C̃1(0, l) та вiдомiй F0 ∈ C̃1(0, l) iснує єдиний розв’язок u ∈ C2,α(Q̄)
прямої задачi (2)–(4). Вiн має вигляд (6), де Tk(t) визначаються формулами (9), i справ-
джує оцiнки

∥u∥C(Q) ≤ b0∥F0∥C(0,l) + b1∥F1∥C(0,l), (13)

∥uxx∥C(Q) + ∥Dα
t u∥C(Q) ≤ b̂0∥F0∥C1(0,l) + b̂1∥F1∥C1(0,l) (14)

iз додатними сталими bj, b̂j, j ∈ {0, 1}, що вiд Fj, j ∈ {0, 1} не залежать.
Справдi, для знаходження невiдомих функцiй Tk(t) одержуємо задачi Кошi

DαTk + λkTk = F0k, t ∈ (0, T ], Tk(0) = F1k, k ∈ N, (15)

еквiвалентнi на пiдставi формул (1) рiвнянням

T
(α)
k + λkTk = F0k + f1−α(t)F1k, t ∈ (0, T ], k ∈ N. (16)
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Згiдно з [17, c. 128], рiвняння (16) мають розв’язки (9).
Функцiї Eα,µ(−x) ≥ 0 для всiх x ≥ 0, µ ≥ α та монотонно спадають ([18]), тому∫ t

0

τα−1Eα,α(−λkτ
α)dτ =

1− Eα,1(−λkt
α)

λk

> 0, t > 0.

При F0 ∈ C[0, l] кожний iз перших доданкiв у формулах (9) має оцiнку∣∣∣∣∣F0k

∫ t

0

τα−1Eα,α(−λkτ
α)dτ

∣∣∣∣∣= |F0k|
1− Eα,1(−λkτ

α)

λk

≤ C0

λk

, k ∈ N.

При F1 ∈ C[0, l] матимемо |F1kEα,1(−λkt
α)| ≤ C1

1+λktα
, k ∈ N. Тут i далi додатнi сталi

C0, C1, C2 — однi й тi ж для всiх k ∈ N. На пiдставi формул (9) та одержаних оцiнок,
ряд (6) рiвномiрно й абсолютно збiгається на Q̄ та справджує оцiнку (13). Якщо ж

Fj ∈ C̃1(0, l), то |Fjk| =
∣∣∣2 ∫ l

0 F ′
j(x) cos(λ

1/2
k x)dx

lλ
1/2
k

∣∣∣ ≤ C2

λ
1/2
k

, k ∈ N, j ∈ {0, 1}, i тодi продифе-

ренцiйований двiчi за x ряд (6) збiгається рiвномiрно та абсолютно на Q̄, а на пiдставi
рiвняння (2) одержуємо iснування неперервної похiдної Dαu та оцiнку (14).

Пiдставляємо розв’язок (6) прямої задачi (2)–(4) в умову перевизначення (5). Одер-
жуємо

F0k

∫ T

0

(∫ t

0

τα−1Eα,α(−λkτ
α)dτ

)
dt+ F1k

∫ T

0

Eα,1(−λkt
α)dt = F2k, k ∈ N. (17)

Обчислюємо∫ T

0

Eα,1(−λkt
α)dt =

1

αλ
1/α
k

∫ λkT
α

0

Eα,1(−z)z
1
α
−1dz =

1

αλ
1/α
k

∫ λkT
α

0

∞∑
p=0

(−1)pzp+
1
α
−1dz

Γ(pα + 1)
=

=
1

λ
1/α
k

∞∑
p=0

(−1)pzp+
1
α

Γ(pα+ 1)(pα+ 1)

∣∣∣
z=λkTα

=
1

λ
1/α
k

∞∑
p=0

(−1)p(λkT
α)p+

1
α

Γ(pα + 2)
= TEα,2(−λkT

α),

i тодi ∫ T

0

(∫ t

0

τα−1Eα,α(−λkτ
α)dτ

)
dt =

T [1− Eα,2(−λkT
α)]

λk

> 0.

Тепер iз формул (17) знаходимо вирази (10) для невiдомих коефiцiєнтiв F0k, k ∈ N
розвинення функцiї F0(x) в ряд Фур’є.

Обгрунтуємо рiвномiрну збiжнiсть такого розвинення та належнiсть суми ряду до
класу C̃1(0, l). Iз зображення Eα,µ(−λkt

α) за допомогою H-функцiй Фокса ([19]) та тео-
реми 1.7 iз [19] одержуємо асимптотику Eα,µ(−λkt

α) = O
(

1
λktα

)
при λkt

α → ∞, k ∈ N.
Враховуючи однаковий характер поведiнки функцiй Eα,µ(−λkt

α) (µ = 1, 2, α) при
великих λk, одержуємо, що при F1 ∈ C̃3(0, l) ряд

∞∑
k=1

F1kλkEα,2(−λkt
α)

1− Eα,2(−λkTα)
sin

kπx

l

рiвномiрно й абсолютно збiгається в Q̄, а при F1 ∈ C̃4(0, l) допускає почленне диферен-
цiювання за x. При F2 ∈ C̃5(0, l) ряд

∞∑
k=1

λkF2k

1− Eα,2(−λkTα)
sin

kπx

l
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рiвномiрно й абсолютно збiгається на Q̄, а при F2 ∈ C̃6(0, l) допускає почленне ди-
ференцiювання за x. Отож, за умов теореми рядом (8) при j = 0 визначена функцiя
F0 ∈ C̃1(0, l), а iз формул (10) одержуємо оцiнки

∥F0∥C(0,l) ≤ c1∥F1∥C3(0,l) + c2∥F2∥C5(0,l), ∥F0∥C1(0,l) ≤ ĉ1∥F1∥C4(0,l) + ĉ2∥F2∥C6(0,l),

де cj, ĉj, j ∈ {1, 2} — додатнi сталi, що вiд даних задачi не залежать. Звiдси та з оцiнок
(13), (14) випливають потрiбнi оцiнки (11), (12).

Єдинiсть та неперервна залежнiсть розв’язку задачi вiд даних випливає з одержаних
оцiнок (11), (12).

Висновки. Встановлено достатнi умови класичної коректностi задачi на вiдновлення
залежної тiльки вiд просторової змiнної правої частини лiнiйного рiвняння дифузiї з
регуляризованою дробовою похiдною порядку α ∈ (0, 1) за часом при iнтегральнiй за
часом умовi перевизначення.

Результат є правильним також для звичайного рiвняння дифузiї ∂u
∂t

− uxx = F0(x).
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