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We prove a theorem on the uniform and point-wise approximation of a mapping ϕ : [a, b]→
Z taking values in a topological vector space by its linear interpolations. Using this theorem we
prove that if Y is a compact space then every separately continuous function f : [a, b]×Y → R
with at most countable projection of the discontinuity point set D(f) to [a, b] belongs to the
sequential closure of the subspace of all continuous functions g : [a, b] × Y → R in the space
S([a, b]× Y ) of all separately continuous functions f : [a, b]× Y → R with the topology of the
layer-wise uniform convergence.

Г. А. Волошин, В. К. Маслюченко. О линейной интерполяции векторнозначных функций
и ее применении // Мат. Студiї. – 2014. – Т.42, №2. – C.129–133.

Установлена теорема о равномерном и поточечном приближении отображения
ϕ : [a, b] → Z со значениями в топологическом векторном пространстве с помощью его
линейной интеропляции. Используя эту теорему, доказано, что для компактного простран-
ства Y каждая раздельно непрерывная функция f : [a, b]× Y → R, имеющая не более чем
счетную проекцию множества D(f) точек разрыва на первый сомножитель, принадле-
жит секвенциальному замыканию подпространства всех совокупно непрерывных функ-
ций g : [a, b] × Y → R в прострастве S([a, b] × Y ) всех раздельно непрерывных функций
f : [a, b]× Y → R с топологией послойной равномерной сходимости.

1. Вступ. Метод лiнiйної iнтерполяцiї при наближеннi нарiзно неперервних функцiй
уперше було застосовано в пiонерськiй працi А. Лебеґа ([1]), в якiй було встановлено,
що нарiзно неперервнi функцiї f : R2 → R належать до першого класу Бера. Цей метод
застосовний i для нарiзно неперервних вiдображень f : R×Y → Z зi значеннями в топо-
логiчних векторних просторах ([2]). М. Цудзi ([3]) застосував метод лiнiйної iнтерполяцiї
для отримання певного варiанту теореми Бера про проекцiю ([4]). У [5] вiн був вико-
ристаний при вивченнi секвенцiального замикання P s простору P усiх многочленiв вiд
двох змiнних у просторi S = CC[0, 1]2 всiх нарiзно неперервних функцiй f : [0, 1]2 → R
з топологiєю пошарово рiвномiрної збiжностi, що збiгається з секвенцiальним замика-
нням C

s простору C = C[0, 1]2 всiх сукупно неперервних функцiй f : [0, 1]2 → R. Тут
ми розглядаємо лiнiйну iнтерполяцiю векторнозначних функцiй i з її допомогою уза-
гальнюємо один результат з працi [5]. Отриманi тут результати були анонсованi в [6].
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2. Аналог теореми Кантора. Нехай X — метричний простiр, вiдстань мiж точками
x′ i x′′ якого ми позначаємо символом |x′ − x′′|X , Y — топологiчний векторний простiр
i f : X → Y — вiдображення. Воно називається рiвномiрно неперервним, якщо для
кожного околу нуля V у просторi Y iснує таке число δ > 0, що для будь-яких точок x′
i x′′ з X таких, що |x′ − x′′|X < δ, виконується належнiсть f(x′)− f(x′′) ∈ V .

Нам буде потрiбний такий аналог класичної теореми Кантора про рiвномiрну непе-
рервнiсть неперервних вiдображень на метричних компактах зi значеннями в метри-
чних просторах.

Теорема 1. Нехай X — компактний метричний простiр, Y — топологiчний вектор-
ний простiр i f : X → Y — неперервне вiдображення. Тодi вiдображення f рiвномiрно
неперервне.

Вiн є наслiдком загальної теореми про рiвномiрну неперервнiсть неперервного вiд-
ображення f : X → Y компактного рiвномiрного простору X у рiвномiрний простiр Y
([9, c. 261]).

3. Наближення векторнозначних функцiй з допомогою їх лiнiйної iнтерпо-
ляцiї. Нехай Z — векторний простiр над полем K = R або C i u та v — вектори з
простору Z. Вiдображення ω : R → Z, яке задається формулою ω(t) = tu + v, назива-
ється лiнiйною функцiєю. Для точок z1 i z2 з простору Z, невиродженого вiдрiзка [a, b]
i лiнiйної функцiї ω(t) = tu + v звуження ω|[a,b], для якого ω(a) = z1 i ω(b) = z2 нази-
вається прямолiнiйним шляхом, що з’єднує точки z1 i z2. Такий шлях завжди iснує i
єдиний. При a = 0 i b = 1 вiн задається формулою ω(t) = z1 + t(z2− z1), а в загальному
випадку формулою

ω(x) = z1 +
x− a
b− a

(z2 − z1) =
b− x
b− a

z1 +
x− a
b− a

z2 = λ1(x)z1 + λ2(x)z2,

де λ1(x) = b−x
b−a i λ2(x) = x−a

b−a — неперервнi дiйснi функцiї дiйсної змiнної x, що пробiгає
вiдрiзок [a, b], при цьому λ1(x) ≥ 0, λ2(x) ≥ 0 i λ1(x) + λ2(x) = 1 на [a, b].

Нехай A = {a1, . . . , an} — скiнченна пiдмножина iнтервалу (a, b), причому a = a0 <
a1 . . . < an < an+1 = b, i z0, z1, . . . , zn+1 — довiльнi точки з простору Z. Ламана з вузлами
(ak, zk), k ∈ {0, 1, . . . , n + 1}, — це таке вiдображення l : [a, b] → Z, що для кожного
k ∈ {0, 1, . . . , n} звуження l|[ak,ak+1] — це прямолiнiйний шлях, що з’єднує точки zk i
zk+1. Детальнiше про ламанi див. у працi [6]. Для вiдображення ϕ : [a, b] → Z ламану
ψ : [a, b] → Z з вузлами (ak, ϕ(ak)), k ∈ {0, 1, . . . , n + 1}, ми позначаємо символом LAϕ.
Кажуть, що векторнозначна функцiя ψ = LAϕ : [a, b]→ Z отримана з векторнозначної
функцiї ϕ : [a, b] → Z методом лiнiйної iнтерполяцiї LA. Зауважимо, що при цьому
множина A може бути i порожньою.

Нехай Z — топологiчний векторний простiр i X — довiльна множина. Кажуть, що
послiдовнiсть вiдображень ϕn : X → Z рiвномiрно збiгається до вiдображення ϕ : X →
Z на X, якщо для кожного околу нуля W в Z iснує такий номер N , що для всiх n ≥ N
i довiльного x ∈ X виконується належнiсть ϕn(x) − ϕ(x) ∈ W . Коротко це записують
так: ϕn ⇒ ϕ на X.

Теорема 2. Нехай A = {ak : k ∈ N} — пiдмножина iнтервалу (a, b), яка щiльна в ньому,
при цьому ak 6= aj при k 6= j, An = {a1, . . . , an}, X = [a, b], Z — топологiчний векторний
простiр, ϕ : X → Z — вiдображення i ϕn = LAnϕ. Тодi:
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а) якщо вiдображення ϕ неперервне, то i всi вiдображення ϕn неперервнi, причому
ϕn ⇒ ϕ на X;

б) якщо ϕ неперервне в точцi x0 з X, то ϕn(x0)→ ϕ(x0) в Z.

Доведення. а) Нехай вiдображення ϕ : X → Z неперервне. Доведемо, що ϕn ⇒ ϕ на X.
Розглянемо довiльний окiл нуляW у просторi Z. Як добре вiдомо ([8, c.14]), iснує та-

кий заокруглений окiл нуляW0 в Z, щоW0+W0 ⊆ W . На основi теореми 1 вiдображення
ϕ : X → Z рiвномiрно неперервне, отже, iснує таке число δ > 0, що ϕ(x′)− ϕ(x′′) ∈ W0,
як тiльки |x′ − x′′|X < δ.

Згiдно з [5, лема 8.1, с. 150] дрiбнiсть ηAn розбиття An вiдрiзка X = [a, b] прямує до
нуля при n→∞. Тому iснує такий номер N , що ηAn < δ, як тiльки n ≥ N .

Вiзьмемо n ≥ N , довiльне x ∈ X i покажемо, що ϕn(x) − ϕ(x) ∈ W . Нехай Ãn =
An ∪ {a, b} = {b0, b1, . . . , bn+1}, де a = b0 < b1 < . . . < bn+1 = b. Тодi ηAn = max{bk+1 −
bk : k ∈ {0, 1, . . . , n}} < δ, а значить, ∆bk = bk+1 − bk < δ для кожного k ∈ {0, . . . , n}.
Iснує такий номер k ∈ {0, 1, . . . , n}, що bk ≤ x ≤ bk+1. В такому разi |x− bk| ≤ ∆bk < δ i
|x− bk+1| < δ. Розглянемо числа

λ =
bk+1 − x

∆bk
i µ =

x− bk
∆bk

,

для яких λ, µ ≥ 0, λ+µ = 1 i ϕn(x) = λϕ(bk) +µϕ(bk+1). Оскiльки ϕ(x) = λϕ(x) +µϕ(x),
ϕ(bk)− ϕ(x) ∈ W0 i ϕ(bk+1)− ϕ(x) ∈ W0, адже |bk − x| < δ i |bk+1 − x| < δ, то

ϕn(x)− ϕ(x) = λ(ϕ(bk)− ϕ(x)) + µ(ϕ(bk+1)− ϕ(x)) ∈ λW0 + µW0 ⊆ W0 +W0 ⊆ W,

адже λW0 ⊆ W0, µW0 ⊆ W0, бо 0 ≤ λ ≤ 1, 0 ≤ µ ≤ 1 i окiл W0 заокруглений.
Це i доводить, що ϕn(x) ⇒ ϕ(x) на X при n→∞.
б) Нехай вiдображення ϕ неперервне в точцi x0. Розглянемо довiльний окiл нуля W

у просторi Z i знайдемо такий заокруглений окiл нуля W0, що W0 + W0 ⊆ W . З непе-
рервностi ϕ у точцi x0 випливає, що iснує таке δ > 0, що ϕ(x) − ϕ(x0) ∈ W0, як тiльки
|x − x0| < δ. Як i ранiше ηAn → 0, отже, iснує такий номер N , що ηAn < δ, як тiльки
n ≥ N .

Далi такими ж мiркуваннями як i в частинi а) легко встановити, що ϕn(x0)−ϕ(x0) ∈
W при n ≥ N .

4. Простiр S(X × Y ) i деякi позначення. Нехай X i Y — компактнi простори.
Символом S(X × Y ) ми позначимо локально опуклий простiр CC(X × Y ) всiх нарiзно
неперервних функцiй f : X × Y → R з топологiєю пошарово рiвномiрної збiжностi, що
породжується сукупнiстю переднорм N (X, Y ) = {‖ · ‖x : x ∈ X} ∪ {‖ · ‖y : y ∈ Y }, де
‖f‖x = ‖fx‖∞, fx = f(x, ·), fy = f(·, y) i ‖g‖∞ = maxt∈T |g(t)| для неперервної функцiї
g : T → R, заданої на компактному просторi T , а символом C(X × Y ) простiр усiх
сукупно неперервних функцiй f : X × Y → R, що є лiнiйним пiдпростором простору
S(X × Y ). Для функцiї f : X × Y → R символом C(f) позначається множина всiх тих
точок p = (x, y) ∈ X × Y , в яких f сукупно неперервна, D(f) = (X × Y )\C(f) — це
множина точок розриву функцiї f . Крiм того, покладемо CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆
C(f)}. Якщо prX : X × Y → X, prX(x, y) = x, — це проекцiя на вiсь X, то CY (f) =
X\ prX(D(f)).

5. Апроксимацiя нарiзно неперервних функцiй. Приступимо до побудови сукупно
неперервних функцiй, якi добре апроксимують нарiзно неперервнi функцiї. Нагадаємо,
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що для функцiй f : X → R i g : Y → R символом f ⊗g позначається функцiя f ⊗g : X×
Y → R, що визначається формулою (f ⊗ g)(x, y) = f(x)g(y).

Лема 1. Нехай A = {a1, . . . , an} i a = a0 < a1 < . . . < an+1 = b, X = [a, b], Y —
топологiчний простiр, f : X×Y → R— функцiя, яка неперервна вiдносно другої змiнної,
ϕ : X → C(Y ), ϕ(x) = fx, — асоцiйоване з f вiдображення, ψ = LAϕ i g(x, y) = ψ(x)(y).
Тодi вiдображення g : X × Y → R сукупно неперервне.

Доведення. Оскiльки ψ — це ламана з вузлами (ak, ϕ(ak)), то для кожного k ∈
{0, 1, . . . , n} звуження ψ|[ak,ak+1] — це прямолiнiйний шлях у просторi C(Y ), що з’єднує
точки ϕ(ak) i ϕ(ak+1). Використавши формули п. 3, отримаємо, що при ak ≤ x ≤ ak+1

ψ(x) = λk(x)ϕ(ak) + µk(x)ϕ(ak+1),

де λk(x) = ak+1−x
ak+1−ak

i µk(x) = x−ak
ak+1−ak

. Тому для точок (x, y) ∈ Ek = [ak, ak+1]× Y будемо
мати g(x, y) = ψ(x)(y) = λk(x)fak(y)+µk(x)fak+1(y) = (λk⊗fak +µk⊗fak+1)(x, y). Оскiль-
ки функцiї λk, µk : [ak, ak+1]→ R лiнiйнi, то вони неперервнi. Функцiї fak , fak+1 : Y → R
теж неперервнi, бо функцiя f неперервна вiдносно другої змiнної. В такому разi тен-
зорнi добутки λk ⊗ fak i µk ⊗ fak+1 сукупно неперервнi, а тому такою буде i їх сума
g|Ek

= λk ⊗ fak + µk ⊗ fak+1 . Але множини Ek замкненi в X × Y i X × Y =
⋃n

k=1Ek.
Оскiльки всi звуження g|Ek

сукупно неперервнi, то такою ж буде i функцiя g.

Лема 2. Нехай X — множина, Y — топологiчний векторний простiр, fn : X → Y , n ∈ N,
f : X → Y — вiдображення такi, що fn ⇒ f на X, а g : Y → R — лiнiйний неперервний
функцiонал. Тодi hn = g ◦ fn ⇒ g ◦ f = h на X.

Доведення легко випливає з означень.
Символом Cu(Y ) позначимо банаховий простiр усiх неперервних функцiй g : Y → R,

заданих на компактному просторi Y , з рiвномiрною нормою ‖ · ‖∞, а символом Cp(Y )
— локально опуклий простiр неперервних функцiй g : Y → R з топологiєю поточкової
збiжностi, що задається сукупнiстю переднорм qy(g) = |g(y)|, y ∈ Y .

Теорема 3. Нехай X = [a, b], Y — компактний простiр, f ∈ S(X × Y ), ϕ(x) = fx на X,
множини A i An — такi ж, як в теоремi 2, ϕn = LAnϕ i fn(x, y) = ϕn(x)(y) на X × Y .
Тодi fn ∈ C(X × Y ) для кожного n, (fn)y ⇒ fy на X для кожного y ∈ Y , fx

n ⇒ fx для
кожного x з CY (f) i fx

n = fx для кожного x ∈ Ã = A ∪ {a, b}, починаючи з деякого
номера N = N(x).

Доведення. Згiдно з лемою 1 функцiї fn : X×Y → R неперервнi за сукупнiстю змiнних.
Вiзьмемо y ∈ Y i доведемо, що (fn)y ⇒ fy на X. Оскiльки функцiя f : X × Y → R

нарiзно неперервна, то асоцiйоване з нею вiдображення ϕ : X → Cp(Y ) буде неперерв-
ним. Простiр Cp(Y ) є локально опуклим топологiчним векторним простором, тому
ϕn ⇒ ϕ на X за пунктом а) теореми 2. Функцiонал δy(g) = g(y) лiнiйний i непе-
рервний на Cp(Y ) для кожного y ∈ Y . Тому δy ◦ ϕn ⇒ δy ◦ ϕ на X за лемою 2. Але
(δy ◦ ϕn)(x) = δy(ϕn(x)) = ϕn(x)(y) = fn(x, y) i так само (δy ◦ ϕ)(x) = f(x, y).

Це показує, що δy ◦ϕn = (fn)y i δy ◦ϕ = fy, отже, (fn)y ⇒ fy на X для кожного y ∈ Y .
Вiзьмемо x ∈ CY (f) i доведемо, що fx

n ⇒ fx на Y . Розглянемо асоцiйоване з f
вiдображення ϕ як функцiю ϕ : X → Cu(Y ), що набуває значень у банаховому просторi
Cu(Y ). Як добре вiдомо, C(ϕ) = CY (f), отже, вiдображення ϕ : X → Cu(Y ) неперервне
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в точцi x. Але тодi ϕn(x)→ ϕ(x) в Cu(Y ) за пунктом б) теореми 2, тобто fx
n = ϕn(x) ⇒

ϕ(x) = fx на Y .
Нарештi, нехай x ∈ Ã. Тодi iснує такий номер N , що x ∈ Ãn = An ∪ {a, b}, як тiльки

n ≥ N . За побудовою ϕn(x) = ϕ(x), якщо x ∈ Ãn. Тому fx
n = fx при n ≥ N .

З теореми 3 легко виводиться

Теорема 4. НехайX = [a, b], Y — компактний простiр i f ∈ S(X×Y ), причому проекцiя
prX(D(f)) не бiльш, нiж злiченна. Тодi iснує така послiдовнiсть функцiй fn ∈ C(X×Y ),
що fn → f у просторi S(X × Y ).

Доведення. За умовою проекцiя B = prX(D(f)) не бiльш нiж злiченна. Виберемо
злiченну множину C, яка щiльна в iнтервалi (a, b) i лежить у ньому. Тодi множина
A = (B ∪C)\{a, b} мiститься в iнтервалi (a, b) i щiльна в ньому. Нехай A = {ak : k ∈ N},
причому ak 6= aj при k 6= j, i An = {a1, . . . , an}. Розглянемо функцiї fn, побудованi в
теоремi 3. Вони неперервнi, (fn)y ⇒ fy на X для кожного y ∈ Y i fx

n ⇒ fx на Y для
кожного x ∈ Ã = A ∪ {a, b}, адже fx

n = fx при n ≥ N(x). За побудовою Ã = B ∪C ⊇ B,
отже, X\Ã ⊆ X\B = CY (f). Тому i для кожного x ∈ X\Ã будемо мати, що fx

n ⇒ fx

на Y . Таким чином, fn → f у просторi S(X × Y ), що i треба було довести.

Теореми 3 i 4 були доведенi у [5] для Y = [0, 1].
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