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In the paper the two-step secant type method for solving nonlinear operator equations under
the generalized Lipschitz condition for divided difference is investigated. The convergence order
and the radius of the convergence domain of the iterative process are established.

С. М. Шахно, Г. П. Ярмола. О двухшаговом методе типа хорд для решения нелинейных
уравнений // Мат. Студiї. – 2014. – Т.42, №1. – C.84–88.

В работе исследован двухшаговый метод типа хорд для решения нелинейных оператор-
ных уравнений при условии, что разделеные разности удовлетворяют обобщенное условие
Липшица. Определены порядок и радиус области сходимости итерационного процесса.

1. Вступ. Розглянемо нелiнiйне рiвняння

F (x) = 0, (1)

де оператор F визначений на опуклiй множинiD банахового просторуX зi значеннями в
банаховому просторi Y . Для чисельного розв’язування рiвняння (1) нами запропоновано
двокроковий метод типу хорд ([7])

xk+1 = xk − F (uk; vk)−1F (xk),
yk+1 = xk+1 − F (uk; vk)−1F (xk+1), k ∈ {0, 1, 2, . . .}, (2)

де uk = xk+ak(yk−xk), vk = xk+bk(yk−xk), ak ∈ [−1, 1], bk ∈ [0, 1], F (uk; vk) — подiлена
рiзниця першого порядку оператора F , побудована за точками uk та vk. Частковими
випадками методу (2) є вiдомi методи. Вибираючи ak = 0.5, bk = 0.5 у формулi (2),
отримаємо диференцiальний метод з порядком збiжностi 1 +

√
2 ([1, 6, 9]), при ak = 0,

bk = 1, матимемо рiзницевий метод з порядком збiжностi 1 +
√
2 ([2, 4, 9]), якщо ж

ak = 0, bk = 0, то отримуємо класичний метод Ньютона-Канторовича ([3, 8]).
Особливiстю двокрокових методiв є те, що на кожнiй iтерацiї потрiбно лише один

раз знаходити оператор, обернений до подiленої рiзницi (похiдної), i з його допомогою
обчислити xk+1 i yk+1. Оскiльки основнi обчислювальнi затрати йдуть на знаходження
оберненого оператора, то кiлькiсть арифметичних операцiй на кожнiй iтерацiї зростає
неiстотно у порiвняннi з однокроковими методами.
2. Аналiз збiжностi. У цьому повiдомленнi за узагальнених умов Лiпшиця на подiленi
рiзницi дослiджено збiжнiсть методу типу хорд (2) i встановлено квадратичну швид-
кiсть збiжностi iтерацiйного процесу для сталих параметрiв, а при деякому виборi па-
раметрiв отримано порядок збiжностi 1 +

√
2.
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Нехай x i y — двi фiксованi точки зD. Лiнiйний оператор F (x; y) зX в Y називатиме-
мо подiленою рiзницею першого порядку для оператора F , побудованою за точками x i
y, якщо виконується рiвнiсть ([5])

F (x; y)(x− y) = F (x)− F (y).

Вважатимемо, що F (x;x) = F ′(x), де F ′ — похiдна Фреше оператора F .
Через B(x∗, r) = {x ∈ D : ‖x− x∗‖ < r} позначимо кулю радiуса r з центром в то-

чцi x∗, ρ(x) = ‖x− x∗‖.

Лема 1. Нехай додатна локально iнтегровна на [0,+∞) функцiя L та r > 0 задоволь-
няють умову

(2−a+|a|)r∫
0

L(z)dz ≤ 1, a ∈ [−1, 1].

Припустимо, що F має неперервну похiдну в B(x∗, r), iснує F ′(x∗)−1 i F ′(x∗)−1F (x; y)
задовольняє умову

(∀x, y ∈ D) : ‖F ′(x∗)−1F (x; y)− I‖ ≤
ρ(x)+ρ(y)∫

0

L(z)dz.

Тодi F (x; y) оборотна в D i

∥∥F (x; y)−1F ′(x∗)∥∥ ≤ (1− ρ(x)+ρ(y)∫
0

L(z)dz
)−1

.

Лема 2. Нехай L — додатна iнтегровна та монотонно неспадна функцiя на [0,+∞).
Тодi функцiя h(t) = 1

t

∫ t

0
L(z)dz є монотонно неспадною вiдносно t.

Доведення леми 1 проводиться повнiстю подiбно, як в [5, 6], а твердження леми 2 є
елементарним.

Наступна теорема встановлює порядок i радiус областi збiжностi методу (2) для
фiксованих параметрiв ak = a ∈ [−1, 1] i bk = b ∈ [0, 1].

Теорема 1. Нехай F — оператор, визначений на вiдкритiй опуклiй множинi D банахо-
вого простору X зi значеннями в банаховому просторi Y . Припустимо, що:

1) рiвняння (1) має розв’язок x∗ ∈ D, iснує похiдна за Фреше F ′(x∗) i вона є оборотна;

2) додатна локально iнтегровна на [0,+∞) функцiя L та числа r > 0 i a задовольня-
ють умову

0 <

(3−a+|a|)r∫
0

L(z)dz
/(

1−
(2−a+|a|)r∫

0

L(z)dz
)
≤ 1; (3)

3) в D оператор F має подiленi рiзницi першого порядку F (x; y), якi задовольняють
узагальнену умову Лiпшиця

(∀x, y, u, v ∈ D) :
∥∥F ′(x∗)−1[F (x; y)− F (u; v)]∥∥ ≤ ‖x−u‖+‖y−v‖∫

0

L(z)dz. (4)
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Тодi послiдовностi {xk}k≥0, {yk}k≥0, визначенi рекурентними спiввiдношеннями (2), збi-
гаються до x∗ для всiх x0, y0 ∈ B(x∗, r), при цьому

‖xk+1 − x∗‖ ≤ q1
(1 + |a| − b)ρ(xk) + (|a|+ b)ρ(yk)

(1 + 2|a|)ρmax

ρ(xk) (k ≥ 0), (5)

‖yk+1 − x∗‖ ≤
q2

ρ(x1)
ρ(xk)ρ(xk+1) (k ≥ 0), (6)

де ρmax = ρ(x0), а

q1 =

(1+2|a|)ρmax∫
0

L(z)dz

1−
(2−a+|a|)ρmax∫

0

L(z)dz

< 1, q2 =

ρ(x1)+(2−a+|a|)ρmax∫
0

L(z)dz

1−
(2−a+|a|)ρmax∫

0

L(z)dz

< 1.

Порядок збiжностi iтерацiйного процесу (2) не нижчий, нiж 2.

Доведення. Виберемо довiльнi x0, y0 ∈ B(x∗, r), де r задовольняє (3), i перевiримо, що
q1 < 1 i q2 < 1. Справдi, враховуючи лему 2, отримаємо

q1 =

(1+2|a|)ρmax∫
0

L(z)dz

1−
(2−a+|a|)ρmax∫

0

L(z)dz

(1 + 2|a|)ρmax

(1 + 2|a|)ρmax

≤

≤

(1+2|a|)r∫
0

L(z)dz

1−
(2−a+|a|)r∫

0

L(z)dz

(1 + 2|a|)ρmax

(1 + 2|a|)r
≤ ρmax

r
< 1,

q2 =

ρ(x1)+(2−a+|a|)ρmax∫
0

L(z)dz

1−
(2−a+|a|)ρmax∫

0

L(z)dz

ρ(x1) + (2− a+ |a|)ρmax

ρ(x1) + (2− a+ |a|)ρmax

≤

≤

(3−a+|a|)r∫
0

L(z)dz

1−
(2−a+|a|)r∫

0

L(z)dz

(3− a+ |a|)ρmax

(3− a+ |a|)r
≤ ρmax

r
< 1.

Якщо xk, yk ∈ B(x∗, r), то за формулами (2) одержуємо

xk+1 − x∗ = xk − x∗ − F (uk; vk)−1F (xk) = F (uk; vk)
−1F (x∗;x∗)×

×F (x∗;x∗)−1[F (uk; vk)− F (xk;x∗)](xk − x∗),
yk+1 − x∗ = xk+1 − x∗ − F (uk; vk)−1F (xk+1) = F (uk; vk)

−1F (x∗;x∗)×
×F (x∗;x∗)−1[F (uk; vk)− F (xk+1, x

∗)](xk − x∗).
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Позначимо gk = (1+ |a| − b)ρ(xk) + (|a|+ b)ρ(yk), tk = (2− a− b)ρ(xk) + (|a|+ b)ρ(yk),
gmax = (1 + 2|a|)ρmax, tmax = (2− a+ |a|)ρmax. Тодi, за лемою 1 i умовою (4) отримаємо

‖xk+1 − x∗‖ =
∥∥xk − x∗ − F (uk; vk)−1F (xk)∥∥ ≤

≤
∥∥F (uk; vk)−1F (x∗;x∗)∥∥∥∥F (x∗;x∗)−1[F (uk; vk)− F (xk;x∗)](xk − x∗)∥∥ ≤

≤

‖uk−xk‖+‖vk−x∗‖∫
0

L(z)dz

1−
‖uk−x∗‖+‖vk−x∗‖∫

0

L(z)dz

ρ(xk) ≤

gk∫
0

L(z)dz

1−
tk∫
0

L(z)dz

ρ(xk),

‖yk+1 − x∗‖ =
∥∥xk+1 − x∗ − F (uk; vk)−1F (xk+1)

∥∥ ≤
≤
∥∥F (uk; vk)−1F (x∗;x∗)∥∥∥∥F (x∗;x∗)−1[F (uk; vk)− F (xk+1;x

∗)](xk+1 − x∗)
∥∥ ≤

≤

‖uk−xk+1‖+‖vk−x∗‖∫
0

L(z)dz

1−
‖uk−x∗‖+‖vk−x∗‖∫

0

L(z)dz

ρ(xk+1) ≤

ρ(xk+1)+tk∫
0

L(z)dz

1−
tk∫
0

L(z)dz

ρ(xk+1).

Прийнявши k = 0, отримаємо

‖x1 − x∗‖ ≤ q1 ‖x0 − x∗‖ < ‖x0 − x∗‖ < r, ‖y1 − x∗‖ ≤ q2 ‖x1 − x∗‖ < ‖x1 − x∗‖ < r.

Тобто, x1, y1 ∈ B(x∗, r). Повторюючи це мiркування, за методом математичної iндукцiї
встановлюємо, що, визначенi за допомогою (2), xk, yk (k ≥ 0) належать до B(x∗, r), а
ρ(xk) i ρ(yk) монотонно спадають. Далi, за лемою 2, для всiх k ∈ {0, 1, . . .} маємо

‖xk+1 − x∗‖ ≤

gk∫
0

L(z)dz

1−
tk∫
0

L(z)dz

ρ(xk)
gk
gk
≤

gmax∫
0

L(z)dz

1−
tmax∫
0

L(z)dz

ρ(xk)
gk
gmax

=

= q1
(1 + |a| − b)ρ(xk) + (|a|+ b)ρ(yk)

(1 + 2|a|)ρmax

ρ(xk),

‖yk+1 − x∗‖ ≤

ρ(xk+1)+tk∫
0

L(z)dz

1−
tk∫
0

L(z)dz

ρ(xk+1)
ρ(xk+1) + tk
ρ(xk+1) + tk

≤

≤

ρ(x1)+tmax∫
0

L(z)dz

1−
tmax∫
0

L(z)dz

ρ(xk+1)
ρ(xk+1) + tk
ρ(x1) + tmax

≤ q2
ρ(x1)

ρ(xk)ρ(xk+1).

Отже, справджуються оцiнки (5) i (6). Оскiльки ρ(yk) ≤ ρ(xk) i ρ(xk+1) ≤ ρ(xk), то

‖xk+1 − x∗‖ ≤
q1
ρmax

‖xk − x∗‖2 , ‖yk+1 − x∗‖ ≤
q2

ρ(x1)
‖xk − x∗‖2 .

Звiдси випливає, що порядок збiжностi iтерацiйного процесу (2) не нижчий, нiж 2.
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Наслiдок 1. У випадку ak = O(‖yk − x∗‖) та bk = 1 порядок збiжностi методу (2)
дорiвнює 1 +

√
2.

Доведення. Справдi, з оцiнок (5) i (6) маємо

‖xk+1 − x∗‖ ≤
(1 + a0 +O(1)ρ(x0))

(1 + 2a0)ρmax

q1ρ(yk)ρ(xk), ‖yk+1 − x∗‖ ≤
q2

ρ(x1)
ρ(xk)ρ(xk+1). (7)

Позначимо

αk = ‖xk − x∗‖, βk = ‖yk − x∗‖, C1 =
(1 + a0 +O(1)ρ(x0))

(1 + 2a0)ρ(y0)
q1, C2 =

q2
ρ(x1)

.

З (7) отримаємо αk+1 ≤ C1αkβk, βk+1 ≤ C2αk+1αk. Тодi iснують стала C > 0 i номер
N ≥ 0 такi, що для k ≥ N αk+1 ≤ Cα2

kαk−1. З цiєї нерiвностi отримуємо рiвняння для
визначення порядку збiжностi t2 − 2t − 1 = 0. Звiдси випливає, що порядок збiжностi
методу (2)(єдиний додатний корiнь рiвняння) дорiвнює 1 +

√
2.
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