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For a real functions f ∈ Cn[a, b] such that |Lnf(x)| ≥ δ on [a, b], where Ln is a di-
fferential expression, namely Ln = (d/dx + λ1) · · · (d/dx + λn) with real λ1, . . . , λn, we find
a Lebesgue measure estimate for the level set GLn

(ε, δ; f) = {x ∈ [a, b] : |f(x)| < ε}. In parti-

cular, we establish the inequality measGLn
(ε, δ; f) ≤ min{b − a, n

√
2n+1 n

√
qnε/δ}, where

qn =
∏n

r=1
|λr|(b−a)/2

th |λr|(b−a)/2 .

В. С. Илькив. Мера множества уровня решений обыкновенных дифференциальных урав-

нений с постоянными коэффициентами // Мат. Студiї. – 2014. – Т.41, №2. – C.146–156.

Для действительных функций f ∈ Cn[a, b] таких, что |Lnf(x)| ≥ δ на [a, b], где Ln

— дифференциальное выражение Ln(d/dx) = (d/dx + λ1) · · · (d/dx + λn) с действитель-
ными λ1, . . . , λn, найдена оценка меры Лебега множества уровня GLn

(ε, δ; f) = {x ∈
[a, b] : |f(x)| < ε} функции f . В частности, установлено такое неравенство measGLn

(ε, δ; f)

≤ min{b− a, n
√
2n+1 n

√
qnε/δ}, где qn =

∏n
r=1

|λr|(b−a)/2
th |λr|(b−a)/2 .

1. Вступ. Проблема оцiнювання мiри множини {x : |f(x)| < ε} рiвня ε > 0 гладкої
функцiї f : [a, b] → R, де [a, b] ⊂ R, часто виникає при розв’язуваннi рiзних задач теорiї
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними ([2]–[5]), теорiї функцiй ([14]–[16],
[18]–[20]), теорiї мiри та iнтеграла ([17]), метричної теорiї чисел ([10]–[13]).

Лише умов гладкостi функцiї є недостатньо для встановлення змiстовної оцiнки цiєї
мiри, оскiльки для довiльного вiдрiзка [a, b] додатної довжини у множинi нескiнченно
диференцiйовних фiнiтних на [a, b] функцiй iснує безлiч таких, мiра множини рiвня ε
яких набуває наперед задане значення α з вiдрiзка [0, b− a). Це, наприклад, невiд’ємнi
функцiї зi значенням ε на вiдрiзку [a+α/2, b−α/2] i довiльними меншими значеннями
в iнших точках вiдрiзка [a, b].

З iншого боку, для неперервно диференцiйовної функцiї f , яка на промiжку [a, b]
задовольняє умову |f ′(x)| ≥ δ, для довiльних точок α та β з множини рiвня ε цiєї
функцiї за формулою Лаґранжа

f(β)− f(α) = f ′(γ)(β − α), α < γ < β, γ = γ(α, β),

отримуємо, що мiра Лебега meas{x ∈ [a, b] : |f(x)| < ε} ≤ 2ε/δ. З формули Лагранжа
також випливає, що якщо |f ′(x)| ≤ δ на [a, b] i α та β належать до замикання множини
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рiвня ε > 0 i |f(α)| = |f(β)| = ε, f(α)f(β) < 0, то справджується така ж оцiнка, але
знизу. Тобто, значення похiдної функцiї f може iстотно впливати на величину мiри її
множини рiвня. Подiбне стосується i похiдних вищого порядку.

Нехай Cδ,n[a, b] — пiдмножина функцiй f з простору Cn[a, b] таких, що |f (n)(x)| ≥ δ
на промiжку [a, b]. В [1] доведено, що

sup
{
meas{x ∈ [a, b] : |f(x)| < ε} : f ∈ Cδ,n[a, b]

}
= min

{
b− a, 4 n

√
n!/2 · n

√
ε/δ

}
, n ∈ N.

Оцiнку
meas{x ∈ [a, b] : |f(x)| < ε} < Cn

n
√

ε/δ (1)

вперше встановлено у вiдомiй лемi Пяртлi з [4] для функцiй f ∈ Cn+1[a, b] ∩ Cδ,n[a, b] i
досить малих додатних чисел ε зi сталою Cn = n

√
2(2n + 1)(2n − 2). В [5] послаблено

умови гладкостi функцiї f i знято обмеження на ε. У подальшому значення сталої Cn

неодноразово уточнювалось ([6]–[13], [21]). Отримане при цьому в [8] найменше значення
сталої Cn = 2n мало вiдрiзняється вiд точного значення 4 n

√
n!/2.

Лема Пяртлi є подiбною до леми Картана ([14, 15, 20, 18, 19]), яка встановлює оцiн-
ку мiри множини рiвня для многочленiв степеня n на комплекснiй площинi; вказана
множина обмежена лемнiскатою i називається лемнiскатною областю ([14, с. 267–276]).
Ця оцiнка застосовується при дослiдженнi властивостей цiлих i мероморфних функцiй
([14]–[16], [19, 20]), в теорiї мiри ([17]), де виникають винятковi множини. Такi множи-
ни часто мають фрактальну природу i їхня величина оцiнюється також розмiрнiстю
Хаусдорфа ([22, с. 11]).

Подальшi узагальнення леми Пяртлi стосуються перенесення результату на кла-
си функцiй та вектор-функцiй вiд багатьох змiнних ([7], [9]–[13]) за умови, що деяка
похiдна, або похiднi вiдмiннi вiд нуля на вiдрiзку [a, b], та для класiв функцiй, дiя ди-
ференцiального виразу на якi не перетворюється в нуль на цьому ж вiдрiзку. Зокрема,
для функцiї f , що задовольняє на вiдрiзку [a, b] умову |Ln(d/dx)f(x)| ≥ δ, в [9] доведено
таку нерiвнiсть

meas{x ∈ [a, b] : |f(x)| < ε} ≤ min
{
b− a, n

√
2n+1e(b−a)λ n

√
ε/δ

}
, (2)

де Ln(λ) = (λ+ λ1) · · · (λ+ λn), λ1, . . . , λn — рiзнi дiйснi числа, а λ = 1
n

∑n
j=1 |λj|.

Подiбнi оцiнки встановлено в [9] для многочлена Ln з дiйсними кратними коренями
та диференцiальних виразiв зi змiнними коефiцiєнтами

Ln

( d

dx

)
=

( d

dx
+ u1(x)

)n1

· · ·
( d

dx
+ uk(x)

)nk

,

де n1 + · · ·+ nk = n, u1, . . . , uk — дiйснi функцiї на [a, b].
У данiй статтi доведемо нерiвнiсть, яка iстотно покращує оцiнку (2), а при n = 1

перетворюється у точну рiвнiсть.

2. Позначення. Нехай λ1, . . . , λn — дiйснi числа, при цьому |λ1| ≥ · · · ≥ |λn|. Для
j ∈ {1, . . . , n} позначимо

Lj(−λ) = (λj − λ) · · · (λ1 − λ), L(j)(−λ) = (λj − λ), (3)

gj(x) = Lj

( d

dx

)
f(x), g(j)(x) = L(j)

( d

dx

)
f(x). (4)

Нехай Cδ,M(S) множина функцiй f ∈ Cm[a, b], що задовольняють умову
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∣∣∣M
( d

dx

)
f(x)

∣∣∣ ≥ δ, x ∈ S,

де δ > 0, m ∈ N, S ⊂ [a, b], M = M( d
dx
) — диференцiальний вираз степеня m.

Розглядаємо задачу встановлення оцiнки зверху величини мiри множини

GLn
(ε, δ; f) := {x ∈ [a, b] : |f(x)| < ε}. (5)

рiвня ε > 0 функцiї f ∈ Cδ,Ln
[a, b]. Зауважимо, що якщо f ∈ Cδ,Ln

[a, b], то gn(x) 6= 0 на
[a, b], (−f) ∈ Cδ,Ln

[a, b] i GLn
(ε, δ;−f) = GLn

(ε, δ; f). Тому, не зменшуючи загальностi
мiркувань, в задачi, що розглядається, досить лише розглянути випадок, коли замiсть
умови |Ln(

d
dx
)f(x)| ≥ δ на функцiю f ∈ Cδ,Ln

[a, b] накладено умову

Ln

( d

dx

)
f(x) ≥ δ, x ∈ [a, b]. (6)

3. Основний результат. Додатну парну функцiю q вiд дiйсного аргумента λ i невiд’-
ємнi числа ξ1, . . . , ξn задамо формулами

q(λ) =
ξ(λ)

th ξ(λ)
, q(0) = 1, ξ1 = ξ(λ1), . . . , ξn = ξ(λn), (7)

де ξ(λ) = |λ|(b− a)/2, а числа q0, q1, . . . , qn i q∗1, . . . , q
∗
n визначимо так:

q1 = q(λ1), qj = qj−1q(λj) = q(λ1) · · · q(λj), j ∈ {2, . . . , n},

q0 =

√
21−n n

√
qn

b− a
, q∗r =

√
21−n n

√
qn/q(λr)

b− a
= q0/

n
√
q(λr), r ∈ {1, . . . , n}.

Нескладно переконатись, що

x < x/th x < x+ 1 (x > 0),

при цьому пряма y = x є асимптотою для графiка функцiї y = x/th x.

Основний результат статтi сформулюємо у виглядi такої теореми.

Теорема 1. Нехай ε > 0, δ > 0, n ∈ N \ {1}. Якщо λn 6= 0, то для довiльної функцiї
f ∈ Cδ,Ln

[a, b] справджується нерiвнiсть

measGLn
(ε, δ; f) ≤ min

{
b− a, Fn(ε/δ, λ1, . . . , λn)

}
=

{
Fn(ε/δ, λ1, . . . , λn), ε < εn,

b− a, ε ≥ εn,
(8)

де

Fn(α, λ1, . . . , λn) = 2n(b− a) min
π∈Πn

n∑

r=1

1

2rξπr

arth
(
2rq0

n
√
α th ξπr

)
, (9)

π = (π1, . . . , πn) — перестановка чисел (1, . . . , n), Πn — множина всiх таких перестановок,
а εn = εn(δ, λ1, . . . , λn) — корiнь рiвняння

Fn(εn/δ, λ1, . . . , λn) = b− a. (10)
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Зауваження 1. Кожен доданок 1
2rξπr

arth
(
2rq0 n

√
α th ξπr

)
у формулi (9) є неперервною

парною функцiєю за змiнною ξπr
з граничним значенням q∗πr

n
√
α у точцi ξπr

= 0. Тому,

якщо |λν | > 0 = λν+1 для деякого 1 ≤ ν ≤ n−1, то q0 =
√
21−n n

√
qν

b−a
,

Fn(α, λ1, . . . , λn) = Fn(α, λ1, . . . , λν , 0, . . . , 0) =
√
2n+1(n− ν) n

√
qνα +

+ 2n(b− a) min
π∈Πν

ν∑

r=1

1

2rξπr

arth
(
2rq0

n
√
α th ξπr

)
,

зокрема, Fn(α, λ1, 0, . . . , 0) =
√
2n+1(n− 1) n

√
q1α + 2n

|λ1| arth
(
2q0 n

√
α th ξ1

)
, i

Fn(α, 0, . . . , 0) = n
√
2n+1 n

√
α, εn(δ, 0, . . . , 0) =

δ√
2n+1

(b− a

n

)n

.

4. Доведення основного результату. Для доведення теореми 1 використаємо наступ-
не твердження, яке встановлює точне значення максимальної величини мiри множини
GL1(ε, δ; f) для функцiй f ∈ Cδ,L1[a, b].

Теорема 2. Для довiльних ε > 0 та δ > 0 справджується рiвнiсть

sup
{
measGL1(ε, δ; f) : f ∈ Cδ,L1[a, b]

}
= min

{
b− a,

2

|λ1|
arth

|λ1|ε
δ

}
, (11)

зокрема для λ1 = 0 права частина рiвностi дорiвнює вiдповiдному граничному (при
λ1 → 0) значенню min{b− a, 2ε/δ}.

Доведення. Нехай f̃ ∈ C1,L̃1
[ã, b̃], де L̃1

(
d
dy

)
= d

dy
+ λ̃1, λ̃1 ∈ R, b̃ > ã, а y1 = inf GL̃1

(1, 1; f̃)

i y2 = supGL̃1
(1, 1; f̃) — iнфiмум та супремум множини GL̃1

(1, 1; f̃). Тодi, за формулою

(5) маємо |f̃(yj)| ≤ 1 для j ∈ {1, 2}. З формули (6) та рiвностей

g̃1(y) ≡ L̃1

( d

dy

)
f̃(y) = f̃ ′(y) + λ̃1f̃(y) = e−λ̃1y

(
eλ̃1yf̃(y)

)′

при λ̃1 6= 0 випливають спiввiдношення

0 <
eλ̃1y2 − eλ̃1y1

λ̃1

=

∫ y2

y1

eλ̃1y dy ≤
∫ y2

y1

eλ̃1y g̃1(y) dy = eλ̃1y2 f̃(y2)−eλ̃1y1 f̃(y1) < eλ̃1y2+eλ̃1y1 ,

а при λ̃1 = 0 нерiвнiсть y2 − y1 < 2. Звiдси отримуємо нерiвнiсть th (y2−y1)|λ̃1|
2

< |λ̃1| i,

за умови |λ̃1| < 1, оцiнку measGL̃1
(1, 1; f̃) ≤ y2 − y1 < 2

|λ̃1|
arth |λ̃1|, права частина якої

прямує до 2 при |λ̃1| → 0 i необмежено зростає при |λ̃1| → 1. Отже, доведено нерiвнiсть

measGL̃1
(1, 1; f̃) ≤ min

{
b̃− ã,

2

|λ̃1|
arth |λ̃1|

}
. (12)

Побудуємо функцiї, для яких нерiвнiсть (12) перетворюється в рiвнiсть. У випадку

λ̃1 > 0 розглянемо функцiю

f̃13(y) = 1/λ̃1 −
(
1 + 1/λ̃1

)
eλ̃1(ã−y), (13)
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для якої f̃13(ã) = −1 i f̃13(y) = 1 у точцi y = ã− 1

λ̃1
ln 1−λ̃1

1+λ̃1
= ã + 2

λ̃1
arth λ̃1.

Функцiя (13) монотонно зростає (f̃ ′
13(y) = (λ̃1 + 1)eλ̃1(ã−y) > 0 на R) та є розв’язком

рiвняння L̃1(
d
dy
)f̃13(y) = 1, тобто, f̃13 ∈ C1,L̃1

[ã, b̃] i для мiри measGL̃1
(1, 1; f̃13) нестрога

нерiвнiсть (12) справджується як рiвнiсть.

Якщо ж λ̃1 < 0, то використовуємо функцiю

f̃14(y) = 1/λ̃1 +
(
1− 1/λ̃1

)
eλ̃1(̃b−y). (14)

Вона також монотонно зростає (f̃ ′
14(y) = (1−λ̃1)e

λ̃1 (̃b−y) > 0 на R), є розв’язком диферен-

цiального рiвняння L̃1(
d
dy
)f̃14(y) = 1, f̃14(̃b) = 1 i f̃14(y) = −1 у точцi y = b̃− 1

λ̃1
ln 1+λ̃1

1−λ̃1
=

b̃− 2

λ̃1
arth λ̃1. Тому, f̃14 ∈ C1,L̃1

[ã, b̃] i в (12) маємо рiвнiсть.

У випадку λ̃1 = 0 екстремальнi властивостi мають, наприклад, функцiї f̃15, якi отри-
муються граничним переходом з функцiй f̃13 та f̃14, вiдповiдно, при λ̃1 → 0:

f̃15(y) = y − ã− 1, f̃15(y) = y − b̃+ 1. (15)

При цьому L̃1(
d
dy
)f̃15(y) = 1, measGL̃1

(1, 1; f̃15) = min{b̃ − ã, 2}, f̃15(ã) = −1, f̃15(̃b) = 1,
вiдповiдно.

Теорему 2 доведено для ε = δ = 1 i довiльного вiдрiзка [ã, b̃] та λ̃1. Доведення
теореми 2 для довiльних значень ε > 0 та δ > 0 отримуємо за допомогою такої леми.

Лема 1. Нехай f ∈ Cδ,Ln
[a, b], f̃(y) = 1

ε
f
(
y n
√

ε/δ
)
, ε > 0, δ > 0, а змiнну y та сталi ã, b̃,

λ̃1, . . . , λ̃n визначає така система рiвностей y
x
= ã

a
= b̃

b
= λ1

λ̃1
= · · · = λn

λ̃n
= n

√
δ/ε . Якщо

L̃n(
d
dy
) = ( d

dy
+ λ̃1) · · · ( d

dy
+ λ̃n), то f̃ ∈ C1,L̃n

[ã, b̃] i

measGLn
(ε, δ; f) = n

√
ε/δ ·measGL̃n

(1, 1; f̃). (16)

Доведення леми 1. При вiдображеннi x 7→ y = x n
√

δ/ε, яке є бiєктивним, довжина ко-

жного вiдрiзка домножується на число n
√

δ/ε. Якщо x̂ ∈ GLn
(ε, δ; f), то ŷ = x̂ n

√
δ/ε ∈

[ã, b̃] i

|f̃(ŷ)| = 1

ε

∣∣f
(
ŷ n
√
ε/δ

)∣∣ = 1

ε

∣∣f
(
x̂
)∣∣ ≤ 1.

Якщо Ln(λ) = λn +
∑n

j=1 ϕjλ
n−j, то L̃n(λ) = λn +

∑n
j=1(ε/δ)

j/nϕjλ
n−j i з рiвностей

dj f̃(y)
dyj

= 1
ε
( ε
δ
)j/nf (n)

(
y n
√
ε/δ

)
, де j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, випливає, що

∣∣∣L̃n

( d

dy

)
f̃(y)

∣∣∣ =
∣∣∣f̃ (n)(y) +

n∑

j=1

(ε
δ

)j/n

ϕj f̃
(n−j)(y)

∣∣∣ = 1

ε
· ε
δ

∣∣∣Ln

( d

dy

)
f(y)

∣∣∣ ≥ 1

δ
· δ = 1,

тобто, f̃ ∈ C1,L̃n
[ã, b̃] i ŷ ∈ GL̃n

(1, 1; f̃).

З формули (16) для n = 1 та f̃(y) = 1
ε
f(yε/δ) i формули (12) маємо

measGL1(ε, δ; f) =
ε

δ
measGL̃1

(1, 1; f̃) ≤

≤ ε

δ
min

{
b̃− ã,

2

|λ̃1|
arth |λ̃1|

}
= min

{
b− a,

2

|λ1|
arth

|λ1|ε
δ

}
.
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Рiвнiсть у формулi (11) досягається на функцiях fα(x) = εf̃α(xδ/ε), де залежно вiд
знаку числа λ1 iндекс α дорiвнює 13, 14 або 15.

Для доведення теореми 1 тепер достатньо розглянути лише значення ε = 1 i δ = 1,
функцiю f̃ ∈ C1,L̃n

[ã, b̃] i оператор L̃n з леми 1.

Доведення теореми 1. Якщо f̃ ∈ C1,L̃n
[ã, b̃], λn 6= 0 i

g̃n = L̃n(d/dx)f̃ = L̃(n)(d/dx)L̃n−1(d/dx)f̃ = L̃(n)(d/dx)g̃n−1,

то λ̃n 6= 0 i функцiя g̃n−1 належить до множини C1,L̃(n)
[ã, b̃]. Таку властивiсть викори-

стовуємо далi у доведеннi теореми.
Для цього подiлимо вiдрiзок [ã, b̃] на 2n+1−1 частин — не бiльше, нiж 2n, замкнених

i не бiльше, нiж 2n − 1, вiдкритих промiжкiв ненульової довжини, або одноточкових
чи порожнiх множин. Iнтервали (чи, вiдповiдно, порожнi множини) позначаємо Iβα , де
α ∈ {0, 1, . . . , n−1}, а β ∈

{
1, . . . , 2n−α−1

}
, i вибираємо їх, виконуючи n крокiв i вводячи

n− 1 додатних параметрiв σ1, . . . , σn−1.
На першому кроцi вибираємо множину I1n−1. Нехай I1n−1 = I1n−1(σn−1) — опукла

оболонка множини тих x ∈ [ã, b̃], що |g̃n−1(x)| < σn−1, де σn−1 — додатний параметр,
значення якого буде вибрано далi. Отже, I1n−1 є або iнтервалом, на кiнцях якого g̃n−1 не

перевищує σn−1, або порожньою множиною. У залежностi вiд σn−1 множина [ã, b̃] \ I1n−1

є диз’юнктним об’єднанням двох замкнених промiжкiв додатної довжини (лiвого J1
n−1

i правого J2
n−1), якщо I1n−1 — промiжок, що не має спiльних кiнцiв з промiжком [ã, b̃], в

iншому випадку одна з множин J1
n−1 та J2

n−1, або обидвi множини є порожнiми чи одно-

точковими множинами. Якщо Jr
n−1 — промiжок, де r ∈ {1, 2}, то f̃ ∈ Cσn−1,L̃n−1

(Jr
n−1).

Перший крок можна зобразити (рис. 1) у виглядi бiнарного графа (дерева) i списку
з трьох вершин J1

n−1, I
1
n−1 та J2

n−1, отриманого обходом графа злiва направо (inorder),

якi (знову злiва направо) зображають порядок подiлу вiдрiзка [ã, b̃] на три частини.

ã b̃
J1
n−1 J2

n−1

I1n−1

J1
n−1 J2

n−1

I1n−1

Рис. 1: Граф i подiл вiдрiзка [ã, b̃] на першому кроцi.

На другому кроцi подiлимо на три частини кожну з двох множин J1
n−1 та J2

n−1,
зокрема, частини J1

n−2, I
1
n−2, J

2
n−2 i J3

n−2, I
2
n−2, J

4
n−2, де Irn−2 = Irn−2(σn−1) для r ∈ {1, 2}

є опуклою оболонкою множини тих x ∈ Jr
n−1, що |g̃n−2(x)| < σn−2, тобто iнтервалом, на

кiнцях якого |g̃n−2| не перевищує σn−2, або порожньою чи одноточковою множиною. За

побудовою f̃ ∈ Cσn−2,L̃n−2
(Jr

n−2) для r ∈ {1, 2, 3, 4}. Першi два кроки зобразимо у виглядi
графа на рис. 2.

На кроцi з номером j подiлимо кожну з множин Jr
n−j+1, де r ∈ {1, . . . , 2j−1}, на

три частини J2r−1
n−j , Irn−j , J

2r
n−j, де Irn−j = Irn−j(σn−j), при цьому множина Irn−j є опуклою

оболонкою тих x ∈ Jr
n−j+1, що |g̃n−j(x)| < σn−j , а σn−j — додатний параметр. Тобто,

Irn−j або iнтервал зi значеннями функцiї |g̃n−j(x)| на кiнцях не бiльшими вiд σn−j , або
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ã b̃

J1
n−2 J2

n−2 J3
n−2 J

4
n−2

I1n−2 I2n−2I1n−1

J1
n−2 J2

n−2 J3
n−2 J4

n−2

I1n−2 I2n−2

I1n−1

Рис. 2: Граф i подiл вiдрiзка [ã, b̃] на другому кроцi.

порожня чи одноточкова множина. Аналогiчно до попереднього, на промiжках Jr
n−j, де

r ∈ {1, . . . , 2j}, виконується умова f̃ ∈ Cσn−j ,L̃n−j
(Jr

n−j).

У результатi j крокiв отримуємо бiнарний граф з 2j+1−1 вершиною, зокрема такий
граф для j = 3 зображено на рис. 3.

J1
n−3 J2

n−3J
3
n−3 J4

n−3 J5
n−3 J6

n−3J
7
n−3 J8

n−3

I1n−3 I2n−3 I3n−3 I4n−3

I1n−2 I2n−2

I1n−1

Рис. 3: Граф на третьому кроцi — бiнарне дерево з 15-ма вершинами. Обхiд вершин за
штриховими стрiлками.

Для отримання послiдовного (злiва направо) розташування отриманих частин роз-

биття вiдрiзка [ã, b̃] здiйснюємо обхiд вiдповiдного графа злiва направо.
На n-му кроцi отримуємо 2n−1 множин Ir0 = Ir0(σ0) i на кiнцях iнтервалiв Ir0 функцiя

|f̃ | не перевищує σ0, а також f̃ ∈ Cσ0,L̃0
(Jr

0 ), де L̃0 — одиничний оператор. Тому, виби-
раючи σ0 = 1, маємо 2n множин Jr

0 , де r ∈ {1, . . . , 2n}, якi не перетинаються (мають

порожнiй перетин) з множиною GL̃n
(1, 1; f̃).

Звiдси отримуємо рiвнiсть

GL̃n
(1, 1; f̃) =

n−1⊔

α=0

2n−α−1⊔

β=1

(
GL̃n

(1, 1; f̃) ∩ Iβα
)
,

де знак
⊔

позначає диз’юнктне об’єднання множин, i, отже, рiвнiсть мiр

measGL̃n
(1, 1; f̃) =

n−1∑

α=0

2n−α−1∑

β=1

meas
(
GL̃n

(1, 1; f̃) ∩ Iβα
)
.

Оцiнюючи зверху, перейдемо до нерiвностi

measGL̃n
(1, 1; f̃) ≤

n−1∑

α=0

2n−α−1∑

β=1

meas Iβα . (17)
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Кожна з множин Iβα має нульову мiру, або є iнтервалом, на кiнцях якого |g̃α| не пере-
вищує σα, i g̃α ∈ Cσα+1,L̃(α+1)

(Iβα) для всiх β ∈ {1, . . . , 2n−α−1}, де вибираємо σn = 1. За

теоремою 2 для всiх множин Iβα з формули (17) отримаємо оцiнку

meas Iβα ≤ measGL̃(α+1)
(σα, σα+1; g̃α) ≤ min

{
b̃− ã,

2

|λ̃α+1|
arth

|λ̃α+1|σα

σα+1

}
. (18)

Нерiвностi (17) i (18) гарантують нерiвнiсть

measGL̃n
(1, 1; f̃) ≤ min

{
b̃− ã,

n−1∑

α=0

2n−α

|λ̃α+1|
arth

|λ̃α+1|σα

σα+1

}

для всiх векторiв ~σ = (σ1, . . . , σn−1) з додатними компонентами, де σ0 = σn = 1, з якої
випливає оцiнка

measGL̃n
(1, 1; f̃) ≤ min

{
b̃− ã, inf

~σ>0

n−1∑

α=0

2n−α

|λ̃α+1|
arth

|λ̃α+1|σα

σα+1

}
. (19)

На iнтервалi (0, 1

|λ̃α+1|
th ξ(λα+1)) змiнної τ функцiя 1

|λ̃α+1|
arth |λ̃α+1|τ монотонно зростає

вiд 0 до (̃b − ã)/2, а функцiя q(λα+1)τ − 1

|λ̃α+1|
arth |λ̃α+1|τ є додатною i перетворюється

в нуль на кiнцях iнтервалу, тому, для додатних σα i σα+1 можна написати нерiвнiсть

2n−α

|λ̃α+1|
arth

|λ̃α+1|σα

σα+1

≤ 2n−αq(λα+1)
σα

σα+1

, α ∈ {0, 1, . . . , n− 1},

з якої випливає така оцiнка

inf
~σ>0

n−1∑

α=0

2n−α

|λ̃α+1|
arth

|λ̃α+1|σα

σα+1
≤

n−1∑

α=0

2n−α

|λ̃α+1|
arth

|λ̃α+1|σ∗
α

σ∗
α+1

≤

≤
n−1∑

α=0

2n−αq(λα+1)
σ∗
α

σ∗
α+1

= inf
~σ>0

n−1∑

α=0

2n−αq(λα+1)
σα

σα+1
. (20)

Для знаходження точки ~σ∗ = (σ∗
1 , . . . , σ

∗
n−1) iнфiмуму у формулi (20) перейдемо до

вектора нових додатних змiнних ~γ = (γ1, . . . , γn−1) покладаючи γ1 = 2q(λn)σn−1, γα =
2αq(λn−α+1)

σn−α

σn−α+1
, α ∈ {2, . . . , n−1}. Тодi для α ∈ {1, . . . , n−1} справджуються рiвностi

σn−α =
γα

2αq(λn−α+1)
σn−α+1 =

γ1 · · ·γα√
2(α+1)α q(λn−α+1) · · · q(λn)

,

зокрема, σ1 =
γ1···γn−1q1√
2(n−1)n qn

, i рiвнiсть

n−1∑

α=0

2n−αq(λα+1)
σα

σα+1
= γ1 + · · ·+ γn−1 +

√
2(n+1)n qn

γ1 · · ·γn−1
.

Далi використаємо таку лему (лема 1 з [7]).
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Лема 2. Нехай γ1, . . . , γr−1 — додатнi змiннi, M > 0, p = p1 + · · · + pr, r, p1, . . . , pr —
натуральнi числа. Тодi функцiя змiнної ~γ = (γ1, . . . , γr−1)

R(~γ) = p1γ1 + · · ·+ pr−1γr−1 + prT (~γ),

де T (~γ) =
pr
√
M/γp1

1 . . . γ
pr−1

r−1 , набуває в точцi ~γ∗ = (γ∗, . . . , γ∗), γ∗ =
p√
M , свого єдиного

мiнiмального значення R(~γ∗) = pγ∗ = p
p√
M .

Тодi, з леми 2, де p = n, M =
√
2(n+1)n qn i p1 = · · · = pn = 1, випливає формула для

~γ∗ = (γ∗
1 , . . . , γ

∗
n−1):

inf
~γ>0

{
γ1 + · · ·+ γn−1 +

√
2(n+1)n qn

γ1 · · · γn−1

}
= n

√
2n+1 n

√
qn = nγ∗

1 = · · · = nγ∗
n−1. (21)

З формул, якi пов’язують вектори ~σ i ~γ, для α = 0, 1, . . . , n− 1 маємо рiвностi

σ∗
α

σ∗
α+1

=
γ∗
n−α

2n−αq(λα+1)
=

√
2n+1 n

√
qn

2n−αq(λα+1)
=

2α+1q0√
2n−1|λα+1|

th ξα+1,

як i рiвнiсть

n−1∑

α=0

2n−α

|λ̃α+1|
arth

|λ̃α+1|σ∗
α

σ∗
α+1

= 2n(̃b− ã)

n∑

r=1

1

2rξr
arth

(
2rq0

n
√

ε/δ th ξr
)
.

Тепер за допомогою леми 1 з оцiнки (19) мiри множини GL̃n
(1, 1; f̃) i формули (20)

маємо

measGL̃n
(ε; δ, f) = n

√
ε

δ
measGL̃n

(1, 1; f̃) ≤

≤ min
{
b− a, 2n(b− a)

n∑

r=1

1

2rξr
arth

(
2rq0

n

√
ε

δ
th ξr

)}
.

Така ж нерiвнiсть справджується i для кожної перестановки чисел ξ1, . . . , ξn.
З формул (19)–(21) встановлюємо дещо слабшу, нiж (8) оцiнку

measGL̃n
(ε, δ, f) ≤ min

{
b− a, n

√
2n+1 n

√
qn

ε

δ

}
. (22)

Теорему 1 доведено.

5. Порiвняння результатiв. У доведеннi основної теореми 1 встановлено, що фун-
кцiя Fn(α, λ1, . . . , λn) не перевищує величини n

√
2n+1 n

√
qnα, яка є меншою за величину

n
√
2n+1e(b−a)λ n

√
α. Останнє випливає з нерiвностей e2x > ex > 1 + x > x/th x (x > 0),

власне,

e(b−a)λ =
n∏

j=1

e2ξj/n >
n∏

j=1

n

√
ξj/th ξj =

n∏

j=1

n

√
q(λj) = n

√
qn.

На рисунку 4 для випадку n = 2, зокрема, λ1 = 1, λ2 = −1/2, b − a = 11, подано
графiки правих частин нерiвностей (2) i (22), причому перший графiк зi зменшеною
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Рис. 4: Графiк правої частини нерiвностi (2) — дуга OAD, нерiвностi (22) — дуга OBD,
нерiвностi (8) — дуга OCD для n = 2, λ1 = 1, λ2 = −1/2, b−a = 11. Криволiнiйнi частини
OA, OB i OC цих лiнiй продовжено вище рiвня b− a = 11 пунктирними дугами.

у 500 разiв ординатою, а також графiки правих частин нерiвностi (8), якi стосуються
двох можливих перестановок (λ1, λ2) та (λ2, λ1). Оптимальною у цьому випадку є друга
перестановка (λ2, λ1). Графiк функцiї, яка стосується перестановки (λ1, λ2), зображено
штриховою лiнiєю.

Обидва графiки з нерiвностi (8), разом iз графiком з нерiвностi (22), показують, що
оцiнки (8) та (22) є iстотно точнiшими, нiж вiдома оцiнка (2).
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