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In present paper we consider the problem of stability of autonomous systems of differential
equations with impulsive action. Right sides of the system satisfy Wazewski’s condition. We
propose new method for study of stability of trivial solutions for this class of the systems.
Obtained results are illustrated by examples of the systems of differential equations in critical
cases.

А. И. Двирный, В. И. Слынько. Устойчивость решений автономных импульсных систем
Важевского // Мат. Студiї. – 2014. – Т.41, №1. – C.62–72.

В работе рассматриваются вопросы устойчивости автономных систем дифференциаль-
ных уравнений с импульсным воздействием. Предполагается, что правая часть системы
обладает свойством Важевского. Предложен новый подход к исследованию устойчивости
тривиальных решений для этого класса систем. Полученные результаты проиллюстриро-
ваны на примерах импульсных систем в критических случаях.

Вступ. Системи диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю (iмпульснi системи) є ма-
тематичними моделями рiзних процесiв, в яких вектор стану системи зазнає миттєвi
змiни у деякi моменти часу. Загальна теорiя iмпульсних систем побудована в роботах
математикiв київської школи нелiнiйної механiки А. М. Самойленка i М. О. Перестю-
ка i наведена у монографiї [1]. Проблема стiйкостi розв’язкiв такого класу систем до-
слiджувалася у цiлому рядi праць (див. [1]–[11]). В них узагальнено класичнi методи
теорiї стiйкостi та запропоновано пiдходи до побудови функцiй Ляпунова. В [12, 13]
розглядаються задачi стiйкостi розв’язкiв великомасштабних систем диференцiальних
рiвнянь з iмпульсною дiєю. При цьому використовується метод порiвняння ([14]–[18]),
який зводить задачу про стiйкiсть вихiдної системи до дослiдження деякої системи по-
рiвняння. Розв’язки задачi Кошi для системи порiвняння мають специфiчну властивiсть
монотонностi за початковими даними вiдносно часткової впорядкованостi, введеної за
допомогою конуса невiд’ємних елементiв Rn

+. Системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь, для яких розв’язки задачi Кошi мають подiбну властивiсть вiдносно напiвупо-
рядкованостi, введеної довiльним конусом, прийнято називати системами Важевського.
Фундаментальнi дослiдження автономних систем Важевського проведенi в рядi праць
А. А. Мартинюка i А. Ю. Оболенського [19]–[23]. В монографiї [23] цi результати уза-
гальнено для класу монотонних динамiчних розширень над компактним многовидом.
Дослiдження стiйкостi розв’язкiв аналогiв лiнiйних систем Важевського з iмпульсною
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дiєю проведенi у статтi [24] у випадку конуса невiд’ємних елементiв, а у випадку до-
вiльного конуса у дисертацiях [25, 26].

Мета цiєї статтi — дослiдження стiйкостi автономних iмпульсних систем Важев-
ського. При цьому нижче встановлюється, що безпосереднє узагальнення результатiв
робiт [19, 23] не видається можливим. Тому, в основу цього дослiдження покладено
новий варiант методу порiвняння, запропонований в статтях [9, 27]. Отриманi результа-
ти застосовуються при дослiдженнi критичних станiв рiвноваги нелiнiйних iмпульсних
систем Важевського.

1. Постановка задачi. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь з iмпульсною
дiєю ([1])

dx

dt
= f(x), t 6= τk, ∆x = g(x(t)), t = τk, (1)

де x ∈ Rn, f ∈ C1(Rn;Rn), f(0) = 0,∆x = x(t+ 0)−x(t), g ∈ C(N ,Rn), g(0) = 0, {τk}∞k=1

— зростаюча послiдовнiсть моментiв iмпульсної дiї, що має єдину точку скупчення на
нескiнченностi, x = 0 — iзольований стан рiвноваги системи (1),N — вiдкритий зв’язний
окiл точки x = 0. Припустимо, що для iмпульсної системи (1) виконуються умови, якi
гарантують iснування i єдинiсть розв’язкiв задачi Кошi ([1]).

Розглянемо оператор еволюцiї W t(x0) ≡ x(t;x0) диференцiального рiвняння з iм-
пульсною дiєю (1), визначений для всiх t ∈ [0, π+(x0)), де π+(x0) — правий кiнець мак-
симального iнтервалу iснування розв’язку x(t;x0).

Введемо означення стiйкостi в конусiK стану рiвноваги x = 0 iмпульсної системи (1).

Означення 1. Стан рiвноваги x = 0 системи диференцiальних рiвнянь (1) називається:
1) стiйким у конусi K, якщо для будь-якого околу U точки x = 0 iснує окiл U0 точки
x = 0 такий, що з включення x0 ∈ U0 ∩K випливає, що π+(x0) = +∞, W t(x0) ∈ U ∩K;
2) асимптотично стiйким, якщо x = 0 стiйкий в конусi K та iснує окiл U точки x = 0
такий, що

∀x0 ∈ U ∩K lim
t→∞

W t(x0) = 0.

Зазначимо, що окiл в означеннi 1 може бути визначений за допомогою довiльної
норми, оскiльки у скiнченновимiрному просторi всi норми еквiвалентнi. Зручно викори-
стати норму Бiркгофа. Нагадаємо, що для деякого елемента w ∈ intK рiвнiсть

‖x‖w = inf{β ≥ 0 : −βw
K

≤ x
K

≤ βw}
визначає норму у просторi Rn, яку називають нормою Бiркгофа ([29]).

Дослiдження стiйкостi в конусi K стану рiвноваги x = 0 iмпульсної системи (1)
проводитимо за наступних додаткових припущень.
Припущення 1. Для iмпульсної системи (1) виконуються умови:
1) функцiя f(u) має властивiсть квазiмонотонного неспадання вiдносно тiлесного кону-
са K (умова Важевського), тобто

∀x ∈ Rn ∀y ∈ Rn ∀ψ ∈ K∗ (y
K

≥ x) ∧ (ψ(y − x) = 0)⇒ (ψ, f(y)− f(x)) ≥ 0; (2)

2) функцiя u+ g(u) має властивiсть локальної монотонностi в областi N вiдносно цього
конуса K, тобто iснує окiл N ⊂ Rn такий, що

∀y ∈ N ∀x ∈ N y
K

≥ x⇒ y + g(y)
K

≥ x+ g(x).
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Тут K∗ — позначає спряжений з K конус ([17]), а (·, ·) — скалярний добуток.
Разом з iмпульсною системою (1) розглянемо систему звичайних диференцiальних

рiвнянь
du

dt
= f(u). (3)

Визначимо також еволюцiйний оператор U t системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь (3), покладаючи U t(u0) = u(t, u0). При цьому оператори U t(u0) визначенi для всiх
t ∈ [0, ω+(u0)), де ω+(u0) — правий кiнець максимального iнтервалу iснування розв’язку
задачi Кошi u(t, u0). Вiдзначимо, що оператор W t на вiдмiну вiд оператора U t не має
пiвгрупової властивостi.

Зауваження 1. Умова Важевського (2) гарантує монотоннiсть еволюцiйного операто-
ра U t(·), тобто,

∀x ∈ Rn ∀y ∈ Rn ∀t ∈ [0, ω+(x)) ∩ [0, ω+(y)) y
K

≥ x⇒ U t(y)
K

≥ U t(x).

Зауваження 2. Умови 1 i 2 припущення 1 гарантують локальну монотоннiсть еволю-
цiйного оператора W t(·), тобто,

∀x ∈ N ∀y ∈ N ∀t ∈ [0, π+(x)) ∩ [0, π+(y))

(∀k τk ∈ [0, t)(W τk(x) ∈ N ) ∧ (W τk(y) ∈ N )) ∧ (y
K

≥ x)⇒ (W t(y)
K

≥ W t(x)). (4)

Для системи (3) можна означити поняття стiйкостi в конусi K так само як i в озна-
ченнi 1.

Критерiй Мартинюка–Оболенського([19, 23]) стверджує, що для асимптотичної стiй-
костi в конусi K iзольованого стану рiвноваги u = 0 системи (3) необхiдно i достатньо
виконання умови

∃u∗
K
> 0 f(u∗)

K
< 0. (5)

Для точкового вiдображення
u = u+ g(u) (6)

можна довести, що умови
∃u∗

K
> 0 g(u∗)

K
< 0, (7)

гарантують асимптотичну стiйкiсть в конусi K iзольованого стану рiвноваги u = 0
вiдображення (6).

Виникає природне запитання: чи гарантує одночасне виконання умов (5) i (7) асимп-
тотичну стiйкiсть стану рiвноваги x = 0 системи (1)? Нескладно довести, що вiдповiдь
на це питання позитивна. Проте умови (5) i (7) є лише достатнiми умовами асимп-
тотичної стiйкостi (причому, дуже далекими вiд необхiдних), i тому не можуть бути
оберненi. Справдi, добре вiдомо (див. наприклад [8]), що стан рiвноваги x = 0 iмпульсної
системи (1) може бути асимптотично стiйким в тому випадку, коли одночасно стан
рiвноваги u = 0 системи звичайних диференцiальних рiвнянь (3) i нерухома точка
u = 0 точкового вiдображення (6) є нестiйкими. Тому, потрiбно узагальнити умови (5)
i (7) так, щоб охопити i цей випадок. Основу такого узагальнення становлять iдеї робiт
[10, 27], де запропоновано новий варiант принципу порiвняння.

2. Допомiжнi результати. Наведено допомiжнi результати, якi обґрунтовують новий
варiант принципу порiвняння для систем Важевського.
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Лема 1. Припустимо, що iснує елемент w ∈ intK i функцiя γ ∈ C1(R,R) такi, що

при всiх α ≥ 0 виконується нерiвнiсть f(αw)
K

≤ γ(α)w. Тодi для еволюцiйного операто-

ра U t диференцiального рiвняння (3) виконується нерiвнiсть ∀t ∈ [0,Ω+(α)) U t(αw)
K

≤
u(t;α)w, де u(t;α) — розв’язок задачi Кошi

du

dt
= γ(u), u(0) = α, (8)

Ω+(α) — правий кiнець максимального iнтервалу iснування розв’язку задачi Кошi (8).

Доведення. Нехай α > 0. Розглянемо додатну сталу r i визначимо сталi

m(r) = max
0≤ξ−α≤r

|γ(ξ)|, 0 ≤ T < min
{ r

m(r)
,
α

m(r)

}
.

Нехай s — натуральне число, а h = T
s
. Тодi для достатньо малих h виконгується

нерiвнiсть

Uh(αw) = αw + hf(αw) + o(h)
K

≤ (α + hγ(α))w + o(h). (9)
Позначимо α0 = α, α1 = α0 + hγ(α0). Тодi

|α1 − α0| = h|γ(α0)| ≤ hm(r) <
r

s
< r, α1 ≥ α0 − hm(r) = α

(
1− 1

s

)
> 0.

Застосовуючи до нерiвностi (9) оператор Uh, отримаємо

U2h(αw)
K

≤ Uh(α1w) + o(h)
K

≤ (α1 + hγ(α1))w + 2o(h). (10)

Позначимо α2 = α1 + hγ(α1). Тодi |α2 − α0| ≤ |α2 − α1|+ |α1 − α0| ≤ hm(r) + r
s
< 2r

s
< r,

α2 > α − 2hm(r) > α(1− 2
s
) > 0, i тому Uh можна знову застосувати до нерiвностi (10)

i скористатися умовами леми. Продовжуючи цей процес, отримуємо нерiвнiсть

U sh(αw)
K

≤ αsw + so(h), (11)

де αs визначається з рекурентних спiввiдношень α0 = α, αk = αk−1 + hγ(αk−1), k ∈
{1, 2, . . . , s}.

Враховуючи спiввiдношення sh = T , за теоремою Пеано, яка забезпечує збiжнiсть
ламаних Ейлера, одержуємо αs → u(T ;α), so(h) = o(1), s → ∞ (h → 0). Отже, з
нерiвностi (11) випливає нерiвнiсть

0
K

≤ UT (αw)
K

≤ u(T ;α)w. (12)

При цьому з нерiвностi (12) випливає, що u(T ;α) > 0. Тому, твердження леми доведено
для досить малих додатних T .

Розглянемо множину T тих значень t, t ∈ [0, ω∗), ω∗ = min[ω+(αw),Ω+(α)]), для яких
нерiвнiсть (12) виконується при всiх T ∈ [0, t]. За доведеним вище, T 6= ∅. Позначимо
τ ∗ = sup T i припустимо, що τ ∗ < ω∗, тодi τ ∗ ∈ T . За доведеним вище, для досить малих
додатних чисел ε, виконуються спiввiдношення

U τ∗+ε(αw) = U ε(U τ∗(αw))
K

≤ U ε(u(τ ∗;α)w))
K

≤ u(ε;u(τ ∗;α))w = u(τ ∗ + ε;α)w,
тобто, нерiвнiсть (12) виконується на деякому вiдрiзку [0, τ ∗ + ε], що суперечить озна-
ченню числа τ ∗. Тому, τ ∗ = ω∗, i залишається встановити, що ω+(αw) ≥ Ω+(α). Справдi,
у протилежному випадку, за доведеним вище, для всiх t ∈ [0, ω+(αw)) виконувалася б
нерiвнiсть ‖U t(αw)‖w ≤ u(t, α). З iншого боку ([28]), ‖U t(αw)‖w →∞ при t→ ω+(αw),
що суперечить останнiй нерiвностi.
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Встановимо тепер подiбне твердження для системи диференцiальних рiвнянь з iм-
пульсною дiєю (1).

Лема 2. Припустимо, що iснують елемент w ∈ intK i функцiї γ ∈ C1(R;R), δ ∈ C(R;R)
такi, що:

1) для всiх α ≥ 0 виконуються нерiвностi f(αw)
K

≤ γ(α)w, g(αw)
K

≤ δ(α)w;
2) для всiх α ∈ [0, α0] виконуються нерiвнiсть α + δ(α) ≥ 0 i включення αw ∈ N .
Тодi для еволюцiйного оператораW t диференцiального рiвняння з iмпульсною дiєю (1)
виконується нерiвнiсть

∀t∈ [0,Π+(α))({τk}k=1,l ⊂ [0, t](W τk(αw) ∈ N ) ∧ (η(τk;α)∈ [0, α0]))⇒(W t(αw)
K

≤u(t;α)w),
де u(t;α) — розв’язок задачi Кошi

du

dt
= γ(u), t 6= τk, u(0) = α, ∆u = δ(u(t)), t = τk, (13)

Π+(α) — правий кiнець максимального iнтервалу iснування розв’язку задачi Кошi (13).

Доведення. Нехай t ∈ [0,min[Π+(α), π+(αw)]). Якщо iнтервал часу [0, t] не мiстить мо-
ментiв iмпульсної дiї, то твердження леми є безпосереднiм наслiдком з леми 1.

Нехай τ ∈ [0, τ1]. Тодi твердження леми випливає з твердження леми 1. З умови
леми випливає, що

W τ1+0(αw) = W τ1(αw) + g(W τ1(αw))
K

≤ (u(τ1;α) + δ(u(τ1;α)))w = u(τ1 + 0;α)w.

З включень W τ1(αw) ∈ N i u(τ1;α)w ∈ N випливає, що W τ1+0(αw)
K

≥ 0 i, тому, u(τ1 +
0;α) ≥ 0. Застосовуючи твердження леми 1 при τ ∈ (τ1, τ2], отримаємо

W τ (αw) = U τ−τ1(W τ1+0(αw))
K

≤ U τ−τ1(u(τ1 + 0;α)w)
K

≤ u(τ ;α)w.

Твердження леми доводиться подiбно для тих замкнених iнтервалiв часу [τk, τk+1], для
яких виконується умова (W τk(αw) ∈ N )∧(u(τk;α) ∈ [0, α0]). Нерiвнiсть π+(αw) ≥ Π+(α)
доводиться з врахуванням результатiв з [1] у той же спосiб, як i подiбна нерiвнiсть у
доведеннi попередньої леми.

Наступне твердження узагальнює твердження леми 1.

Лема 3. Припустимо, що iснують елементи w1 ∈ K, w2 ∈ K i функцiї Fi ∈ C1(R2;R)
такi, що:

1) для всiх δ1 ≥ 0, δ2 ≥ 0 виконується нерiвнiсть f(δ1w1 + δ2w2)
K

≤ F1(δ1, δ2)w1 +
F2(δ1, δ2)w2;
2) якщо δ1 ≥ 0, δ2 ≥ 0 i δi = 0, то Fi(δ1, δ2) = 0, i ∈ {1, 2}.
Тодi для еволюцiйного оператора U t системи диференцiальних рiвнянь (3) при всiх
невiд’ємних α, β виконується нерiвнiсть

∀t ∈ [0,Ω+(α, β)) U t(αw1 + βw2)
K

≤ η1(t;α, β)w1 + η2(t;α, β)w2,

де ηi(t;α, β), i ∈ {1, 2}, — розв’язок задачi Кошi

dη1
dt

= F1(η1, η2), η1(0) = α,
dη2
dt

= F2(η1, η2), η2(0) = β, (14)

Ω+(α, β) — правий кiнець максимального iнтервалу iснування розв’язку задачi Ко-
шi (14).
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Лему 3 можна узагальнити для систем з iмпульсною дiєю (1).

Лема 4. Припустимо, що iснують елементи w1 ∈ K, w2 ∈ K, додатнi числа δ0i , i ∈ {1, 2}
i функцiї Fi ∈ C1(R2;R), Gi ∈ C(R2;R), i ∈ {1, 2}, такi, що:
1) для всiх δ1 ≥ 0, δ2 ≥ 0 виконуються нерiвностi

f(δ1w1 + δ2w2)
K

≤F1(δ1, δ2)w1 + F2(δ1, δ2)w2, g(δ1w1 + δ2w2)
K

≤G1(δ1, δ2)w1 +G2(δ1, δ2)w2;
2) якщо δ1 ≥ 0, δ2 ≥ 0 i δi = 0, то Fi(δ1, δ2) ≥ 0 при i ∈ {1, 2};
3) при всiх δi ∈ [0, δ0i ], i ∈ {1, 2} виконуються нерiвностi δi + Gi(δ1, δ2) ≥ 0, i ∈ {1, 2}, i
δ1w1 + δ2w2 ∈ N .
Тодi для еволюцiйного оператораW t диференцiального рiвняння з iмпульсною дiєю (1)
для всiх невiд’ємних сталих α, β виконується

(∀t ∈ [0,Π+(α, β))) ({τk}k=1,l ⊂ [0, t] (W τk(αw1 + βw2) ∈ N )∧

∧(ηi(τk;α, β) ∈ [0, δ0i ], i ∈ {1, 2}))⇒ (W t(αw1 + βw2)
K

≤ η1(t;α, β)w1 + η2(t;α, β)w2),

де ηi(t;α, β) — розв’язок задачi Кошi

dη1
dt

= F1(η1, η2), t 6= τk, η1(0) = α,
dη2
dt

= F2(η1, η2), t 6= τk, η2(0) = β,

∆η1 = G1(η1, η2), t = τk, ∆η2 = G2(η1, η2), t = τk,
(15)

Π+(α, β) — правий кiнець максимального iнтервалу iснування розв’язку задачi Ко-
шi (15).

3. Основний результат. Леми 1–4 дозволяють встановити достатнi умови асимпто-
тичної стiйкостi розв’язку x = 0 нелiнiйної системи (1).

Пару елементiв (w1, w2) ∈ K×K будемо називати допустимою парою, якщо iснують
додатнi сталi α, β такi, що αw1 + βw2 ∈ intK.

Теорема 1. Припустимо, що система диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю (1)
така, що стан u = 0 рiвноваги рiвняння порiвняння (15) стiйкий за Ляпуновим у ко-
нусi R+ (асимптотично стiйкий за Ляпуновим у конусi R+). Тодi стан рiвноваги x = 0
системи (1) стiйкий за Ляпуновим у конусi K (асимптотично стiйкий за Ляпуновим у
конусi K).

Доведення. Нехай x0 ∈ K. Тодi 0
K

≤ x0
K

≤ ‖x0‖ww i, внаслiдок умови (4), для достатньо
малих t ≥ 0 виконується нерiвнiсть

0
K

≤ W t(x0)
K

≤ u(t; ‖x0‖w)w. (16)

Доведемо, що iснує достатньо мале додатне число r0, таке, що для всiх x0, ‖x0‖w < r0,
остання нерiвнiсть виконується для всiх t ≥ 0. Внаслiдок стiйкостi розв’язку u = 0
рiвняння порiвняння (15), число r0 можна вибрати з умов ∀δ ∈ [0, r) (Ω+(δ) = ∞) ∧
(u(t; δ) < R), де додатне число R вибрано з умов {x : |‖x‖w < R} ⊂ N , R < α0.

Лема 2 гарантує, що нерiвнiсть (16) виконується на будь-якому замкненому iнтер-
валi [0, t], на якому W τk(‖x0‖w) ∈ N i u(τk;α)w ∈ N , i при цьому τk ∈ [0, t]. Припу-
стимо, що iснує натуральне число k0 ∈ N таке, що W τk(‖x0‖w) ∈ N , k = 0, k0 − 1,
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W τk0 (‖x0‖w) /∈ N . Тодi для всiх t ∈ [0, τk0) виконується нерiвнiсть (16). За неперервнi-
стю злiва еволюцiйного оператора W t(x0), нерiвнiсть (16) виконується при t = τk0 , тодi
‖W τk0 (x0)‖w ≤ u(τk0 ;α) < R, що суперечить вибору числа k0. Тому, за твердженням ле-
ми 4, нерiвнiсть (16) виконується для всiх t ≥ 0, як тiльки ‖x0‖w < r0. За умовою теоре-
ми, для будь-якого ε > 0 iснує додатне число ∆ = ∆(ε) таке, що з нерiвностi 0 < u0 < ∆
випливає нерiвнiсть 0 < u(t, u0) < ε для всiх t ≥ 0. Нехай δ(ε) = min[∆(ε), r0], тодi з
нерiвностi ‖x0‖w < δ випливає, що нерiвнiсть (16) виконується для всiх t ≥ 0. Звiдси,
‖W t(x0)‖w ≤ u(t; ‖x0‖w) < ε для всiх t ≥ 0. Асимптотична стiйкiсть є безпосереднiм
наслiдком нерiвностi (16).

Припустимо, що пара елементiв (w1, w2) утворюють допустиму пару. Тодi за умов
леми 4 можна сформулювати таке твердження.

Теорема 2. Припустимо, що система диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю (1)
така, що стан рiвноваги η1 = η2 = 0 системи порiвняння (15) стiйкий за Ляпуновим у
конусi R2

+ (асимптотично стiйкий за Ляпуновим у конусi R2
+). Тодi стан рiвноваги x = 0

системи (1) стiйкий за Ляпуновим у конусi K (асимптотично стiйкий за Ляпуновим у
конусi K).

Зазначимо, що дослiдження стiйкостi стану рiвноваги η1 = η2 = 0 системи порiвнян-
ня (15) не складає значних труднощiв (див. теореми 18.2–18.3 з [1]). Розглянемо випадок,
коли γ(u) = γ0u

r + o(ur), δ(u) = δ0u
r + o(ur). Тодi нерiвностi γ0 > 0, τk+1 − τk ≤ θ2,

γ0θ2 + δ0 < 0 або нерiвностi δ0 > 0, τk+1 − τk ≥ θ1, γ0θ1 + δ0 < 0 гарантують стiйкiсть
стану рiвноваги u = 0 рiвняння порiвняння (13).

Дослiдження стiйкостi в конусi стану рiвноваги η1 = η2 = 0 системи порiвняння (15)
можна iстотно спростити за рахунок другого порядку системи та наявностi властивостi
позитивностi цiєї системи вiдносно конуса R2

+, й буде реалiзоване у наступному роздiлi.
Приклад. Розглянемо приклад, який iлюструє ефективнiсть теореми 1. Дослiдимо
стiйкiсть в конусi R3

+ стану рiвноваги x1 = x2 = x3 = 0 системи нелiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь в критичному випадку

dx1
dt

= −ax31 + εx1x
2
2 + εx1x2x3, t 6= τk,

dx2
dt

= −a1/3x32 + εa1/3x31 + εx21x2 + εx33, t 6= τk,
dx3
dt

= −ax33 + εx1x2x3, t 6= τk,

∆x1 = bx31 + εx1x2x3, t = τk, (17)

∆x2 = ba−2/3x32 + εa1/3x31 + εx22x3, t = τk, ∆x3 = bx23 + εx1x
2
3, t = τk,

де a, b, ε — додатнi сталi. Нехай K = R3
+, w = (1, a1/3, 1)T . Тодi

f(αw)
R3
+

≤ (−a+ ε(2 + a1/3 + a2/3))α3w, g(αw)
R3
+

≤ (b+ ε(1 + a1/3))α3w.

Умови асимптотичної стiйкостi в конусi K = R3
+ стану рiвноваги x1 = x2 = x3 = 0

системи (17) мають вигляд τk+1 − τk ≥ θ1, ε(1 + a1/3 + θ1(2 + a1/3 + a2/3)) < aθ1 − b,
ε(2 + a1/3 + a2/3) < a.

4. Дослiдження нульового стану рiвноваги системи порiвняння другого по-
рядку, позитивної вiдносно конуса R2

+. Розглянемо питання про стiйкiсть розв’язку
η1 = η2 = 0 позитивної системи порiвняння

dη1
dt

= F1(η1, η2), t 6= τk, η1(0) = α,
dη2
dt

= F2(η1, η2), t 6= τk, η2(0) = β, (18)
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∆η1 = G1(η1, η2), t = τk, ∆η2 = G2(η1, η2), t = τk.

Нехай Fi ∈ Cr(R2
+;R), Gi ∈ Cr(R2

+;R), тодi

Fi(η1, η2) = ai1η1 + ai2η2 +
∑

2≤|ν|≤r

A(i)
ν1ν2

ην11 η
ν2
2 + o(‖η‖r), i ∈ {1, 2},

Gi(η1, η2) = bi1η1 + bi2η2 +
∑

2≤|ν|≤r

B(i)
ν1ν2

ην11 η
ν2
2 + o(‖η‖r), i ∈ {1, 2},

Можна довести, що позитивнiсть системи (18) гарантує виконання умов aij ≥ 0, i, j ∈
{1, 2}, i 6= j, bij ≥ 0, i, j ∈ {1, 2}, i 6= j, 1 + bii ≥ 0, i ∈ {1, 2}.

Стосовно моментiв iмпульсного впливу припустимо, що виконується двостороння
оцiнка 0 < θ1 ≤ τk+1 − τk ≤ θ2 < +∞. Для дослiдження стiйкостi стану рiвноваги
η1 = η2 = 0 побудуємо точкове вiдображення Пуанкаре

ζk = Π(τk − τk−1; ζk−1), k ∈ {1, 2, ...}, (19)

де ζk = (η1(τk + 0;α, β), η2(τk + 0;α, β))T , ζ0 = (α, β)T .
Задача про стiйкiсть (асимптотичну стiйкiсть) у конусi R2

+ нерухомої точки ζk ≡ 0
еквiвалентна до задачi про стiйкiсть (асимптотичну стiйкiсть) стану рiвноваги η1 =
η2 = 0 системи порiвняння (18). Задача про стiйкiсть нерухомої точки ζk ≡ 0 iстотно
спрощується, якщо припустити локальну монотоннiсть вiдображення Π(τ, .) за другим
аргументом та наявнiсть локально монотонного мажоруючого вiдображення Γ(θ1, θ2; ζ):

Π(τk − τk−1; ζ)
R2
+

≤ Γ(θ1, θ2; ζ).

У цьому випадку стiйкiсть (асимптотична стiйкiсть) у конусi R2
+ стану рiвноваги η1 =

η2 = 0 системи порiвняння (18) випливає зi стiйкостi (асимптотичної стiйкостi) у кону-
сi R2

+ нерухомої точки ζ = 0 точкового вiдображення

ζ = Γ(θ1, θ2; ζ). (20)

Дослiдження нерухомої точки ζ = 0 точкового вiдображення може бути проведене стан-
дартними методами приведення до нормальної форми. Це дослiдження iстотно спро-
щується за допомогою застосування аналогу критерiю Мартинюка–Оболенського для
локально монотонних точкових вiдображень, який сформульований у роздiлi 1. Тодi
умови ∃ζ∗ ∈ intR2

+ (Γ(θ1, θ2; ζ
∗)

K
< ζ∗) достатнi для асимптотичної стiйкостi в конусi K

нерухомої точки ζ = 0 точкового вiдображення (20).
Опишемо процедуру побудови вiдображення (19). Розглянемо окремо систему ди-

ференцiальних рiвнянь

dξ1
dt

= F1(ξ1, ξ2), ξ1(0) = α,
dξ2
dt

= F2(ξ1, ξ2), ξ2(0) = β. (21)

Розв’язок цього рiвняння ξi(τ ;α, β), i ∈ {1, 2}, розкладемо в ряд за початковими даними

ξi(τ, α, β) =
∑
|ν|≥1

f (i)
ν (τ)αν1βν2 + o(‖ζ0‖r), де ζ0 = (α, β).
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Тодi, пiдставляючи цей розклад в систему диференцiальних рiвнянь (21), отримаємо
систему диференцiальних рiвнянь для визначення коефiцiєнтiв f (i)

ν (τ)

df
(1)
ν

dt
= a11f

(1)
ν + a12f

(2)
ν ,

df
(2)
ν

dt
= a21f

(1)
ν + a22f

(2)
ν ,

|ν| = 1, f
(1)
10 = 1, f

(1)
10 = 0, f

(1)
01 = 0, f

(2)
01 = 1,

df
(1)
ν

dt
= a11f

(1)
ν + a12f

(2)
ν +R(1)

ν (t),
df

(2)
ν

dt
= a21f

(1)
ν + a22f

(2)
ν +R(2)

ν (t),

|ν| > 1, f
(1)
ν = 0, f

(2)
ν = 0 (тут R(i)

ν , i ∈ {1, 2}— полiномнi функцiї вiд коефiцiєнтiв f (i)
µ (t),

i ∈ {1, 2}, |µ| < |ν|). Якщо матриця коефiцiєнтiв aij, i, j ∈ {1, 2}, має позитивнi позадi-
агональнi елементи, то f (1)

10 = c11e
λ1t, f

(1)
01 = c12e

λ2t, f
(2)
10 = c21e

λ1t, f
(2)
01 = c22e

λ2t, cij ≥ 0,

де λi — дiйснi числа. Функцiї f (i)
ν (t) можуть бути отриманi в явному виглядi з викори-

станням формули Кошi для розв’язку системи лiнiйних неоднорiдних рiвнянь fν(t) =∫ t
0
eA(t−s)Rν(s) ds. Отже, знаходження коефiцiєнтiв fν(t) зводиться до квадратури вiд

елементарних функцiй, i отримання мажоранти Γ(θ1, θ2, ζ0) не складає труднощiв.

5. Застосування до систем з однорiдними правими частинами. Розглянемо си-
стему диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю

du

dt
= f(u), t 6= τk, ∆u = g(u), t = τk, (22)

де u ∈ Rn, f ∈ C1(Rn;Rn), g ∈ C(Rn;Rn), ∆u = u(t + 0) − u(t), {τk}∞k=1 — моменти
iмпульсної дiї.

Припустимо, що f i g — однорiднi функцiї r-го порядку, тобто, (∀λ ≥ 0) (f(λu) =
λrf(u)) ∧ (g(λu) = λrg(u)). Теорема 1 дозволяє визначити такi умови асимптотичної
стiйкостi стану рiвноваги u = 0 системи (22).

Теорема 3. Припустимо, що система рiвнянь (22) така, що iснує елемент w ∈ intK i
сталi γ0, δ0 такi, що виконуються нерiвностi

f(w)
K

≤ γ0w, g(w)
K

≤ δ0w.

Якщо γ0 > 0, τk+1− τk ≤ θ2, γ0θ2 + δ0 < 0 або δ0 > 0, τk+1− τk ≥ θ1, γ0θ1 + δ0 < 0, то стан
рiвноваги u = 0 системи (22) асимптотично стiйкий у конусi K.

Розглянемо тепер застосування теореми 2 до дослiдження стiйкостi розв’язку u = 0
системи (22). Припустимо, що iснують однорiднi функцiї r-того порядку Fi ∈ C1(R2

+;R)
i Gi ∈ C(R2

+;R), i ∈ {1, 2}, такi, що

f(δ1w1 + δ2w2)
K

≤ F1(δ1, δ2)w1 + F2(δ1, δ2)w2, g(δ1w1 + δ2w2)
K

≤ G1(δ1, δ2)w1 +G2(δ1, δ2)w2,

де функцiї Fi(δ1, δ2), Gi(δ1, δ2), i ∈ {1, 2} мають зображення

Fi(δ1, δ2) =
∑
|ν|=r

f (i)
ν1ν2

δν11 δ
ν2
2 , Gi(δ1, δ2) =

∑
|ν|=r

g(i)ν1ν2δ
ν1
1 δ

ν2
2 , ν = (ν1, ν2), |ν| = ν1 + ν2.

Тодi стiйкiсть у конусi K стану рiвноваги u = 0 системи (22) випливає зi стiйкостi у
конусi R2

+ стану рiвноваги η1 = η2 = 0 системи порiвняння (15). Вiдображення Γ(θ1, θ2, ζ)
має вигляд

γi(θ1, θ2, ζ) = ζi +
∑
|ν|=r(g

(i)
ν + θ

(i)
ν f

(i)
ν )ζν11 ζ

ν2
2 + o(‖ζ‖r), де θiν =

{
θ2, sign f

(i)
ν = 1,

θ1, sign f
(i)
ν = −1.
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Отже, сумiснiсть системи алгебраїчних нерiвностей
∑r

k=0(g
(i)
k,r−k+ θ

(i)
k,r−kf

(i)
k,r−k)λ

k < 0,

i ∈ {1, 2}, λ > 0, g
(i)
k,r−k + θ

(i)
k,r−kf

(i)
k,r−k ≥ 0, k 6= 0, k 6= r, гарантує асимптотичну стiйкiсть

стану рiвноваги u = 0 системи (22).

Приклад 1. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю

dx1
dt

= −ax31 + εx1x2x3,
dx2
dt

= −ax32 + εx21x3,
dx3
dt

= x33 + εx1x2x3 (t 6= τk), (23)

∆x1 = x31 + εx1x
2
2, ∆x2 = x32 + εx1x2x3, ∆x3 = −bx33 + εx2x

2
3 (t = τk),

де ε, a, b — додатнi сталi, K = R3
+, θ1 ≤ τk+1 − τk ≤ θ2. Покладемо w1 = (1, 1, 0)T ,

w2 = (0, 0, 1)T . Тодi система порiвняння набуває вигляду dη1
dt

= −aη31 + εη21η2,
dη2
dt

= η32 +
εη21η2 (t 6= τk), ∆η1 = (1+ε)η31+εη21η2, ∆η2 = εη1η

2
2−bη32 (t = τk). Вiдображення Γ(θ1, θ2, ζ)

має вигляд γ1(ζ) = ζ1+(1+ε−aθ1)ζ31 +εθ2ζ
2
1ζ2+o(‖ζ‖3), γ2(ζ) = ζ2+(θ2−b)ζ32 +εθ2ζ

2
1ζ2+

εζ1ζ
2
2 + o(‖ζ‖3). Умови асимптотичної стiйкостi в конусi R3

+ системи (23) зводяться до
сумiсностi системи нерiвностей λ > 0, (1 + ε− aθ1)λ + εθ2 < 0, εθ2λ

2 + ελ + θ2 − b < 0.
Умови сумiсностi цiєї системи мають вигляд 2ε2θ2 ≤ (aθ1−1−ε)(

√
ε2 + 4εθ2(b− θ2)−ε),

ε2 + 4θ2(b− θ2) > 0, 1 + ε− aθ1 < 0.

5. Заключнi зауваження. Введенi в лемах 1–4 системи порiвняння дозволяють звести
дослiдження стiйкостi (асимптотичної стiйкостi) системи диференцiальних рiвнянь до-
вiльної розмiрностi до дослiдження системи другого порядку. Зазначимо, що при побу-
довi цiєї системи не використовуються допомiжнi функцiї Ляпунова, i, на вiдмiну вiд
[17], не вимагається властивiсть квазiмонотонного неспадання правої частини системи
порiвняння. Справедливiсть самого принципу порiвняння тут забезпечується наявнiстю
властивостi монотонностi вiдносно деякого тiлесного конуса вихiдної системи диферен-
цiальних рiвнянь. Наведенi приклади дослiдження стiйкостi нульового стану рiвноваги
демонструють ефективнiсть запропонованих пiдходiв дослiдження систем у критичних
випадках. Справдi, неважко переконатися, що в прикладi 1 стан рiвноваги x1 = x2 =
x3 = 0 системи звичайних диференцiальних рiвнянь dx1

dt
= −ax31 + εx1x2x3, t 6= τk,

dx2
dt

=

−ax32+εx21x3, t 6= τk,
dx3
dt

= x33+εx1x2x3, t 6= τk, є нестiйким. Також нестiйкою є нерухома
точка x1 = x2 = x3 = 0 вiдображення стрибка x1 = x1+x31+εx1x

2
2, x2 = x2+x32+εx1x2x3,

x3 = x3 − bx33 + εx2x
2
3. Тобто, асимптотична стiйкiсть стану рiвноваги x1 = x2 = x3 = 0

системи (23) є наслiдком “взаємодiї” двох нестiйкостей. Зазначимо, що до системи (23)
не можна застосувати теореми 18.1–18.3 з монографiї [1] чи дослiдити її за лiнiйним
наближенням.
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