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Well-posedness of the initial-boundary-value problem for linear elliptic-parabolic-pseudopa-
rabolic equations are proved. An estimate of the generalized solution of this problem are re-
ceived.

М. М. Бокало, Г. П. Доманская. Cмешанная задача для линейных эллиптическо-парабо-
лическо-псевдопараболических уравнений // Мат. Студiї. – 2013. – Т.40, №2. – C.193–197.

Доказана корректность смешанной задачи для линейных эллиптическо-параболическо-
псевдопараболических уравнений. Также получена оценка обобщенного решения рассмат-
риваемой задачи.

Псевдопараболiчнi рiвняння широко використовуються при описi рiзноманiтних про-
цесiв в природi (див., наприклад, роботи [1]–[3] i цитування там). Тут нас цiкавлять
вироджуванi псевдопараболiчнi рiвняння, а точнiше, такi лiнiйнi диференцiальнi рiвня-
ння, якi на певних пiдмножинах їх областей визначення є псевдопараболiчними, а на iн-
ших — параболiчними або навiть елiптичними, тобто, так званi, елiптично-параболiчно-
псевдопараболiчнi рiвняння. Ми дослiджуємо коректнiсть мiшаної задачi для таких рiв-
нянь. Умови коректностi рiзних задач для вироджуваних псевдопараболiчних рiвнянь
та властивостi їх розв’язкiв були предметом вивчення в багатьох працях, серед яких
[4]–[11]. Найбiльш близькими до наших є результати, отриманi в [4], [6], [7]. Але там
основна увага звернута на абстрактнi вироджуванi еволюцiйнi рiвняння i нема чiткої
конкретизацiї отриманих результатiв на випадок диференцiальних рiвнянь з частинни-
ми похiдними, зокрема, це стосується класiв початкових даних. Тут ми розв’язуємо цю
проблему вiдносно лiнiйних елiптично-параболiчно-псевдопараболiчних рiвнянь. Крiм
того, використання нами для доведення iснування узагальненого розв’язку мiшаної за-
дачi комбiнацiї методiв регуляризацiї i Гальоркiна дозволяє конструктивно будувати
наближення цього розв’язку. Як нам вiдомо, такий пiдхiд використовують тiльки в [6],
але там, на вiдмiну вiд нашого випадку, розглядають рiвняння, коефiцiєнти яких не
залежать вiд часової змiнної.

1. Постановка задачi та формулювання основного результату. Нехай n ∈ N, Ω —
обмежена область в Rn з кусково-гладкою межею ∂Ω, T > 0. Приймемо Q := Ω× (0, T ),
Σ := ∂Ω× (0, T ).
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Розглянемо задачу: знайти функцiю u : Q → R, яка задовольняє (у вiдповiдному
сенсi) рiвняння(
b0(x)u−

n∑
i=1

(bi(x)uxi
)xi

)
t

−
n∑

i,j=1

(
aij(x, t)uxi

)
xj

+
n∑

i=1

ai(x, t)uxi
+ a0(x, t)u = f(x, t), (1)

(x, t) ∈ Q, та крайову i початкову умови

u|Σ = 0, u(x, 0) = u0(x) при x ∈ Ω0, (2)

припускаючи, що f, u0 — деякi функцiї (точнiше про них буде сказано пiзнiше) та

(A) a0, ai, aij = aji (i, j ∈ {1, . . . , n}) — вимiрнi i обмеженi на Q функцiї; iснує стала
λ > 0 така, що

∑n
i,j=1 aij(x, t)ξiξj ≥ λ

∑n
i=1 |ξi|2 для майже всiх (x, t) ∈ Q та довiль-

них (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn;

(B) для кожного i ∈ {0, 1, . . . , n} функцiя bi : Ω → R — вимiрна, невiд’ємна i обме-
жена, а множина Ωi := {x ∈ Ω

∣∣ bi(x) > 0} — вiдкрита (зокрема, порожня) i
ess supx∈Ω′ bi(x) > 0 для будь-якої вiдкритої множини Ω′, яка є строго внутрiшньою
в Ω, тобто Ω′ ⊂ Ω; крiм того, Ωi ⊂ Ω0, ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Введемо потрiбнi нам далi функцiйнi простори. Пiд C∞0 (Ω) розумiтимемо простiр
нескiнченно диференцiйовних функцiй з компактним носiєм в Ω, а пiд C1

0(0, T ) — про-
стiр неперервно-диференцiйовних функцiй з компактним носiєм в (0, T ). Нехай Lp(G)
i H1(G), де p ∈ [1,∞], G — область, яка спiвпадає з Ω або Q, — простори вiдповiдно
Лебега та Соболєва зi стандартними нормами. Замикання простору C∞0 (Ω) за нормою
H1(Ω) позначатимемо через H1

0 (Ω). Якщо X — банахiв простiр з нормою ‖ · ‖X , то пiд
Lp
(
0, T ;X

)
розумiтимемо банахiв простiр вимiрних функцiй v : (0;T ) → X, для яких

‖v‖Lp(0,T ;X) = (
∫ T

0
‖v(t)‖pXdt)1/p <∞.

Нехай b̃0(x) = b0(x), якщо x ∈ Ω0, i b̃0(x) = 1, якщо x ∈ Ω \ Ω0. Позначимо через
H̃b(Ω) лiнiйний простiр, складений з функцiй w, якi мають зображення w = b̃

−1/2
0 v,

де функцiя v ∈ L2(Ω) така, що для кожного i ∈ {1, . . . , n} звуження функцiї w на Ωi

має узагальнену похiдну wxi
∈ L2

loc(Ωi), причому b
1/2
i wxi

∈ L2(Ωi) (далi для спрощення
записiв будемо вважати, що b

1/2
i wxi

∈ L2(Ω)). Введемо на H̃b(Ω) пiвнорму за прави-
лом |||w||| := (‖b1/2

0 w‖2
L2(Ω) +

∑n
i=1 ‖b

1/2
i wxi

‖2
L2(Ω))

1/2. Очевидно, що H̃b(Ω) є поповненням
простору H1

0 (Ω) за пiвнормою ||| · |||.
Введемо ще простiр C([0, T ]; H̃b(Ω)), складений з тих функцiй h : [0, T ] → H̃b(Ω),

для яких b1/2
0 h ∈ C([0, T ];L2(Ω)) та b1/2

i hxi
∈ C([0, T ];L2(Ω)) (i ∈ {1, . . . , n}), i надiлений

пiвнормою ‖h‖C([0,T ];H̃b(Ω)) := max
t∈[0,T ]

‖b1/2
0 (·)h(·, t)‖L2(Ω) +

∑n
i=1 max

t∈[0,T ]
‖b1/2

i (·)hxi
(·, t)‖L2(Ω).

Приймемо U := L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ]; H̃b(Ω)) i введемо сiм’ю бiлiнiйних форм

A(t; v, w) :=
∫

Ω
{
∑n

i,j=1 aij(x, t)vxi
wxj

+
∑n

i=1 ai(x, t)vxi
w + a0(x, t)vw}dx, v, w ∈ H1

0 (Ω),

t ∈ (0, T ), та бiлiнiйну форму B(v, w) :=
∫

Ω
{b0(x)vw+

∑n
i=1 bi(x)vxi

wxi
}dx, v, w ∈ H̃b(Ω).

Очевидно, що |||w||| :=
(
B(w,w)

)1/2
.

Нехай f ∈ L2(Q), u0 ∈ H̃b(Ω). Узагальненим розв’язком задачi (1), (2) називатимемо
функцiю u ∈ U, яка задовольняє початкову умову

|||u(·, 0)− u0(·)||| = 0 (3)
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та рiвнiсть∫ T

0

{
−B

(
u(·, t), v(·)

)
ϕ′(t) + A

(
t;u(·, t), v(·)

)
ϕ(t)

}
dt =

∫ T

0

(
f(·, t), v(·)

)
L2(Ω)

ϕ(t)dt (4)

для будь-яких v ∈ H1
0 (Ω) та ϕ ∈ C1

0(0, T ).
Основний результат нашої роботи сформулюємо у виглядi такої теореми.

Теорема. Нехай f ∈ L2(Q), u0 ∈ H̃b(Ω), виконуються умови (A), (B) i нерiвнiсть µ2 <
4λκ, де κ := ess inf

(x,t)∈Q
a0(x, t), µ := ess sup

(x,t)∈Q
(
∑n

i=1 |ai(x, t)|2)1/2. Тодi задача (1), (2) має i

тiльки один узагальнений розв’язок. Крiм того, правильна оцiнка

max
t∈[0,T ]

|||u(·, t)|||2 +

∫ T

0

‖u(·, t)‖2
H1(Ω) dt ≤ C1

{
|||u0(·)|||2 +

∫ T

0

‖f(·, t)‖2
L2(Ω) dt

}
, (5)

де C1 > 0 — стала, яка не залежить вiд u, u0, f.

2. Обґрунтування основного результату. Наведемо допомiжнi твердження.

Лема 1. Нехай виконується умова (B) i функцiя w з простору L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
така, що

для деяких функцiй gj(j ∈ {0, . . . , n}) з простору L2(Q) правильна тотожнiсть

−
∫ T

0

B
(
w(·, t), v(·)

)
ϕ′(t) dt+

∫ T

0

∫
Ω

( n∑
i=1

givxi
+ g0v

)
ϕdxdt = 0, v ∈ H1

0 (Ω), ϕ ∈ C1
0(0, T ).

Тодi w ∈ C
(
[0, T ]; H̃b(Ω)

)
i для будь-яких θ ∈ C1([0, T ]), v ∈ H1

0 (Ω) i t1, t2 ∈ [0, T ]
(t1 < t2) правильнi такi рiвностi

B
(
w(·, t2), v(·)

)
θ(t2)−B

(
w(·, t1), v(·)

)
θ(t1)−

∫ t2

t1

B
(
w(·, t), v(·)

)
θ′(t)dt+

+

∫ t2

t1

∫
Ω

{
g0(x, t)v(x) +

n∑
i=1

gi(x, t)vxi
(x)
}
θ(t)dxdt = 0, (6)

1

2
θ(t2)|||w(·, t2)|||2 − 1

2
θ(t1)|||w(·, t1)|||2 − 1

2

∫ t2

t1

|||w(·, t)|||2θ′(t) dt+

+

∫ t2

t1

∫
Ω

{
g0(x, t)w(x, t) +

n∑
i=1

gi(x, t)wxi
(x, t)

}
θ(t)dxdt = 0. (7)

Дане твердження доводиться аналогiчно, як лема 1([12]).

Лема 2. Нехай виконується умова теореми. Тодi iснує стала α > 0 така, що для м.в.
t ∈ (0, T ) правильна нерiвнiсть A(t; v, v) ≥ α‖v‖2

H1(Ω), v ∈ H1
0 (Ω).

Доведення теореми. Доведення проводиться безпосередньо, використовуючи умови ле-
ми та нерiвнiсть Кошi. Нехай {wj | j ∈ N} — система лiнiйно незалежних функцiй з
C1

0(Ω), яка є повною в H1
0 (Ω). Очевидно, що ця система буде повною i в H̃b(Ω). По-

кладемо Um :=
{
d1w1 + · · · + dmwm|d1, . . . , dm ∈ R

}
, m ∈ N. Очевидно, що замикання⋃

m∈N Um за нормою H1(Ω) спiвпадає з H1
0 (Ω), а за пiвнормою ||| · ||| — з H̃b(Ω).

Виберемо послiдовнiсть {u0,m}∞m=1 таку, що u0,m ∈ Um ∀m ∈ N i |||u0 − u0,m||| → 0
(m→ +∞).

Зауважимо, що для довiльного η ∈ (0, 1] та м.в. x ∈ Ω : |b1/2
j (x) − (bj(x) + η)1/2|2×

×|∂ju0,m(x)|2 ≤ 4(bj(x)+1)|∂ju0,m(x)|2, j ∈ {0, . . . , n}, де тут i далi використано позначе-
ння: ∂0v := v, ∂iv := vxi

, i ∈ {1, . . . , n}. Враховуючи це, на пiдставi теореми Лебега про
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граничний перехiд пiд знаком iнтеграла маємо ‖b1/2
j ∂ju0,m − (bj + η)1/2∂ju0,m‖L2(Ω) → 0

(η → 0), j ∈ {0, . . . , n}.
Виберемо послiдовностi {ηj,m}∞m=1 (j ∈ {0, . . . , n}) такi, що ηj,m → 0 + (m→ +∞),

(j ∈ {0, . . . , n}) i

‖b1/2
j ∂ju0,m − (bj + ηj,m)1/2∂ju0,m‖L2(Ω) −→

m→+∞
0, j ∈ {0, . . . , n}. (8)

Нехай bj,m(x) := bj(x) + ηj,m, x ∈ Ω, j ∈ {0, . . . , n}; Bm(v, w) :=
∫

Ω
{b0,mvw+

+
∑n

i=1 bi,mvxi
wxi
}dx, v, w ∈ H1

0 (Ω). Очевидно, що бiлiнiйна форма Bm(·, ·) є додатно
визначеною.

На пiдставi |||u0 − u0,m||| → 0 (m→ +∞) i спiввiдношення (8) матимемо∥∥∥b1/2
j ∂ju0 − b1/2

j,m∂ju0,m

∥∥∥
L2(Ω)

−→
m→+∞

0, j ∈ {0, . . . , n}; Bm(u0,m, u0,m) −→
m→+∞

B(u0, u0). (9)

Для кожного m ∈ N визначимо um(x, t) :=
∑m

k=1 cm,k(t)wk(x), (x, t) ∈ Q, так, щоб
виконувались рiвностi

Bm

(
um,t(·, t), wl(·)

)
+A
(
t;um(·, t), wl(·)

)
=(f(·, t), wl(·))L2(Ω), t∈(0, T ), l∈{1, . . . ,m}, (10)

um|t=0 = u0,m. (11)

Очевидно, що спiввiдношення (10), (11), з яких визначається um, є задачею Кошi для
системи звичайних диференцiальних рiвнянь стосовно функцiй cm,1, . . . , cm,m. Цю си-
стему можна записати в нормальнiй формi i до отриманої задачi Кошi застосувати
теорему Каратеодорi. Звiдси випливає iснування функцiї um, яка визначена на [0, T ] i
задовольняє спiввiдношення (10), (11).

Для кожного l ∈ {1, . . . ,m} l-ту рiвнiсть системи (10) домножимо на cl, отрима-
нi рiвностi пiдсумуємо та проiнтегруємо по [0, τ ] ⊂ [0, T ]. У результатi, використавши
лему 2, здобудемо нерiвнiсть, з якої на пiдставi (9) отримаємо

sup
t∈[0,T ]

∫
Ω

( n∑
j=0

bj,m(x)|∂jum(x, t)|2
)
dx+

∫∫
Q

( n∑
j=0

|∂jum|2
)
dxdt ≤ C2,

де C2 > 0 — стала, яка не залежить вiд m. Звiдси випливає

um −→
m→+∞

u слабко в L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (12)

b
1/2
j,m∂jum −→

m→+∞
b

1/2
j ∂ju *-слабко в L∞(0, T ;L2(Ω)), j ∈ {0, . . . , n}. (13)

Доведемо, що u є узагальненим розв’язком задачi (1), (2). Нехай l,m — якi-небудь
натуральнi числа, причому l ≤ m. Домножимо l-ту рiвнiсть з (10) для вибраного m
на функцiю θ ∈ C1

(
[0, T ]

)
таку, що θ(T ) = 0, та зiнтегруємо цю рiвнiсть за t ∈ [0, T ].

Спрямувавши в отриманiй рiвностi m до нескiнченностi, на пiдставi (9), (12), (13) i
того, що b1/2

j,m → b
1/2
j (m → +∞) в L2(Ω) (j ∈ {0, . . . , n}), матимемо рiвнiсть, з якої, в

силу довiльностi l та того, що система {wl

∣∣ l ∈ N} щiльна в H1
0 (Ω), випливає рiвнiсть

∀v ∈ H1
0 (Ω)

−θ(0)B(u0(·), v(·))−

−
∫ T

0

B
(
u(·, t), v(·)

)
θ′(t)dt+

∫ T

0

{
A
(
t;u(·, t), v(·)

)
− (f(·, t), v(·))L2(Ω)

}
θ(t)dt = 0. (14)
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Зауважимо, що з (14) та леми 1 випливає, що u ∈ C
(
[0, T ]; H̃b(Ω)

)
i

−θ(0)B
(
u(·, 0), v(·)

)
−
∫ T

0

B
(
u(·, t), v(·)

)
θ′(t) dt+

∫ T

0

{
A
(
t;u(·, t), v(·)

)
−

−
(
f(·, t), v(·)

)
L2(Ω)
}θ(t) dt = 0 ∀v ∈ H1

0 (Ω), θ ∈ C1([0, T ]), θ(T ) = 0. (15)

З (14) та (15) отримаємо рiвнiсть B(u(·, 0), v(·)) = B(u0(·), v(·)) для будь-якого v ∈
H1

0 (Ω), що доводить правильнiсть рiвностi (3). Отже, з (3) та (15) випливає, що фун-
кцiя u є узагальненим розв’язком задачi (1), (2).

Єдинiсть узагальненого розв’язку задачi (1), (2) доводимо вiд супротивного. Нехай
u1 та u2 — рiзнi узагальненi розв’язки задачi (1), (2). Розглянемо рiзницю тотожностей,
отриманих з (4) вiдповiдно при u = u1 та u = u2. До отриманої тотожностi, поклавши
w := u1 − u2, застосуємо лему 1 при θ ≡ 1, t1 = 0, t2 = τ ∈ (0, T ]. З отриманої рiвностi
(див. (7)) на пiдставi леми 2 випливає, що w = 0 майже скрiзь в Q, тобто u1 = u2.
Отримали протирiччя, що доводить наше твердження.
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