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We solve the problem on a construction of a separately continuous mapping with the given
diagonal, which is the pointwise limit of a sequence of continuous mappings with values in
an equiconnected space. We construct an example of a closed-valued separately continuous
mapping f : [0, 1]2 ( R with an everywhere discontinuous diagonal. The example shows that
the results on points of joint continuity for compact-valued separately continuous mappings
can not be generalized to the case of closed-valued mappings.

В. В. Михайлюк, А. В. Собчук, Е. Г. Фотий. Диагонали раздельно непрерывных много-
значных отображений // Мат. Студiї. – 2013. – Т.39, №1. – C.93–98.

Решается задача о построении раздельно непрерывных отображений с заданной диа-
гональю, которая представляется в виде поточечного предела непрерывных отбражений
со значениями в равномерно связном пространстве. Построен пример замкнутозначного
раздельно непрерывного отображения f : [0, 1]2 ( R со всюду разрывной диагональю.
Этот пример показывает, что результаты о множестве совокупной непрерывности ком-
пактнозначных раздельно непрерывных отображений не обобщаются на случай замкну-
тозначных отображений.

1. Вступ. Для вiдображення f : X2 → Y функцiю g : X → Y , g(x) = f(x, x), називати-
мемо дiагоналлю вiдображення f .

Задача про побудову нарiзно неперервної функцiї f : X2 → R з даною дiагоналлю
вперше була розв’язана Р. Бером ([1]) для випадку X = R. Вiн показав, що дiагоналi
нарiзно неперервних функцiй двох дiйсних змiнних є, в точностi, функцiями першого
класу Бера, тобто поточковими границями неперервних функцiй. Цей результат уза-
гальнювався багатьма математиками, як у напрямку берiвської класифiкацiї нарiзно
неперервних вiдображень f : X × Y → Z, так i в напрямку побудови нарiзно непе-
рервних вiдображень f : X2 → Z з даною дiагоналлю першого класу Бера (див. [3] i
вказану там лiтературу). Найзагальнiший результат про побудову нарiзно неперервної
функцiї з даною дiагоналлю був одержаний в [3, наслiдок 3.2], де було показано, що для
довiльних топологiчного простору X, метризовного рiвномiрно зв’язного простору Z i
функцiї першого класу Бера g : X → Z iснує нарiзно неперервна функцiя f : X2 → Z з
дiагоналлю g. У зв’язку з цим природно виникає питання про те, наскiльки можна по-
слабити умову рiвномiрної зв’язностi простору Z, зокрема, чи можна узагальнити цей
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результат на випадок, коли дiагональ g є поточковою границею неперервних функцiй
зi значеннями у рiвномiрно зв’язному пiдпросторi Z1 простору Z?

З iншого боку, в теорiї нарiзно неперервних вiдображень природно виникають пи-
тання про можливiсть перенесення тих чи iнших результатiв на випадок многозначних
вiдображень. Для компактнозначних вiдображень зi значеннями у метризовному про-
сторi таке перенесення є доволi простим, адже топологiя Вiторiса на просторi непоро-
жнiх компактних пiдмножин метричного простору породжується метрикою Гаусдорфа
([5, c. 62]). Сукупна неперервнiсть нарiзно неперервних замкненозначних вiдображень
f : X × Y ( R вивчалась в [4], де було доведено аналог теореми Кальбрi-Труаллiка
([2]) про множину точок сукупної неперервностi на горизонталях. А саме, було показа-
но, що для топологiчного простору X, T1-простору Y , точки y0 ∈ Y , яка має злiченну
базу околiв, метризовного локально компактного σ-компактного простору Z i нарiзно
неперервного замкненозначного вiдображення f : X×Y ( Z iснує залишкова множина
A ⊆ X така, що f неперервне за сукупнiстю змiнних в кожнiй точцi множини A×{y0}.
Залишалося нез’ясованим, чи переноситься на замкненозначнi вiдображення результат
Кальбрi-Труаллiка про множину вертикальних прямих, якi повнiстю лежать у множинi
точок сукупної неперервностi. Зокрема, залишалося без вiдповiдi таке питання
Питання 1. Нехай f : [0, 1]2 ( R — замкненозначне нарiзно неперервне вiдображення.

а) Чи iснує залишкова множина A ⊆ [0, 1] така, що f сукупно неперервне в кожнiй
точцi множини A× [0, 1]?

б) Чи для кожної неперервної функцiї ϕ : [0, 1]→ [0, 1] iснує залишкова множина A ⊆
[0, 1] така, що f сукупно неперервне в кожнiй точцi множини {(x, ϕ(x)) : x ∈ A}?

В данiй статтi ми спочатку узагальнимо результат з [3] про побудову нарiзно непе-
рервних функцiй з даною дiагоналлю. Далi, використовуючи цей факт, ми дамо нега-
тивну вiдповiдь на обидвi частини питання 1, побудувавши нарiзно неперервне замкне-
нозначне вiдображення f : [0, 1]2 ( R зi скрiзь розривною дiагоналлю. Крiм того, ми
наведемо приклади, якi вказують на iстотнiсть деяких умов в одержаних результатах.

2. Дiагоналi нарiзно неперервних вiдображень зi значеннями у рiвномiрно
зв’язних просторах. Нехай X — топологiчний простiр i ∆ = {(x, x) : x ∈ X}. Множи-
ну A ⊆ X називатимемо рiвномiрно зв’язною в X, якщо iснує неперервне вiдображення
λ : ((A× A) ∪∆)× [0, 1]→ X, яке задовольняє такi умови

i) λ(A× A× [0, 1]) ⊆ A);

ii) λ(x, y, 0) = λ(y, x, 1) = x для довiльних x, y ∈ A;
iii) λ(x, x, t) = x для довiльних x ∈ X i t ∈ [0, 1].

Рiвномiрно зв’язнi простори — це топологiчнi простори, рiвномiрно зв’язнi в собi.
Наступний результат узагальнює теорему 3.1 з [3].

Теорема 1. Нехай X — топологiчний простiр, Z — гаусдорфовий простiр, (Z1, λ) — рiв-
номiрно зв’язний пiдпростiр простору Z, g : X → Z, (Gn)∞n=0 i (Fn)∞n=0 — послiдовностi
функцiонально вiдкритих в X2 множин Gn i функцiонально замкнених в X2 множин Fn

вiдповiдно, (ϕn)∞n=1 — послiдовнiсть нарiзно неперервних функцiй ϕn : X2 → [0, 1],
(gn)∞n=1 — послiдовнiсть неперервних вiдображень gn : X → Z1, якi задовольняють на-
ступнi умови:

(1) G0 = F0 = X2 i ∆ = {(x, x) : x ∈ X} ⊆ Gn+1 ⊆ Fn ⊆ Gn для кожного n ∈ N;
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(2) X2 \Gn ⊆ ϕ−1n (0) i Fn ⊆ ϕ−1n (1) для кожного n ∈ N;
(3) lim

n→∞
λ(gn(xn), gn+1(xn), tn) = g(x) для кожного x ∈ X i довiльних послiдовностi

(tn)∞n=1 точок tn ∈ [0, 1] i послiдовностi (xn)∞n=1 точок xn ∈ X таких, що (xn, x) ∈
Fn−1 для всiх n ∈ N.

Тодi вiдображення f : X2 → Y ,

f(x, y) =

λ(gn(x), gn+1(x), ϕn(x, y)), (x, y) ∈ Fn−1 \ Fn;

g(x), (x, y) ∈ E =
∞⋂
n=1

Gn.
(1)

є нарiзно неперервним.

Доведення. Зафiксуємо n ∈ N i покажемо, що

f(x, y) = λ(λ(gn(x), gn+1(x), ϕn(x, y)), gn+2(x), ϕn+1(x, y)) (2)

для всiх (x, y) ∈ Fn−1 \ Fn+1.
Нехай (x, y) ∈ Fn−1 \ Fn. Оскiльки Gn+1 ⊆ Fn, то (x, y) 6∈ Gn+1 i згiдно з (2),

ϕn+1(x, y) = 0. Тому

λ(λ(gn(x), gn+1(x), ϕn(x, y)), gn+2(x), ϕn+1(x, y)) = λ(gn(x), gn+1(x), ϕn(x, y)) = f(x, y).

Тепер нехай (x, y) ∈ Fn \ Fn+1. Тодi згiдно з (2), ϕn(x, y) = 1 i

λ(λ(gn(x), gn+1(x), ϕn(x, y)), gn+2(x), ϕn+1(x, y)) =λ(gn+1(x), gn+2(x), ϕn+1(x, y)) = f(x, y).

Використовуючи неперервнiсть вiдображень λ, gn, gn+1, gn+2, ϕn i ϕn+1, одержимо,
що f неперервне на вiдкритiй множинi Gn \ Fn+1 для кожного n ∈ N, як композицiя
неперервних вiдображень. Крiм того, як композицiя неперервних вiдображень, f непе-
рервне на вiдкритiй множинi G0 \F1 = F0 \F1. Тому f неперервне на вiдкритiй множинi
X2 \ E =

⋃∞
n=1(Gn−1 \ Fn).

Залишилось перевiрити неперервнiсть вiдображення f вiдносно змiнних x i y в точ-
ках множини E. Зауважимо спочатку, що g(x) = g(y) для довiльної точки (x, y) ∈ E.
Справдi, з умови (3) випливає, що lim

n→∞
gn(x) = g(x). Крiм того, оскiльки (x, y) ∈ Fn−1

для кожного n ∈ N, то з умови (4) випливає, що lim
n→∞

gn(x) = g(y). Рiвнiсть g(x) = g(y)

випливає з гаусдорфовостi простору Z.
Тепер неперервнiсть вiдносно кожної змiнної, зокрема, вiдображення f в точках

множини E випливає з умови (3).

Наслiдок 1. Нехай X — топологiчний простiр, Z — метризовний простiр, (Z1, λ) — рiв-
номiрно зв’язна в Z пiдмножина простору Z, i g : X → Z, причому iснує послiдовнiсть
неперервних вiдображень gn : X → Z1, яка поточково на X збiгається до вiдображен-
ня g. Тодi iснує нарiзно неперервне вiдображення f : X2 → Z з дiагоналлю g.

Доведення. Зафiксуємо деяку метрику d на просторi Z, яка породжує його топологiчну
структуру. Покладемо G0 = F0 = X2 i

Gn =
{

(x, y) ∈ X2 : d(gk(x), gk(y)) <
1

n
, k ∈ {1, . . . , n+ 1}

}
,

Fn =
{

(x, y) ∈ X2 : d(gk(x), gk(y)) ≤ 1

n+ 1
, k ∈ {1, . . . , n+ 2}

}
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для n ≥ 1. Усi множини Gn — функцiонально вiдкритi, а Fn — функцiонально замкненi.
Тому для кожного n ∈ N iснує неперервна функцiя ϕn : X2 → [0, 1] з ϕ−1n (0) = X2 \ Gn

i ϕ−1n (1) = Fn. З неперервностi функцiї λ : ((Z1 × Z1) ∪ ∆) × [0, 1] → Z у всiх точках
дiагоналi ∆ = {(z, z) : z ∈ Z} випливає, що lim

n→∞
λ(zn, zn+1, tn) = z для довiльної збiжної

до z ∈ Z послiдовностi (zn)∞n=1 точок zn ∈ Z1 i довiльної послiдовностi (tn)∞n=1 точок
tn ∈ [0, 1].

Тепер з допомогою теореми 1 одержимо нарiзно неперервне вiдображення f з дiаго-
наллю g.

3. Побудова нарiзно неперервних многозначних вiдображень зi скрiзь роз-
ривною дiагоналлю. Для топологiчного простору Y через F(Y ) ми позначатимемо
простiр всiх непорожнiх замкнених пiдмножин простору Y з топологiєю Вiторiса. Мно-
гозначне вiдображення f : X → F(Y ) позначається також f : X ( Y .

Нехай X, Y — топологiчнi простори. Многозначне вiдображення f : X ( Y назива-
ється неперервним зверху (знизу) в точцi x0 ∈ X, якщо для довiльної вiдкритої в Y
множини V такої, що f(x0) ⊆ V (f(x0) ∩ V 6= ∅) iснує окiл U точки x0 в X такий, що
для кожного x ∈ U виконується умова f(x) ⊆ V (f(x) ∩ V 6= ∅). Многозначне вiдобра-
ження f неперервне i зверху i знизу в точцi x0 називається неперервним в точцi x0.

Сiм’я (As)s∈S пiдмножин As топологiчного простору X називається дискретною,
якщо для кожного x ∈ X iснує окiл U точки x такий, що множина {s ∈ S : As ∩U 6= ∅}
мiстить не бiльше одного елемента.
Теорема 2. Нехай Y — топологiчний простiр, у якому iснує дискретна послiдовнiсть
(Yn)∞n=1 пiдпросторiв Yn, гомеоморфних вiдрiзку [0, 1]. Тодi iснує нарiзно неперервне
замкненозначне вiдображення f : R2 ( Y , дiагональ якого є скрiзь розривною.
Доведення. Для кожного n ∈ N позначимо через ϕn деякий гомеоморфiзм ϕn :
[0, 1] → Yn. Позначимо через Z простiр F(Y ), а через Z1 — пiдпростiр простору Z,
який складається з усiх множин вигляду ϕ1([0, a1]) ∪ · · · ∪ ϕn([0, an]) ∪

⋃
k>n{ϕk(0)}, де

n ∈ N i a1, . . . , an ∈ [0, 1]. Розглянемо функцiю λ : Z2
1 × [0, 1]→ Z1, яка означається так

λ(u, v, t) = ϕ1([0, (1− t)a1 + tb1]) ∪ · · · ∪ ϕn([0, (1− t)an + tbn]) ∪
⋃
k>n

{ϕk(0)},

де u = ϕ1([0, a1])∪· · ·∪ϕn([0, an])∪
⋃
k>n

{ϕk(0)}, v = ϕ1([0, b1])∪· · ·∪ϕn([0, bn])∪
⋃
k>n

{ϕk(0)} ∈

Z1 i t ∈ [0, 1]. Легко бачити, що вiдображення λ — неперервне, тобто простiр (Z1, λ)
рiвномiрно зв’язний.

Для зручностi запису надалi замiсть числової прямої R ми розглядатимемо го-
меоморфний їй iнтервал X = (0, 1). Розглянемо замкненозначне вiдображення g :
(0, 1) ( Y , яке означається формулою g(x) =

⋃∞
n=1 ϕn([0, x]). Покажемо, що вiдобра-

ження g скрiзь розривне, а саме, g не є неперервним зверху в жоднiй точцi x ∈ (0, 1).
Зафiксуємо точку x0 ∈ (0, 1). Множина U =

⋃∞
n=1 ϕn([0, x0 + 1

n
) ∩ [0, 1]) є вiдкритою в

просторi g((0, 1)) i g(x0) ⊆ U . Але множина {x ∈ (0, 1) : g(x) ⊆ U} = (0, x0] не є околом
точки x0, тобто вiдображення g не є неперервним зверху в точцi x0.

Покладемо G0 = F0 = X2, Gn = {(x, y) ∈ X2 : |x − y| < 1
n+2
} i Fn = {(x, y) ∈

X2 : |x − y| ≤ 1
n+3
} для кожного n ∈ N. Крiм того, для кожного n ∈ N розглянемо

неперервне замкненозначне вiдображення gn : X ( Y ,

gn(x) =

{⋃∞
n=1{ϕn(0)}, x ∈ (0, 1

n+1
];⋃n

k=1 ϕk([0, x− 1
n+1

]) ∪
⋃

k>n{ϕk(0)}, x ∈ ( 1
n+1

, 1).
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Зауважимо, що gn(X) ⊆ Z1 для кожного n ∈ N. Оскiльки gn(x) ⊆ g(y) для довiльних
n ∈ N i x, y ∈ X з (x, y) ∈ Fn−1, то послiдовнiсть (gn)∞n=1 задовольняє умову (3) теореми 1.
Залишилось використати теорему 1.

Зауваження 1. Аналогiчно доводиться теорема для випадку X = [0, 1]. При цьому
достатньо розглянути вiдображення g : X ( Y ,

g(x) =

{⋃∞
n=1 ϕn([0, x]), x ∈ [0, 1);⋃∞
n=1{ϕn(0)}, x = 1,

i вiдповiдним чином пiдправлену послiдовнiсть неперервних вiдображень gn : X ( Y ,

gn(x) =


⋃∞

n=1{ϕn(0)}, x ∈ (0, 1
n+1

] ∪ [ n
n+1

, 1];⋃n
k=1 ϕk([0, x− 1

n+1
]) ∪

⋃
k>n{ϕk(0)}, x ∈ ( 1

n+1
, n2+1
(n+1)2

);⋃n
k=1 ϕk([0,−nx+ n2

n+1
]) ∪

⋃
k>n{ϕk(0)}, x ∈ [ n2+1

(n+1)2
, n
n+1

).

Наступний наслiдок дає негативну вiдповiдь на питання 1.

Наслiдок 2. Iснує замкненозначне нарiзно неперервне вiдображення f : [0, 1]2 ( R зi
скрiзь розривною дiагоналлю.

4. Приклади. Наступний приклад вказує на те, що у наслiдку 1 умову рiвномiрної
зв’язностi в Z множини (Z1, λ) не можна послабити до умови рiвномiрної зв’язностi
пiдпростору (Z1, λ).

Твердження 1. Iснують метризовний простiр Z, рiвномiрно зв’язний пiдпростiр Z1

простору Z i функцiя g : [0, 1]→ Z першого класу Бера такi, що виконуються наступнi
умови:
(1) iснує послiдовнiсть неперервних функцiй gn : [0, 1] → Z1, яка поточково на [0, 1]

збiгається до вiдображення g;
(2) функцiя g не є дiагоналлю жодної нарiзно неперервної функцiї f : [0, 1]2 → Z.

Доведення. Покажемо, що простори Z = {(0, 1), (0,−1)} ∪
⋃∞

n=1{(x, nx) : x ∈ R}, Z1 =⋃∞
n=1{(x, nx) : x ∈ R} з топологiєю, iндукованою R2, i функцiя

g(x) =

{
(0, 1), x ∈ [0, 1

2
);

(0,−1), x ∈ [1
2
, 1]

— шуканi. Легко бачити, що Z1 рiвномiрно зв’язний. Для доведення (1) достатньо роз-
глянути послiдовнiсть функцiй

gn(x) =


( 1
n
, 1), x ∈ [0, n−1

2n
];

(−4x+ 2n−1
n
,−4nx+ 2n− 1), x ∈ (n−1

2n
, 1
2
];

(− 1
n
,−1), x ∈ (1

2
, 1].

Залишилось перевiрити (2).
Припустимо, що iснує нарiзно неперервна функцiя f : [0, 1]2 → Z з дiагоналлю g.

Оскiльки для кожного n ∈ N множина {(x, nx) : x ∈ R} \ {(0, 0)} є вiдкрито-замкненою
в Z \ {(0, 0)}, то множини {(0, 1)} i {(0,−1)} є компонентами зв’язностi в просторi
Z\{(0, 0)}. Звiдси випливає, що кожна зв’язна множина, яка мiстить хоча б одну з точок
(0, 1) i (0,−1), або одноточкова або мiстить точку (0, 0). Тому функцiя f вертикально i
горизонтально стала, а отже, є сталою, що приводить до суперечностi.
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У зв’язку з теоремою 2 i наслiдком 2 природно виникає питання про те, чи для
кожного вiдображення першого класу Бера g : [0, 1] → F(R) iснує нарiзно неперерв-
не замкненозначне вiдображення f : [0, 1]2 ( R з дiагоналлю g? Наступний приклад
показує, що вiдповiдь на це питання — негативна.

Твердження 2. Iснує замкненозначне вiдображення g : [0, 1] ( R першого класу Бе-
ра таке, що g не є дiагоналлю для жодного нарiзно неперервного замкненозначного
вiдображення f : [0, 1]2 ( R.

Доведення. Розглянемо замкненозначне вiдображення g : [0, 1]→ R, g(x) =
⋃∞

n=1{x+n}.
Зауважимо, що для кожного n ∈ N замкненозначне вiдображення gn : [0, 1]→ R, gn(x) =⋃n

k=1{x + n}, є неперервним. Крiм того, gn → g поточково на X. Тому вiдображення g
першого класу Бера.

Припустимо, що iснує нарiзно неперервне замкнезначне вiдображення f : [0, 1]2 ( R
таке, що f(x, x) = g(x) для кожного x ∈ X. Згiдно з твердженням 3.3 з [4] для кожного
x ∈ [0, 1] iснує такий номер nx ∈ N, що (f(x, y) ∪ f(y, x))∩((−∞,−nx) ∪ (nx,+∞)) ⊆ g(x)
для кожного y ∈ [0, 1] з |x − y| < 1

nx
. Виберемо n ∈ N, вiдкриту непорожню множину

U ⊆ [0, 1] i щiльну в U множину A такi, що nx ≤ n для кожного x ∈ A. Без обмеження
загальностi можна вважати, що diam(U) < 1

n
. Тодi f(x, y) ∩ ((−∞,−nx) ∪ (nx,+∞)) ⊆

g(x) ∩ g(y) для довiльних x, y ∈ A. Оскiльки g(x) ∩ g(y) = ∅ для довiльних рiзних
x, y ∈ [0, 1], то f(x, y) ⊆ [−n, n] для довiльних x, y ∈ A. Тепер з нарiзної неперервностi
знизу вiдображення f i щiльностi множини A в U випливає, що f(x, y) ⊆ [−n, n] для
довiльних x, y ∈ U . А це суперечить тому, що g є дiагоналлю вiдображення f .
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