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The conditions of solvability in the generalized sense of a problem with unknown breaking
line of initial data for a hyperbolic quasilinear system with two independent variables in the
sector were established. Applying the method of characteristics a solution of the problem is
reduced to finding the fixed point of the operator whose existence and uniqueness are proved
using the Banach theorem.
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Установлены условия разрешимости в обобщенном смысле задачи с неизвестной лини-
ей разрыва выходных данных для гиперболической квазилинейной системы с двумя неза-
висимыми переменными в секторе. Используя метод характеристик, отыскание решения
поставленной задачи сведено к нахождению неподвижной точки оператора, существова-
ние и единственность которой доказаны с помощью теоремы Банаха.

1. Вступ. Бiльшiсть процесiв природознавства та технiки моделюються нелiнiйними
рiвняннями з частинними похiдним i лише суттєвi додатковi обмеження (наприклад про
малiсть амплiтуд коливання) приводять до лiнiйних рiвнянь, якi достатньо вивченi.

Для гiперболiчних систем нелiнiйних рiвнянь проблемними, зазвичай, є як сама по-
становка задачi, так i встановлення методiв її розв’язування, причому складнiсть про-
являється вже у випадку однiєї просторової змiнної, i можна очiкувати, що розв’язки
багатовимiрних рiвнянь локально мають, в основному, тi ж властивостi, що й розв’язки
одновимiрних. Дослiдження одновимiрних гiперболiчних рiвнянь та систем проводять
методом характеристик, який добре працює при вивченнi класичних лiнiйних задач,
проте переноситься й на бiльш загальнi постановки задач, зокрема, для нелiнiйних рiв-
нянь та систем. Зауважимо, що область iснування розв’язку таких задач є, взагалi
кажучи, локальною, що пов’язано насамперед з необмеженим зростанням розв’язку та
його похiдної (“градiєнтна катастрофа”, [1]–[10]).

Задачi для гiперболiчних систем зустрiчаються в теорiї пружностi, електромагне-
тизмi, теплопровiдностi iз використанням узагальненого закону Фур’є, газо- та гiдро-
динамiцi, оптицi, фiнансовiй математицi, оптимальному керуваннi, теорiї вiдносностi
тощо ([1]–[5]). Традицiйно такi задачi формулюють у прямокутнику або криволiнiйнiй
трапецiї, зокрема, з рухомими межами. Однак, у газовiй динамiцi ([1], [2]), є задачi,
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в яких вiдрiзок задання початкових умов вироджується в точку, тобто областю ви-
значення вихiдних даних є сектор. Подiбнi областi виникають в задачах з розривними
даними, якщо лiнiї розриву мають спiльнi точки ([6], [7]). У проблемах теорiї фазових
переходiв, подiбнi задачi дослiджують в областях з вiльною (невiдомою) межею ([13]).
Задача Стефана про поширення тепла в середовищi iз змiною фаз властива не лише
для параболiчних рiвнянь, а й для гiперболiчних ([13]–[15]).

У працi розглянуто задачу з нелокальними крайовими умовами та невiдомою лiнiєю
розриву вихiдних даних для гiперболiчної системи квазiлiнiйних рiвнянь у секторi. Ви-
користавши метод характеристик, вiдшукання узагальненого розв’язку задачi зведено
до знаходження нерухомої точки оператора, iснування та єдинiсть якої доведено на
основi теореми Банаха, що в деякiй мiрi повторює методику працi [11]. Подiбнi задачi
про спряження розв’язкiв гiперболiчних систем вздовж невiдомих кривих розглядались
у роботах [12]–[15].

2. Формулювання задачi. Визначимо областi V s−
T = {(x, t) ∈ R2 : 0 < t < T, −kt <

x < s(t)}, V s+
T = {(x, t) ∈ R2 : 0 < t < T, s(t) < x < kt}, де k > 0 — задана ста-

ла, а s : [0, T ] → R — невiдома функцiя така, що s(0) = 0. В областi V s−
T розглянемо

гiперболiчну систему, записану в iнварiантах Рiмана
∂u−i
∂t

+ λ−i (x, t, u
−)
∂u−i
∂x

= f−i (x, t, u
−), i ∈ {1, . . . , n}, (1)

а в областi V s+
T — систему

∂u+i
∂t

+ λ+i (x, t, u
+)
∂u+i
∂x

= f+
i (x, t, u

+), i ∈ {1, . . . , n}, (2)

де u− = (u−1 , . . . , u
−
n ) : V

s−
T → Rn, u+ = (u+1 , . . . , u

+
n ) : V

s+

T → Rn — шуканi функцiї, а
λ−i , λ

+
i , f

−
i , f

+
i : Rn+2 → R — вiдомi функцiї. Нехай поведiнку функцiї s описує дифе-

ренцiальне рiвняння
ds

dt
= h(s, t, u−(s, t), u+(s, t)), (3)

де h : R2n+2 → R — вiдома функцiя, а також вiдомими є значення розв’язкiв u−, u+ в
кутовiй точцi

u−(0, 0) = u+(0, 0) = 0. (4)

Зауважимо, що цi значення не обов’язково повиннi бути нульовими, не виключений
i випадок u−(0, 0) 6= u+(0, 0), який замiною шуканих функцiй можна звести до ви-
гляду (4). Нехай функцiї λ−i , λ

+
i , h задовольняють умови λ−i (0) 6= −k, λ+i (0) 6= k,

λ−i (0) 6= h(0), λ+i (0) 6= h(0). Визначимо пiдмножини iндексiв iз множини {1, . . . , n} так
I1 = {i : λ−i (0) > −k}, I2 = {i : λ+i (0) < k}, I− = {i : λ−i (0) < h(0)}, I+ = {i : λ+i (0) >
h(0)}, (тут i нище 0 позначає вектор з нульовими компонентами, на розмiрнiсть якого
вказує розмiрнiсть областi визначення вiдповiдної функцiї) та доповнимо задачу нело-
кальними крайовими умовами

u−i (−kt, t) = β1
i (s(t), t, û

−(−kt, t), û+(kt, t), ũ−(s(t), t), ũ+(s(t), t)), i ∈ I1,
u+i (kt, t) = β2

i (s(t), t, û
−(−kt, t), û+(kt, t), ũ−(s(t), t), ũ+(s(t), t)), i ∈ I2,

(5)

а також умовами спряження на контактнiй межi

u−i (s(t), t) = γ−i (s(t), t, û
−(−kt, t), û+(kt, t), ũ−(s(t), t), ũ+(s(t), t)), i ∈ I−,

u+i (s(t), t) = γ+i (s(t), t, û
−(−kt, t), û+(kt, t), ũ−(s(t), t), ũ+(s(t), t)), i ∈ I+,

(6)



76 Р. В. АНДРУСЯК, Н. О. БУРДЕЙНА, В. М. КИРИЛИЧ

де вектор û−(−kt, t) мiстить компоненти вектора u−(−kt, t) з iндексами iз множини
{1, . . . , n} \ I1, подiбно вектор û+(kt, t) мiстить компоненти вектора u+(kt, t) з iндекса-
ми iз множини {1, . . . , n} \ I2, вектор ũ−(s(t), t) мiстить компоненти вектора u−(s(t), t)
з iндексами iз множини {1, . . . , n} \ I−, а вектор ũ+(s(t), t) мiстить компоненти векто-
ра u+(s(t), t) з iндексами iз множини {1, . . . , n} \ I+, причому β1

i , β
2
i , γ

−
i , γ

+
i — вiдомi

функцiї.
Зауважимо, що замiсть систем (1), (2) можна розглядати одну систему стосовну

набору невiдомих u = (u1, . . . , un) : V
s−
T ∪ V

s+

T → Rn, причому вихiднi данi системи ма-
ють розрив вздовж невiдомої кривої s. Тодi через u−, u+ позначити звуження u на
лiву та праву частини сектора та подiбно визначити функцiї λ−i , λ

+
i , f

−
i , f

+
i , як звуже-

ння функцiй λi, fi на вiдповiднi множини. В результатi ми зведемо нашу систему до
систем (1), (2).

3. Узагальнений розв’язок задачi. Якщо (u−, s) є вiдомий набiр функцiй, а (x0, t0) ∈
V
s−
T , причому λ−i (x, t, u−(x, t)), як складена функцiя змiнних x, t, є достатньо гладкою

у вiдповiднiй областi, то задача Кошi

dx

dt
= λ−i (x, t, u

−(x, t)), (x, t) ∈ V s−
T , x(t0) = x0,

має єдиний розв’язок, який можна продовжити до межi областi V s−
T . Позначимо цей

розв’язок через ϕ−i [u−, s](t;x0, t0), тут координати (x0, t0) є параметрами, а залежнiсть
вiд (u−, s) є функцiональною. Зауважимо, що функцiя ϕ−i [u−, s] розглядається виклю-
чно при t ≤ t0, тому областю визначення розв’язку є вiдрiзок

[
χ−i [u

−, s](x0, t0), t0
]
, де

χ−i [u
−, s](x0, t0) = min{t ∈ [0, t0] :

(
ϕ−i [u

−, s](t;x0, t0), t
)
∈ V s−

T }.
Переписавши i-те рiвняння системи (1) у виглядi d

dt
u−i (ϕ

−
i [u

−, s](t;x0, t0), t) =
f−i (ϕ

−
i [u

−, s](t;x0, t0), t, u
−(ϕ−i [u

−, s](t;x0, t0), t)), та проiнтегрувавши отримане спiввiд-
ношення у вiдповiдних межах, виводимо систему iнтегро-функцiональних рiвнянь

u−i (x, t) = u−i

(
ϕ−i [u

−, s](χ−i [u
−, s](x, t);x, t), χ−i [u

−, s](x, t)
)
+

+

∫ t

χ−
i [u−,s](x,t)

f−i

(
ϕ−i [u

−, s](τ ;x, t), τ, u−(ϕ−i [u
−, s](τ ;x, t), τ)

)
dτ, (x, t) ∈ V s−

T , (7)

для i ∈ {1, . . . , n}. Зазначимо, що системи (1) та (7) є еквiвалентнi в класi гладких
функцiй (u−, s), проте розв’язок останньої системи може бути, взагалi кажучи, не ди-
ференцiйовним.

Мiркуючи подiбно, одержимо систему iнтегро-функцiональних рiвнянь

u+i (x, t) = u+i

(
ϕ+
i [u

+, s](χ+
i [u

+, s](x, t);x, t), χ+
i [u

+, s](x, t)
)
+

+

∫ t

χ+
i [u+,s](x,t)

f+
i

(
ϕ+
i [u

+, s](τ ;x, t), τ, u+(ϕ+
i [u

+, s](τ ;x, t), τ)
)
dτ, (x, t) ∈ V s+

T , (8)

для i ∈ {1, . . . , n}, що еквiвалентна системi (2) в класi гладких функцiй (u+, s).

Означення 1. Локальним узагальненим ров’язком задачi (1)–(6) будемо називати на-
бiр функцiй (u−, u+, s) ∈

[
Lip(V

s−
T0
)
]n
×
[
Lip(V

s+

T0
)
]n
×C1[0, T0], 0 < T0 ≤ T, що поточково

задовольняє систему (3), (7), (8), а також умови (4)–(6).
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Зауважимо, Lip(D) позначає простiр функцiй, що задовольняють умову Лiпшиця
за всiма аргументами на множинi D, Lipx1,x2(D) — простiр функцiй, що задовольняють
умову Лiпшиця за вказаними аргументами, а Liploc(D) — простiр функцiй, що задо-
вольняють умову Лiпшиця локально.

4. Теорема про локальну розв’язнiсть задачi. Позначимо VT = {(x, t) ∈ R2 : 0 <
t < T, −kt < x < kt}, нехай λ0 є максимальним серед значень |λ−i (0)|, |λ+i (0)|, i ∈
{1, . . . , n}, а δ є мiнiмальним серед значень |λ−i (0)+k|, |λ+i (0)−k|, |λ−i (0)−h(0)|, |λ+i (0)−
h(0)|, i ∈ {1, . . . , n}, i через θ0 позначимо спiльну сталу Лiпшиця в околi точки 0 функцiй
β1
i , β

2
i , γ

−
i , γ

+
i за групою змiнних û−, û+, ũ−, ũ+.

Теорема 1. Нехай виконуються умови

1) λ−i , λ
+
i ∈ Liploc(VT × Rn), i ∈ {1, . . . , n};

2) f−i , f
+
i ∈ C(VT × Rn) ∩ Lipx,u,loc(VT × Rn), i ∈ {1, . . . , n};

3) h ∈ Liploc(VT × R2n);

4) βki ∈ Liploc(VT × RN), k ∈ {1, 2}, i ∈ Ik (N — сумарна розмiрнiсть змiнних
û−, û+, ũ−, ũ+);

5) γ−i ∈ Liploc(VT × RN), i ∈ I−, γ+i ∈ Liploc(VT × RN), i ∈ I+;

6) −k < h(0) < k, δ 6= 0, θ0 < 1,
θ0(k + λ0)

δ
< 1;

7) умови погодження βki (0) = 0, k ∈ {1, 2}, i ∈ Ik, γ
−
i (0) = 0, i ∈ I−, γ

+
i (0) = 0,

i ∈ I+.

Тодi iснує єдиний локальний узагальнений розв’язок задачi (1)–(6).

Доведення. Розглянемо метричний простiр (M, ρ), де множина M(T0, L1, L2) склада-
ється з трiйок (u−, u+, s) ∈

[
C(V

s−
T0
)
]n
×
[
C(V

s+

T0
)
]n
× C[0, T0], 0 < T0 ≤ T, що задоволь-

няють такi обмеження:

S)
∣∣∣∣s(t1)− s(t2)− h(0)(t1 − t2)t1 − t2

∣∣∣∣ ≤ H для всiх {t1, t2} ⊂ [0, T0] та деякого фiксованого

H < k − |h(0)|, та виконується умова s(0) = 0;

U)
∣∣∣∣u−(x1, t)− u−(x2, t)x1 − x2

∣∣∣∣ ≤ L1, для всiх {(x1, t), (x2, t)} ⊂ V
s−
T0
,∣∣∣∣u+(x1, t)− u+(x2, t)x1 − x2

∣∣∣∣ ≤ L1, для всiх {(x1, t), (x2, t)} ⊂ V
s+

T0
,∣∣∣∣u−(x, t1)− u−(x, t2)t1 − t2

∣∣∣∣ ≤ L2, для всiх {(x, t1), (x, t2)} ⊂ V
s−
T0
,∣∣∣∣u+(x, t1)− u+(x, t2)t1 − t2

∣∣∣∣ ≤ L2, для всiх {(x, t1), (x, t2)} ⊂ V
s+

T0
,

та виконується умова (4).

Зауважимо, що умови простору дозволяють встановити оцiнки

|s(t)| ≤ kT0, |u−(x, t)| ≤ (kL1 + L2)T0, (x, t) ∈ V
s−
T0
,

|u+(x, t)| ≤ (kL1 + L2)T0, (x, t) ∈ V
s+

T0
,

(9)
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звiдки, зокрема, виводимо обмеженiсть функцiй s, u− та u+ на вiдповiдних множинах,
якщо, наприклад

(1 + L1 + L2)T0 ≤ 1 (10)

(тут i надалi позначення | · | означає векторну норму в сенсi максимуму модулiв компо-
нент вектора).

Для довiльного елементу (u−, u+, s) простору M визначимо вiдображення U− :

V T0 → Rn за правилом U−(x, t) = u−(x, t), якщо (x, t) ∈ V s−
T0
, але U−(x, t) = u−(s(t), t),

якщо (x, t) ∈ V s+

T0
. Подiбно визначимо вiдображення U+ : V T0 → Rn, а саме U+(x, t) =

u+(x, t), якщо (x, t) ∈ V s+

T0
, проте U+(x, t) = u+(s(t), t), якщо (x, t) ∈ V s−

T0
. Тодi вiдстань

мiж елементами просторуM визначимо формулою

ρ((u1−, u1+, s1), (u2−, u2+, s2)) = max

{
max
t∈[0,T0]

|s1(t)− s2(t)|,

max
(x,t)∈V s1−

T0
∪V s2−

T0

|U1−(x, t)− U2−(x, t)|, max
(x,t)∈V s1+

T0
∪V s2+

T0

|U1+(x, t)− U2+(x, t)|

}
.

Зауважимо, що введений метричний простiр повний ([17], лема 1).
Нехай (u−, u+, s) ∈ M — узагальнений розв’язок задачi (1)–(6), причому кривi

ϕ−i [u
−, s](τ ;x0, t0) не дотикаються до лiнiй x = −kt, x = s(t), а кривi ϕ+

i [u
+, s](τ ;x0, t0)

— до лiнiй x = kt, x = s(t) (цi кривi є характеристиками систем (1) та (2), вiдповiдно).
Бiльш формально цi умови трансверсальностi можна переписати у виглядi

d
dτ
ϕ−i [u

−, s](τ ;−kt, t)|τ=t 6= −k, d
dτ
ϕ+
i [u

+, s](τ ; kt, t)|τ=t 6= k,
d
dτ
ϕ−i [u

−, s](τ ; s(t), t)|τ=t 6= s′(t), d
dτ
ϕ+
i [u

+, s](τ ; s(t), t)|τ=t 6= s′(t)
(11)

при всiх допустимих значеннях iндексу i та змiнної t. Тодi трiйка функцiй (u−, u+, s)
задовольняє систему iнтегро-операторних рiвнянь

s(t) =

∫ t

0

h(s(τ), τ, u−(s(τ), τ), u+(s(τ), τ)) dτ, t ∈ [0, T0], (12)

u−i (x, t) = B−i [u−, u+, s](x, t) + I−i [u−, u+, s](x, t), (x, t) ∈ V s−
T0
,

u+i (x, t) = B+
i [u

−, u+, s](x, t) + I+i [u−, u+, s](x, t), (x, t) ∈ V s+

T0
,

(13)

де граничний оператор B−i ставить у вiдповiднiсть елементу (u−, u+, s) ∈ M фун-
кцiю β1

i (s(τ), τ, û
−(−kτ, τ), û+(kτ, τ), ũ−(s(τ), τ), ũ+(s(τ), τ)) при τ = χ−i [u

−, s](x, t), за
умови ϕ−i [u

−, s](χ−i [u
−, s](x, t);x, t) = −kχ−i [u−, s](x, t), або ж ставить у вiдповiднiсть

функцiю γ−i (s(τ), τ, û
−(−kτ, τ), û+(kτ, τ), ũ−(s(τ), τ), ũ+(s(τ), τ)) при τ = χ−i [u

−, s](x, t),
якщо ϕ−i [u−, s](χ

−
i [u

−, s](x, t);x, t) = s(χ−i [u
−, s](x, t)), а оператор I−i визначається рiвнi-

стю

I−i [u−, u+, s](x, t) =
∫ t

χ−
i [u−,s](x,t)

f−i

(
ϕ−i [u

−, s](τ ;x, t), τ, u−(ϕ−i [u
−, s](τ ;x, t), τ)

)
dτ.

Оператори B+
i та I+i визначаються подiбно з очевидними змiнами. Правильне й обер-

нене твердження: елемент простору M, що задовольняє рiвняння (12), (13) та умо-
ву (11), є узагальненим розв’язком задачi (1)–(6). Еквiвалентнiсть задачi (1)–(6) та
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системи iнтегро-операторних рiвнянь (12), (13) дає змогу звести вiдшукання узагальне-
ного розв’язку задачi до знаходження нерухомої точки визначеного нище оператора A
на елементах просторуM

A[u−, u+, s]=
(
V−1 [u−, u+, s], . . . ,V−n [u−, u+, s],V+

1 [u
−, u+, s], . . . ,V+

n [u
−, u+, s],S[u−, u+, s]

)
,

де
S[u−, u+, s](t) =

∫ t

0

h(s(τ), τ, u−(s(τ), τ), u+(s(τ), τ)) dτ, t ∈ [0, T0],

V−i [u−, u+, s](x, t) = B−i [U−, U+, S](x, t) + I−i [U−, U+, S](x, t), (x, t) ∈ V S−
T0

,

V+
i [u

−, u+, s](x, t) = B+
i [U

−, U+, S](x, t) + I+i [U−, U+, S](x, t), (x, t) ∈ V S+
T0

,

де функцiї U−, U+ визначенi при введенi метрики, а функцiя S є образом елемента
(u−, u+, s) при дiї оператора S. Для коректностi визначення оператора доповнимо умови
просторуM додатковою умовою

d
dτ
ϕ−i [U

−, S](τ ;−kt, t)|τ=t 6= −k, d
dτ
ϕ+
i [U

+, S](τ ; kt, t)|τ=t 6= k,
d
dτ
ϕ−i [U

−, S](τ ;S(t), t)|τ=t 6= S ′(t), d
dτ
ϕ+
i [U

+, S](τ ;S(t), t)|τ=t 6= S ′(t),
(14)

що є аналогом (11).
Наступний етап доведення є встановлення обмежень на параметри T0, L1, L2 просто-

руM, за яких iснує єдина нерухома точка оператора A в цьому просторi, для чого, в
свою чергу, використаємо теорему Банаха про стисне вiдображення. Дослiдимо за яких
умов оператор переводить простiрM у себе та є стисним.

Нехай (u−, u+, s) ∈M, доведемо виконання умови∣∣∣∣S(t1)− S(t2)− h(0)(t1 − t2)t1 − t2

∣∣∣∣ ≤ H (15)

для всiх {t1, t2} ⊂ [0, T0] та деякого H < k − |h(0)|. Оскiльки

|S ′(t)− h(0)| = |h(s(t), t, u−(s(t), t), u+(s(t), t))− h(0)| ≤ C1(1 + L1 + L2)T0,

що випливає з оцiнок (9) та умови Лiпшиця стосовно функцiї h (тут i надалi C1, C2, . . .
позначають сталi, що визначаються вихiдними даними та не залежать вiд параметрiв
простору). Отже, умова (15) виконується, якщо

C1(1 + L1 + L2)T0 ≤ H. (16)

Безпосередньою пiдстановкою перевiряємо спiввiдношення S(0) = 0. Зауважимо, що
за умови (16) виводимо (U−, U+, S) ∈M(T0, L1, kL1 + L2).

Розглянемо спiввiдношення (14), має мiсце оцiнка∣∣∣ d
dτ
ϕ−i [U

−, S](τ ;S(t), t)|τ=t − S ′(t)
∣∣∣ = |λ−i (S(t), t, U−(S(t), t))−

−h(s(t), t, u−(s(t), t), u+(s(t), t))| ≥ |λ−i (0)− h(0)| − |λ−i (S(t), t, U−(S(t), t))− λ−i (0)|−
−|h(s(t), t, u−(s(t), t), u+(s(t), t))− h(0)| ≥ |λ−i (0)− h(0)| − C2(1 + L1 + L2)T0 ≥ δ − ε,

причому остання нерiвнiсть справедлива для довiльного ε > 0, якщо

C2(1 + L1 + L2)T0 ≤ ε, (17)

що випливає з (9) та подiбних оцiнок для функцiй S, U−, U+. Аналогiчно оцiнюючи iншi
вирази, встановлюємо правильнiсть спiввiдношень (14), якщо задовольнити умову (27)
при малому ε.
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Нехай (u−, u+, s) ∈M, доведемо виконання умови∣∣∣∣V −(x1, t)− V −(x2, t)x1 − x2

∣∣∣∣ ≤ L1, (18)

для всiх {(x1, t), (x2, t)} ⊂ V
S−
T0
, де вектор-функцiя V − є образом елемента (u−, u+, s) при

дiї оператора V−. Сформулюємо декiлька оцiнок у виглядi лем (бiльш детально подiбнi
оцiнки розглянуто в [16]). Тут i надалi позначення 4k означає рiзницю вiдповiдних
виразiв при k = 1 та k = 2, наприклад, 4kxk = x1 − x2.

Лема 1. Нехай (u−, u+, s) ∈ M, (xk, t) ∈ V
s−
T0
, k ∈ {1, 2}, та виконується умова (10),

тодi правильна оцiнка |4kϕ
−[u−, s](τ ;xk, t)| ≤ eC3(1+L1)T0 |4kxk|.

Лема 2. Нехай (u−, u+, s) ∈ M, (xk, t) ∈ V
s−
T0
, k ∈ {1, 2}, кривi ϕ−i [u−, s](τ ;xk, t) при

τ ≤ t досягають межi x = s(t) (або межi x = −kt), та виконуються умови (10),

C4(1 + L1 + L2)T0 ≤ ε, (19)

тодi правильна оцiнка |4kχ
−
i [u

−, s](xk, t)| ≤ eC3(1+L1)T0|4kxk|/(δ − ε) при малому ε.

Нехай кривi ϕ−i [U−, S](τ ;xk, t) при τ ≤ t досягають межi x = S(t) (якщо досягається
межа x = −kt, то мiркування аналогiчнi). Використавши леми 1, 2 для оцiнки виразiв
4kϕ

−[U−, S](τ ;xk, t) i 4kχ
−
i [U

−, S](xk, t), отримаємо спiввiдношення (для спрощення
позначимо τk = χ−i [U

−, S](xk, t))

|4kV
−
i (xk, t)|≤

∣∣∣∣4kγ
−
i

(
S(τk), τk, Û

−(−kτk, τk), Û+(kτk, τk), Ũ
−(S(τk), τk), Ũ

+(S(τk), τk)
)∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣4k

∫ t

τk

f−i

(
ϕ−i [U

−, S](τ ;xk, t), τ, U
−(ϕ−i [U

−, S](τ ;xk, t), τ)
)
dτ

∣∣∣∣ ≤
≤
(
C4 +

θ0(kL1 + L2)e
C2(1+L1)T0

δ − ε

)
|4kxk|.

Отже, умова (18) виконується, якщо

C4 +
θ0(kL1 + L2)e

C2(1+L1)T0

δ − ε
≤ L1. (20)

Доведемо виконання обмеження∣∣∣∣V −(x, t1)− V −(x, t2)t1 − t2

∣∣∣∣ ≤ L2, (21)

для всiх {(x, t1), (x, t2)} ⊂ V
S−
T0
, для чого використаємо одну або декiлька промiжних

точок та оцiнку (18). Нехай, наприклад, (x3, t2) ∈ V
S−
T0
, причому ϕ−i [U−, S](t2;x, t1) = x3,

тодi

|4kV
−
i (x, tk)| ≤ |V −i (x, t1)− V −i (x3, t2)|+ |V −i (x, t2)− V −i (x3, t2)| ≤

≤
∣∣∣∣∫ t1

t2

f−i

(
ϕ−i [U

−, S](τ ;x, t1), τ, U
−(ϕ−i [U

−, S](τ ;x, t1), τ)
)
dτ

∣∣∣∣+ L1|x− x3| ≤

≤ (C5 + (λ0 + ε)L1)|4ktk|,
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причому остання нерiвнiсть справедлива для довiльного ε > 0, якщо має мiсце (19).
Отже, для виконання умови (21) достатньо зафiксувати

L2 = C5 + (λ0 + ε)L1. (22)

Пiдставивши останню рiвнiсть в (20), отримаємо достатню умову на величину L1

C6 +
θ0(k + λ0 + ε)L1e

ε

δ − ε
≤ L1 (23)

для довiльного малого ε > 0, якщо параметр T0 задовольняє нерiвнiсть

C2(1 + L1)T0 ≤ ε. (24)

Оскiльки θ0(k+λ0)
δ

< 1, то при малому значеннi ε маємо
θ0(k + λ0 + ε)eε

δ − ε
< 1, (25)

тому оцiнку (23) перепишемо у виглядi(
1− θ0(k + λ0 + ε)eε

δ − ε

)
L1 ≥ C6. (26)

Отримана нерiвнiсть має мiсце, якщо параметр L1 є достатньо великий. Безпосере-
дньою пiдстановкою, врахувавши умови погодження, перевiряємо рiвностi V −(0, 0) =
V +(0, 0) = 0.

Встановимо iнварiантнiсть умови T) стосовно дiї оператора. Має мiсце оцiнка∣∣∣ d
dτ
ϕ−i [V

−, S](τ ;S(t), t)|τ=t − S ′(t)
∣∣∣ = |λ−i (S(t), t, V −(S(t), t))−

−h(s(t), t, u−(s(t), t), u+(s(t), t))| ≥ |λ−i (0)− h(0)| − |λ−i (S(t), t, V −(S(t), t))− λ−i (0)|−
−|h(s(t), t, u−(s(t), t), u+(s(t), t))− h(0)| ≥ |λ−i (0)− h(0)| − C7(1 + L1 + L2)T0 ≥ δ − ε,

причому остання нерiвнiсть справедлива для довiльного ε > 0, якщо

C7(1 + L1 + L2)T0 ≤ ε, (27)

що випливає з (9) та подiбних оцiнок для функцiй S, V −, V +. Аналогiчно оцiнюючи
iншi вирази, встановлюємо правильнiсть спiввiдношень T) вiдносно трiйки (V −, V +, S),
якщо задовольнити умову (27) при малому ε.

Таким чином, встановлено iснування параметрiв T0, L1, L2, за яких оператор пере-
водить простiрM у себе.

Дослiдимо тепер стисну властивiсть оператора A. Нехай (uk−, uk+, sk) ∈ M, k ∈
{1, 2}. Визначимо коефiцiєнт стиску κ, для якого виконується спiввiдношення

ρ
(
A[u1−, u1+, s1],A[u2−, u2+, s2]

)
≤ κρ((u1−, u1+, s1), (u2−, u2+, s2)). (28)

Нехай функцiя Sk є образом елемента (uk−, uk+, sk) при дiї оператора S, а фун-
кцiї V k−, V k+ є образами елемента (uk−, uk+, sk) при дiї операторiв V− та V+ вiдповiдно.
Тодi спiввiдношення (28) рiвносильне сукупностi нерiвностей

|4kS
k(t)| ≤ κρ((u1−, u1+, s1), (u2−, u2+, s2)), t ∈ [0, T0], (29)

|4kṼ
k−(x, t)| ≤ κρ((u1−, u1+, s1), (u2−, u2+, s2)), (x, t) ∈ V S1−

T0
∪ V S2−

T0
, (30)

|4kṼ
k+(x, t)| ≤ κρ((u1−, u1+, s1), (u2−, u2+, s2)), (x, t) ∈ V S1+

T0
∪ V S2+

T0
,
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де вiдображення Ṽ − : V T0 → Rn визначимо за правилом Ṽ −(x, t) = V −(x, t), якщо
(x, t) ∈ V

S−
T0
, але Ṽ −(x, t) = V −(S(t), t), якщо (x, t) ∈ V

S+

T0
. Подiбно визначимо вiд-

ображення Ṽ + : V T0 → Rn. Сформулюємо декiлька оцiнок у виглядi лем.

Лема 3. Нехай (u−k, u+k, sk) ∈ M, k ∈ {1, 2}, (x, t) ∈ V
s1−
T0
∩ V s2−

T0
, та виконується

умова (10), тодi правильна оцiнка

|4kϕ
−[u−k, sk](τ ;x, t)| ≤ C8T0e

C3(1+L1)T0ρ((u1−, u1+, s1), (u2−, u2+, s2)).

Лема 4. Нехай (u−k, u+k, sk) ∈ M, k ∈ {1, 2}, (x, t) ∈ V
s1−
T0
∩ V s2−

T0
, причому кривi

ϕ−i [u
−, s](τ ;xk, t) при τ ≤ t досягають межi x = s(t), та виконуються умови (10), (19),

тодi при малому ε правильна оцiнка

|4kχ
−
i [u

−k, bk](x, t)| ≤

≤ 1

δ − ε

(
C8T0e

C3(1+L1)T0ρ((u1−, u1+, s1), (u2−, u2+, s2)) + max
t∈[0,T0]

|s1(t)− s2(t)|
)
.

Знайдемо коефiцiєнт κ, для якого виконується спiввiдношення (29)

|4kS
k(t)| ≤

∫ t

0

∣∣∣4kh(s
k(τ), τ, uk−(sk(τ), τ), uk+(sk(τ), τ))

∣∣∣ dτ ≤
≤ C9T0ρ((u

1−, u1+, s1), (u2−, u2+, s2)).

Використаємо леми 3, 4 для встановлення оцiнки (30). Нехай (x, t) ∈ V S1−
T0
∩ V S2−

T0
,

та кривi ϕ−i [Uk−, Sk](τ ;x, t) при τ ≤ t досягають межi x = S(t) (якщо досягається межа
x = −kt, то мiркування аналогiчнi). Для спрощення позначимо τk = χ−i [U

k−, Sk](x, t),
тодi маємо оцiнку

|4kV
k−
i (x, t)| ≤

≤
∣∣∣∣4kγ

−
i

(
Sk(τk), τk, Û

k−(−kτk, τk), Ûk+(kτk, τk), Ũ
k−(Sk(τk), τk), Ũ

k+(Sk(τk), τk)
)∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣4k

∫ t

τk

f−i

(
ϕ−i [U

k−, Sk](τ ;x, t), τ, Uk−(ϕ−i [U
k−, Sk](τ ;x, t), τ)

)
dτ

∣∣∣∣ ≤
≤ C10(1 + L1 + L2)

(
T0ρ((u

1−, u1+, s1), (u2−, u2+, s2)) + max
t∈[0,T0]

|4kS
k(t)|

)
+

+θ0ρ((u
1−, u1+, s1), (u2−, u2+, s2))≤(C11(1 + L1 + L2)T0 + θ0)ρ((u

1−, u1+, s1),(u2−, u2+, s2)).

Якщо (x, t) ∈ V S1−
T0
\ V S2−

T0
, встановлюємо оцiнку

|4kṼ
k−(x, t)| ≤ |V 1−(x, t)− V 2−(S2(t), t)| ≤ |4kV

k−(S2(t), t)|+ |V 1−(x, t)−

−V 1−(S2(t), t)| ≤
(
C11(1 + L1 + L2)T0 + θ0

)
ρ((u1−, u1+, s1), (u2−, u2+, s2))+

+L1|4kS
k(t)| ≤

(
C12(1 + L1 + L2)T0 + θ0

)
ρ((u1−, u1+, s1), (u2−, u2+, s2)).

Таким чином, виводимо загальну оцiнку

ρ(A[u1−, u1+, s1],A[u2−, u2+, s2])≤(C13(1 + L1 + L2)T0 + θ0)ρ((u
1−, u1+, s1), (u2−, u2+, s2)).

Отже, оператор A є стисним в просторiM, якщо

C13(1 + L1 + L2)T0 < 1− θ0. (31)
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Зафiксуємо мале ε, щоб виконувалася нерiвнiсть (25), пiсля чого L1 — достатньо ве-
лике вiдповiдно до умови (26), а L2 — згiдно з (22), насамкiнець вибираємо параметр T0
достатньо малим, щоб задовольнити умови (10), (16), (19), (24), (27), (31). Отже, при
вибраних значеннях параметрiв оператор A переводить метричний простiрM у себе i є
стисним на елементах цього простору. Тому, за теоремою Банаха, iснує єдина нерухома
точка оператора. Отриманий набiр функцiй є узагальненим розв’язком задачi (1)–(6),
причому вiн єдиний у метричному просторiM. Теорему доведено.
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