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The properties of the prime and the congruence-prime acts over monoid with zero are
investigated.

Ю. Т. Биляк, Г. В. Зелиско, Н. Я. Комарницкий. О первичных и конгруэнц-первичных
полигонах над моноидом с нулем // Мат. Студiї. – 2013. – Т.39, №1. – C.29–33.

Исследуются свойства первичных и конгруэнц-первичных полигонов над моноидом с
нулем.

Багато питань, що виникають у теорiї напiвгруп i полiгонiв, подiбнi до тих, якi ви-
никають в теорiї кiлець i модулiв. У публiкацiях попереднiх рокiв, якi стосуються цих
структур, бiльшiсть отриманих результатiв носить саме такий характер. В цьому руслi
знаходяться дослiдження первинних iдеалiв в моноїдах чи в первинних пiдполiгонах
полiгона. Задачi, якi тут виникають, викликанi бажанням отримати твердження про
первиннi полiгони, якi би стали аналогами вiдомих тверджень про первиннi модулi.
Позаяк теорiя первинних пiдмодулiв бурхливо розвивається, а також виникають рiзно-
манiтнi уточнення цього поняття та їхнi застосування, то перенесення результатiв про
модулi на деякi класи полiгонiв, що є важливим для подальшого дослiдження будови
моноїдiв, видається перспективним.

Оскiльки поняття первинного модуля i первинного пiдмодуля мають багато вiдтiн-
кiв зробимо декiлька iсторичних зауважень щодо їхнього виникнення i їхнє порiвняння.
Первиннi модулi вперше розглядались у статтi Р. Е. Джонсона [1]. Iнший пiдхiд до пер-
винних модулiв запропонував В. О. Андрунакiєвич ([2]). Потiм Е. Г. Фелер та Е. В. Сво-
ковскi ([3]) вивчали первиннi пiдмодулi деякого модуля, а Г. I. Каракас ([4]) вивчав такi
ж пiдмодулi над комутативним кiльцем. Систематичне дослiдження первинних модулiв
в загальнiй ситуацiї провiв Й. Даунс ([5]). Всi згаданi автори використовували первин-
нi модулi для характеризацiї тих чи iнших радикалiв. Зокрема, в [6] встановлено, що
будь-який спецiальний радикал в категорiї кiлець можна охарактеризувати за допо-
могою деякого пiдкласу первинних модулiв. У роботах [3, 5, 7, 8, 9] розглянуто рiзнi
означення первинних модулiв, а в [10] встановленi зв’язки мiж цими поняттями. Потiм
властивiсть первинностi модулiв привертала увагу багатьох дослiдникiв, яких навiть
важко перелiчити.
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Важливiсть поняття первинного модуля в теорiї кiлець привело до усвiдомлення
необхiдностi введення паодiбного поняття в теорiї напiвгруп. Поняття первинного полi-
гона можна вводити двома шляхами: або прямим узагальненням вiдповiдних понять з
теорiї модулiв, що базується на замiнi пiдмодулiв пiдполiгонами, або важчим шляхом,
який базується на використаннi конгруенцiй. Першим ввiв та вивчав первиннi полiгони
Е. Н. Ройз ([11]). Такi полiгони дослiджувалися також в працях Й. Ахсана i Л. Чжун-
куйа ([12]) та А. А. Iстейжi i С. Таджнi ([13]).

Нехай S — моноїд з нулем.

Означення 1. Непорожня множина A називається правим S-полiгоном (або правим
полiгоном над моноїдом S), якщо iснує таке вiдображення µ : A × S → A, (a, s) 7→ as
що для всiх s, t ∈ S i для всiх a ∈ A виконуються умови a · 1 = a, a(st) = (as)t, i має
видiлений елемент θ ∈ A, з властивiстю θs = θ для всiх s ∈ S. Позначатимемо цей
елемент з S, як завжди, через 0.

Означення 2. Пiдполiгон B полiгона A називається первинним, якщо для довiльних
a ∈ A та s ∈ S, з того, що aSs ⊆ B випливає, що a ∈ B або As ⊆ B. Правий полiгон A
сам називається первинним, якщо пiдполiгон {θ} є первинним пiдполiгоном в A ([12]).

Очевидно, що B є первинним пiдполiгоном полiгона A тодi i тiльки тодi, коли A/B
є первинним.

Для довiльного a ∈ A визначимо множину Ann(a) = {(s, t) ∈ S × S | as = at}. Тодi
Ann(a) є правою конгруенцiєю на S, яка називається правим анулятором елемента a.

Правим анулятором полiгона A називається Ann(A) =
⋂

a∈A Ann(a). Це двостороння
конгруенцiя на S.

Означення 3. Правий S-полiгон A називається конгруенц-первинним ([11]), якщо для
довiльного його нетривiального пiдполiгона B виконується рiвнiсть Ann(A) = Ann(B).

Означення 4. Правий S-полiгон A називається конгруенц-первинним ([10]), якщо для
довiльної такої конгруенцiї ρ на S, що для деякого елемента a ∈ A з того, що для всiх
(s, t) ∈ ρ випливає, що as = at, виконується: ρ ⊆ Ann(A) або a = 0.

У статтi [13] доведено, що у випадку комутативного моноїда означення 1 i 2 еквiва-
лентнi. В статтi [1] встановлено еквiвалентнiсть означень 2 та 3.

Означення 5. Правий S-полiгон A називається точним, якщо Ann(A) = ∆, де ∆ —
одинична конгруенцiя на A.

Означення 6. Якщо B — пiдполiгон S-полiгона, то конгруенцiя JB = Ann(A/B) нази-
вається асоцiйованою з B.

Виявилося, що первиннi полiгони тiсно пов’язанi з слабо скоротними напiвгрупами.

Означення 7. Напiвгрупа S називається слабо скоротною злiва або слабо праворегу-
лярною, якщо для довiльних a, x, y ∈ S з того, що asx = asy для всiх s ∈ S випливає,
що або a = 0, або x = y.

Конгруенц-первиннi полiгони тiсно зв’язанi з первинними конгруенцiями, якi вивча-
лися вже давно ([14]).
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Означення 8. Права конгруенцiя ρ на моноїдi S називається первинною, якщо S/ρ є
слабо скоротною злiва напiвгрупою.

Твердження 1. Права конгруенцiя ρ є первинною тодi i тiльки тодi, коли правий
полiгон S/ρ є конгруенц-первинним.

Доведення. Якщо ρ — первинна конгруенцiя, то S/ρ є слабо скоротною злiва напiвгру-
пою, тобто для довiльних a, x, y ∈ S/ρ з того, що asx = asy для всiх s ∈ S випливає, що
або a = 0, або x = y. Покажемо, що правий полiгон S/ρ є конгруенц-первинним. Для
довiльної конгруенцiї τ на S такої, що для деякого елемента a ∈ S/ρ з того, що для
всiх (sx, sy) ∈ τ випливає, що asx = asy, виконується: або a = 0, або x = y, але тодi
sx = sy, (sx, sy) ∈ Ann(S/ρ), звiдси τ ⊆ S/ρ. Отже, за означенням 4 правий полiгон S/ρ
є конгруенц-первинним.

Якщо S/ρ — конгруенц-первинний правий полiгон, то для довiльної конгруенцiї τ
на S такої, що для деякого елемента a ∈ S/ρ з того, що для всiх (s, t) ∈ τ випливає,
що as = at, виконується a = 0 або τ ⊆ S/ρ. Тодi для довiльних a, x, y ∈ S/ρ з того, що
asx = asy для всiх s ∈ S випливає, що або a = 0, або (sx, sy) ∈ Ann(S/ρ), тодi sx = sy
для всiх s ∈ S, отже, x = y. Тому S/ρ є слабо скоротною злiва напiвгрупою, отже, права
конгруенцiя ρ є первинною.

Наведенi нижче п’ять тверджень описують деякi властивостi конгруенц-первинних
пiдполiгонiв фiксованого S-полiгона.

Твердження 2. Кожний ненульовий S-пiдполiгон B конгруенц-первинного правого
S-полiгона A є конгруенц-первинним.

Доведення. Якщо A — правий конгруенц-первинний полiгон, то для довiльного його
нетривiального пiдполiгона B виконується умова Ann(B) = Ann(A). Припустимо, що
пiдполiгон B не є конгруенц-первинним, тодi iснує такий його нетривiальний пiдполi-
гон C, що Ann(C) 6= Ann(B). Але тодi Ann(C) 6= Ann(A), що суперечить конгруенц-
первинностi полiгона A.

Твердження 3. Якщо B конгруенц-первинний пiдполiгон правого S-полiгона A, то
асоцiйована конгруенцiя JB = Ann(A/B) є первинною конгруенцiєю на S.

Доведення. Якщо B — конгруенц-первинний пiдполiгон правого S-полiгона A, то фак-
тор-полiгон A/B є конгруенц-первинним. Тодi для довiльного його нетривiального пiд-
полiгона C/B виконується рiвнiсть Ann(A/B) = Ann(C/B), де C — деякий пiдполiгон
полiгона A. Тому згiдно з твердженням 1 JB = Ann(A/B) є первинною конгруенцiєю
на S.

Твердження 4. Правий S-полiгон A є конгруенц-первинним тодi i тiльки тодi, коли
всi його ненульовi пiдполiгони мають однаковi асоцiйованi конгруенцiї.

Доведення. Якщо правий S-полiгон A є конгруенц-первинним, то для довiльного його
нетривiального пiдполiгона B виконується рiвнiсть Ann(B) = Ann(A). Тодi для довiль-
них ненульових пiдполiгонiв B ⊆ A i C ⊆ A, Ann(B) = Ann(A) i Ann(C) = Ann(A),
отже Ann(B) = Ann(C). Тому Ann(A/B) = Ann(A/C), отже JB = JC .

Якщо для довiльних ненульових пiдполiгонiв B та C правого полiгона A виконується
JB = JC , тобто Ann(A/B) = Ann(A/C), то Ann(B) = Ann(C), тодi Ann(B) = Ann(A).
Отже, A є конгруенц-первинним полiгоном.
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Твердження 5. Моноїд S є конгруенц-первинним тодi i тiльки тодi, коли iснує точний
конгруенц-первинний S-полiгон.

Доведення. Якщо моноїд S є конгруенц-первинним, то для довiльного нетривiального
пiдполiгона регулярного полiгона SS Ann(S) = Ann(B). Тодi Ann(S) = 0. Отже, SS —
точний конгруенц-первинний S-полiгон.

Якщо A — точний конгруенц-первинний S-полiгон, то Ann(A) = 0, тодi Ann(S) = 0,
отже, S — конгруенц-первинний моноїд.

Твердження 6. Нехай ρ — права конгруенцiя на S. Тодi такi умови еквiвалентнi:

1) ρ є первинною конгруенцiєю;

2) iснує такий конгруенц-первинний S-полiгон A, що ρ = JB.

Доведення. Якщо ρ — первинна конгруенцiя, то за твердженням 1 правий полiгон
A = S/ρ є конгруенц-первинним i за твердженням 5 iснує точний конгруенц-первинний
S-полiгон B, що ρ = Ann(A/B), тобто ρ = JB.

Якщо ρ — права конгруенцiя на S i iснує такий конгруенц-первинний S-полiгон A,
що ρ = JB, то за твердженням 3 JB є первинною конгруенцiєю. Отже, ρ — первинна
конгруенцiя.

Визначимо правий S-полiгон C = {σ|σ — права конгруенцiя на S}, де дiя S на C
задається правими трансляцiями: якщо σ ∈ C i s ∈ S, то права трансляцiя σ на s це
права конгруенцiя σs на S, задана правилом a σs b тодi i тiльки тодi, коли sa σ sb.

Нагадаємо, що якщо A i B — правi S-полiгони, то гомоморфiзмом правих S-полiгонiв
називається така функцiя f : A→ B, що f(as) = f(a)s для всiх s ∈ S та a ∈ A.

Якщо A — довiльний правий S-полiгон i C — полiгон визначений вище, то визначимо
функцiю ϕ : A → C за правилом ϕ(a) = σa, де σa = {(s, t) ∈ S × S | as = at}, тобто
σa = Ann(a).

Покажемо, що задана функцiя ϕ : A → C є гомоморфiзмом правих S-полiгонiв.
Справдi, припустимо, що a ∈ A i s ∈ S. Тодi ϕ(as) = σas. Але x σas y тодi i тiльки
тодi, коли (as)x = (as)y, а це виконується тодi i тiльки тодi, коли sx σa sy. Але тодi
σas = (σa)

s, тому ϕ(as) = (ϕ(a))s. Отже, ϕ є гомоморфiзмом.

Означення 9. Пiдполiгон B полiгона A називається класично первинним, якщо для
довiльних a ∈ A та s, t ∈ S, з того, що asSt ⊆ B випливає, що as ∈ B або at ∈ B.

Твердження 7. Якщо B — класично первинний пiдполiгон полiгона A, то його образ
ϕ(B) є класично первинним S-пiдполiгоном в C.

Доведення. Покажемо, що для довiльних s, t ∈ S i для довiльної конгруенцiї σa ∈ C з
того, що σsSt

a ⊆ ϕ(B) випливає, що σs
a ∈ ϕ(B) або σt

a ∈ ϕ(B).
Якщо σsSt

a ⊆ ϕ(B), то ϕ(a)sSt ⊆ ϕ(B), але тодi ϕ(asSt) ⊆ ϕ(B), тобто asSt ⊆ B.
Оскiльки B — класично первинний пiдполiгон полiгона A, то для довiльних a ∈ A

та s, t ∈ S, з того, що asSt ⊆ B випливає, що as ∈ B або at ∈ B.
Якщо as ∈ B, то ϕ(as) ∈ ϕ(B), тобто ϕ(a)s ∈ ϕ(B), отже, σs

a ∈ ϕ(B). Якщо ж at ∈ B,
то ϕ(at) ∈ ϕ(B), тобто ϕ(a)t ∈ ϕ(B), отже, σt

a ∈ ϕ(B).

Твердження 8. Якщо B — первинний пiдполiгон полiгона A, то його образ ϕ(B) є
первинним S-пiдполiгоном в C.
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Доведення. Покажемо, що для довiльного s ∈ S i для довiльної конгруенцiї σa ∈ C з
того, що σSs

a ⊆ ϕ(B) випливає, що σa ∈ ϕ(B) або Cs ⊆ ϕ(B).
Якщо σSs

a ⊆ ϕ(B), то ϕ(a)Ss ⊆ ϕ(B), але тодi ϕ(aSs) ⊆ ϕ(B), тобто aSs ⊆ B.
Оскiльки B — первинний пiдполiгон полiгона A, то для довiльних a ∈ A та s ∈ S, з

того, що aSs ⊆ B випливає, що a ∈ B або As ⊆ B.
Якщо a ∈ B, то ϕ(a) ∈ ϕ(B), тобто σa ∈ ϕ(B). Якщо ж As ⊆ B, то ϕ(As) ⊆ ϕ(B),

тобто ϕ(A)s ⊆ ϕ(B), отже, Cs ⊆ ϕ(B).

Твердження 9. Якщо A — конгруенц-первинний S-полiгон, i ϕ — iн’єктивний гомо-
морфiзм, то ϕ(A) є конгруенц-первинним S-пiдполiгоном в C.

Доведення. Покажемо, що якщо для довiльної конгруенцiї ρ на S такої, що для деякого
елемента ϕ(a) з того, що для всiх (s, t) ∈ ρ випливає, що ϕ(a)s = ϕ(a)t, виконується:
ρ ⊆ Ann(ϕ(A)) або ϕ(a) = 0.

Якщо ϕ(a)s = ϕ(a)t, то ϕ(as) = ϕ(at). Оскiльки гомоморфiзм ϕ — iн’єктивний,
то тодi as = at. Оскiльки A — конгруенц-первинний полiгон, то за означенням 4 або
ρ ⊆ Ann(A), або a = 0.

Якщо ρ ⊆ Ann(A), то iснує такий елемент b ∈ A, що ρ ⊆ Ann(b), тобто ρ ⊆ {(x, y) ∈
S × S| bx = by}. Якщо bx = by, то ϕ(bx) = ϕ(by), отже, ϕ(b)x = ϕ(b)y, тобто ρ ⊆
Ann(ϕ((b)). Тому ρ ⊆ Ann(ϕ(A)). Якщо ж a = 0, то ϕ(a) = 0.

ЛIТЕРАТУРА

1. R.E. Johnson, Representations of prime rings, Trans. Amer. Math. Soc., 74 (1953), №2, 351–357.
2. V.А. Andrunakievich, Prime modules and Baer radical, Siberian Mathematical Journal, 2 (1961), №6,

801–806. (in Russian)
3. E.H. Feller, E.W. Swokowski, Prime modules, Can. J. Math., 17 (1965), 1041–1052.
4. H.I. Karakas, On Noetherian modules, Metu Journal of Pure and Applied Science, 5 (1972), 165–168.
5. J. Dauns, Prime modules, J. Reine Angew. Math., 298 (1978), 156–181.
6. V.А. Andrunakievich, Ju.M. Rjabuhin, Special modules and special radicals, Doklady Akademii Nauk,

147 (1962), №6, 1274–1277. (in Russian)
7. J. Beachy, Some aspects of noncommutative localization, Lect. Notes Math., 545 (1976), 2–31.
8. L. Bican, P. Jampor, T. Kepka, P. Nemec, Prime and coprime modules, Fund. Math., 57 (1980), 33–45.
9. D. Handelman, J. Lawrence, Strongly prime rings, Trans. Amer. Math. Soc., 211 (1975), 209–223.
10. R. Wisbauer, On prime modules and rings, Commun. Algebra, 11 (1983), 2249–2265.
11. E.N. Roiz, The Jacobson and Baer radicals of rings, and their multiplicative semigroups, Izv. Vyssh.

Uchebn. Zaved. Mat., 10 (1975), 71–79. (in Russian)
12. J. Ahsan, L. Zhongkui, Prime and semiprime acts over monoids with zero, Math. J., Ibaraki Univ., 33

(2001), 9–15.
13. A.A. Estaji, S. Tajnia, Prime subacts over commutative monoids with zero, Lobachevskii Journal of

Mathematics, 32 (2011), №4, 358–365.
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