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We consider pairs of linear mappings (A,B) of the form

V
A // W
B

oo

in which V and W are finite dimensional unitary or Euclidean spaces over C or R, respectively.
Let (A,B) be transformed to

V ′ A′
// W ′

B′
oo

by bijections ϕ1 : V → V ′ and ϕ2 : W → W ′. We say that (A,B) and (A′,B′) are linearly
equivalent if ϕ1 and ϕ2 are linear bijections and topologically equivalent if ϕ1 and ϕ2 are
homeomorphisms. We prove that (A,B) and (A′,B′) are topologically equivalent if and only if
their regular parts are topologically equivalent and their singular parts are linearly equivalent.

Т. В. Рыбалкина. Топологическая классификация пар встречных линейных отображений
// Мат. Студiї. – 2013. – Т.39, №1. – C.21–28.

Рассматриваются пары линейных отображений (A,B) вида

V
A // W
B

oo ,

где V и W — конечномерные унитарные или евклидовы пространства над полем C или R,
соответственно. Пусть (A,B) преобразуется в

V ′ A′
// W ′

B′
oo

биекциями ϕ1 : V → V ′ и ϕ2 : W → W ′. Пары (A,B) и (A′,B′) называются линейно экви-
валентными, если ϕ1 и ϕ2 — линейные биекции и топологически эквивалентными, если ϕ1

и ϕ2 — гомеоморфизмы. Доказывается, что (A,B) и (A′,B′) топологически эквивалент-
ны тогда и только тогда, когда их регулярные части топологически эквивалентны и их
сингулярные части линейно эквивалентны.

1. Вступ. Розглядаємо задачу класифiкацiї з точнiстю до топологiчної еквiвалентностi
пар (A,B) лiнiйних вiдображень

V
A //W
B

oo , (1)

де V таW є скiнченновимiрними унiтарними просторами над полем комплексних чисел
C (або скiнченновимiрними евклiдовими просторами над полем дiйсних чисел R).
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Скажемо, що бiєкцiї ϕ1 : V → V ′, ϕ2 : W → W ′ перетворюють пару (1) в пару

V ′
A′

//W ′
B′

oo

та пишемо ϕ : (A,B)
∼−→ (A′,B′), якщо дiаграми

V A //

ϕ1

��

W

ϕ2

��
V ′

A′
//W ′

W B //

ϕ2

��

V

ϕ1

��
W ′ B′ // V ′

(2)

комутативнi, тобто,
A′ϕ1 = ϕ2A та B′ϕ2 = ϕ1B. (3)

Означення 1. Перетворення ϕ : (A,B)
∼−→ (A′,B′) називають:

(i) лiнiйною еквiвалентнiстю, якщо ϕ1 : V → V ′ та ϕ2 : W → W ′ — iзоморфiзми
вiдповiдних лiнiйних просторiв;

(ii) топологiчною еквiвалентнiстю, якщо ϕ1 : V → V ′ та ϕ2 : W → W ′ — гомеоморфi-
зми вiдповiдних просторiв у їхнiй природнiй топологiї.

За теоремою про iнварiантнiсть розмiрностi ([14, роздiл 11, с. 15]) гомеоморфнi скiн-
ченновимiрнi евклiдовi простори мають однакову розмiрнiсть. Оскiльки комплексний
простiр розмiрностi n можна розглядати як дiйсний простiр розмiрностi 2n, то гомео-
морфнi скiнченновимiрнi унiтарнi простори також мають однаковi розмiрностi. Тому в
(ii) dimV = dimV ′ та dimW = dimW ′.

Очевидно, що кожна лiнiйна бiєкцiя скiнченновимiрних унiтарних (або евклiдових)
просторiв є гомеоморфiзмом, тому

перетворення ϕ : (A,B)
∼−→ (A′,B′) — лiнiйна еквiвалентнiсть

=⇒ ϕ — топологiчна еквiвалентнiсть.

2. Попереднi вiдомостi. Пара лiнiйних вiдображень (A,B) з (1) в деякому базисi буде
задаватись парою матриць (A,B). Очевидно, що двi пари лiнiйних вiдображень (A,B)
та (A′,B′) лiнiйно еквiвалентнi, тодi i тiльки тодi, коли їхнi вiдповiднi матрицi зв’язанi
таким спiввiдношенням

(R−1AS, S−1BR) = (A′, B′), (4)

де R та S — деякi невиродженi матрицi.
Згiдно з [1] (див. також [12, 18]), довiльна пара (A,B) матриць розмiруm×n та n×m

над полем C перетвореннями (4) зводиться до прямої суми пар, визначеної однозначно
з точнiстю до перестановки доданкiв, наступного вигляду

(Ik, Jk(λ)), (Jk(0), Ik), (Fk, G
T
k ), (F T

k , Gk), (5)

де

Fk =

1 0 0
. . . . . .

0 1 0

 , Gk =

0 1 0
. . . . . .

0 0 1

 (k ≥ 1) (6)
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є (k − 1) × k матрицями, а Jk(λ) — верхньотрикутний жордановий блок. Пряма сума
пар матриць визначена наступним чином

(A,B)⊕ (C,D) = (A⊕ C, B ⊕D) =

([
A 0
0 C

]
,

[
B 0
0 D

])
.

Зауважимо, що матрицi F1 та G1 в (6) мають розмiр 0 × 1. Вважається, що iснує
тiльки одна матриця, яку позначають 0k0, що має розмiр k × 0 та тiльки одна матри-
ця, яку позначають 00k, що має розмiр 0 × k, для кожного невiд’ємного цiлого k; їм
вiдповiдають лiнiйнi вiдображення 0→ Ck та Ck → 0. Тодi

Mpq ⊕ 0m0 =

[
Mpq 0

0 0m0

]
=

[
Mpq 0p0
0mq 0m0

]
=

[
Mpq

0mq

]
та

Mpq ⊕ 00n =

[
Mpq 0

0 00n

]
=

[
Mpq 0pn
00q 00n

]
=
[
Mpq 0pn

]
для довiльної p× q матрицi Mpq.

Пара дiйсних матриць (A,B) дiйсними перетвореннями (4) зводиться до прямої су-
ми, визначеної однозначно з точнiстю до перестановки доданкiв, пар вигляду (5) з λ ∈ R
та

Jk(a+ bi)R :=


Λ I2 0

Λ
. . .
. . . I2

0 Λ

 , Λ :=

[
a −b
b a

]
, a, b ∈ R, b 6= 0, (7)

де I2 — одинична матриця розмiру 2× 2.
Пряму суму доданкiв вигляду

(Ik, Jk(λ)), λ 6= 0 (8)

з канонiчного розкладу (5) пари матриць (A,B) називають регулярною частиною (A,B)
та позначають (Ar,Br) (зауважимо, що для пари комплексних матриць Jk(λ) — жор-
дановий блок з λ ∈ C, а для пари дiйсних матриць Jk(λ) — жордановий блок з λ ∈ R та
має вигляд (7) (тобто складається з 2 × 2 матриць Λ та I2) для λ ∈ C\R); пряму суму
решти доданкiв в (5) вигляду

(Ik, Jk(0)), (Jk(0), Ik), (Fk, G
T
k ), (F T

k , Gk) (9)

називають сингулярною частиною (A,B) та позначають (As,Bs).
Тобто пара матриць (A,B) перетвореннями (4) зводиться до вигляду (Ar,Br) ⊕

(As,Bs). Позначимо через Ar,Br,As,Bs лiнiйнi вiдображення, якi задаються матри-
цями Ar,Br,As,Bs, тодi

пара (A,B) лiнiйно еквiвалентна до (Ar,Br)⊕ (As,Bs). (10)
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3. Основний результат. Основним результатом цiєї статтi є така теорема.

Теорема 1. (а) Двi пари лiнiйних вiдображень (A,B) та (A′,B′) на унiтарних (або
евклiдових) просторах топологiчно еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли їхнi регулярнi
частини (Ar,Br) та (A′r, B′r) (див. (10)) топологiчно еквiвалентнi, а сингулярнi частини
(As,Bs) та (A′s,B′s) лiнiйно еквiвалентнi.

(б) Пара лiнiйних бiєкций (Ar,Br) лiнiйно еквiвалентна з парою (id,BrAr)

Vr
id // Vr

BrAr
oo

де id— тотожне вiдображення, Vr — унiтарний (або евклiдовий) векторний простiр. Тоб-
то пари лiнiйних вiдображень (Ar,Br) та (A′r, B′r) топологiчно еквiвалентнi тодi i тiль-
ки тодi, коли лiнiйнi вiдображення BrAr та B′rA′r топологiчно спряженi (нагадаємо,
що вiдображення f : V → V та g : V ′ → V ′ називають топологiчно спряженими, якщо
iснує гомеоморфiзм ϕ : V → V ′ такий, що f = ϕ−1gϕ).

Доведення. (а) (⇐=) Очевидно, що з лiнiйної еквiвалентностi вiдображень випливає
їхня топологiчна еквiвалентнiсть.

Надалi, у випадку, коли двi пари лiнiйних вiдображень (A,B) та (A′,B′) топологiчно
еквiвалентнi, вживатимемо позначення

(A,B) ∼ (A′,B′).
Очевидно, що з (Ar,Br) ∼ (A′r,B′r) та (As,Bs) ∼ (A′s,B′s) випливає

(Ar,Br)⊕ (As,Bs) ∼ (A′r,B′r)⊕ (A′s,B′s).

(=⇒) Нехай (A,B) та (A′,B′) — пари лiнiйних вiдображень. Зафiксуємо базиси,
в яких їхнi матрицi мають вигляд (5). З (10) маємо, що iснують розклади (A,B) =
(Ar,Br)⊕ (As,Bs) i (A′,B′) = (A′r,B′r)⊕ (A′s,B′s). Їм вiдповiдають розклади просто-
рiв V, V ′,W,W ′ в пряму суму вiдповiдних iнварiантих пiдпросторiв

V = Vr ⊕ Vs, V ′ = V ′r ⊕ V ′s, W = Wr ⊕Ws, W ′ = W ′
r ⊕W ′

s,
такi, що

Vr
Ar //Wr
Br

oo , Vs
As //Ws
Bs

oo , V ′r
A′

r //W ′
rB′r

oo , V ′s
A′

s //W ′
sB′s

oo .

Позначимо
n := dimV, m := dimW, p := dimVr, q := dimV ′r.

Пара (As,Bs) задається парою матриць (As,Bs), яка є прямою сумою канонiчних
доданкiв вигляду (9). Вiдповiдно, лiнiйне вiдображення BsAs : Vs → Vs задається ма-
трицею BsAs, яка є прямою сумою матриць вигляду

Jk(0)Ik = Jk(0), IkJk(0) = Jk(0), GT
kFk = JTk (0), GkF

T
k = Jk−1(0). (11)

Аналогiчно, лiнiйне вiдображення AsBs : Ws → Ws задається матрицею AsBs, яка є
прямою сумою матриць вигляду

IkJk(0) = Jk(0), Jk(0)Ik = Jk(0), FkG
T
k = JTk−1(0), F T

k Gk = Jk(0). (12)

Нехай пари лiнiйних вiдображень (A,B) та (A′,B′) топологiчно еквiвалентнi. Для
кожного i ∈ {1, 2, . . . }, розглянемо образи вiдображень (BA)i, (B′A′)i та (AB)i, (A′B′)i

Vi := (BA)iV = Vr ⊕ J i
n−pVs, V ′i := (B′A′)iV ′ = V ′r ⊕ J ′

i
n−qV

′
s , (13)
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Wi := (AB)iW = Wr ⊕ J i
m−pWs, W ′

i := (A′B′)iW ′ = W ′
r ⊕ J ′

i
m−qW

′
s (14)

вiдповiдно, де Jk(x) := Jkx та J ′k(x) := J ′kx — лiнiйнi вiдображення з жордановими
нiльпотентними k×k матрицями Jk та J ′k, якi є прямими сумами матриць з (11) та (12),
вiдповiдно. Множини (13) та (14) є векторними пiдпросторами в V та W , вiдповiдно,
причому їхнi розмiрностi такi

dimVi = p+ rank J in−p, dimV ′i = q + rank J ′in−q,
dimWi = p+ rank J im−p, dimW ′

i = q + rank J ′im−q.
(15)

Оскiльки, пари лiнiйних вiдображень (A,B) та (A′,B′) за припущенням — тополо-
гiчно еквiвалентнi, то iснують гомеоморфiзми ϕ1 : V → V ′ та ϕ2 : W → W ′ такi, що
виконуються рiвностi (3), звiдки

ϕ1BA = B′A′ϕ1, ϕ2AB = A′B′ϕ2. (16)

З першої рiвностi в (16), для лiнiйних вiдображень (BA)i та (B′A′)i маємо

ϕ1(BA)i = (B′A′)iϕ1, ϕ1(BA)iV = (B′A′)iϕ1V = (B′A′)iV ′, ϕ1Vi = V ′i , (17)

а з другої рiвностi в (16), для (AB)i та (A′B′)i отримуємо

ϕ2(AB)i = (A′B′)iϕ2, ϕ2(AB)iW = (A′B′)iϕ2W = (A′B′)iW ′, ϕ2Wi = W ′
i . (18)

Оскiльки ϕ1Vi = V ′i та ϕ2Wi = W ′
i , то за теоремою про iнварiантнiсть розмiрностi

(див. [14, роздiл 11, с. 15]),

dimVi = dimV ′i та dimWi = dimW ′
i , i = 1, 2, . . . (19)

Нехай α := max(n − p, n − q,m − p,m − q). Тодi для нiльпотентних жорданових
матриць, що вiдповiдають лiнiйним вiдображенням, з умов (13) та (14) маємо

Jαn−p = Jαn−q = Jαm−p = Jαm−q = 0

i з (15) та (19)
p = dimVα = dimV ′α = dimW ′

α = dimWα = q.

Отже, (Ar,Br) та (A′r,B′r) — пари лiнiйних бiєкцiй на просторах, що мають однакову
розмiрнiсть.

З останнiх рiвностей в (17) та (18) випливає, що обмеження гомеоморфiзмiв ϕ1 на Vr
та ϕ2 на Wr є деякими гомеоморфiзмами ϕ1r : Vr → V ′r та ϕ2r : Wr → W ′

r. Обмежуючи
рiвностi в (3) на Vr та Wr вiдповiдно, ми отримаємо, що пари бiєктивних вiдображень
(Ar,Br) та (A′r,B′r) топологiчно еквiвалентнi.

За теоремою 2 з [1], iснують базиси {ei} та {fi} просторiв V та W , вiдповiдно, такi,
що пара лiнiйних вiдображень (As,Bs) є прямою сумою скiнченної кiлькостi ланцюгiв,
що мають вигляд одного з наступних чотирьох типiв

(i) es // fs−1
vv

es−1 // fs−2

ww...
...

e2 // f1
vv

e1 // 0

(ii) fl

ww
el // fl−1

xx...
...

e2 // f1
ww

e1 // 0
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тобто Aei = fi−1, Bfi = ei, Ae1 = 0 та для (i) es /∈ ImB, а для (ii) fl /∈ ImA;

(iii) fp
vv

ep−1 // fp−1

ww...
...

e2 // f2

vv
e1 // f1

uu0

(iv) eq // fq
vv

eq−1 // fq−1

ww...
...

e1 // f1

uu0

тобто Aei = fi, Bfi = ei−1, Bf1 = 0 та для (iii) fp /∈ ImA, а для (iv) eq /∈ ImB. При
цьому число, яке дорiвнює зменшенiй на одиницю кiлькостi стрiлок у ланцюзi (тобто,
за виключенням e1 −→ 0 або f1 −→ 0), називають його довжиною.

Кiлькiсть ланцюгiв кожного типу та їх довжини однозначно визначаються розмiр-
ностями dim ImA, dim ImBA, dim ImABA, . . . та розмiрностями dim ImB, dim ImAB,
dim ImBAB, . . . .

Пара (As,Bs) задається парою матриць, яка є прямою сумою канонiчних доданкiв
вигляду (9). Кожному доданку вiдповiдає ланцюг одного з типiв (i)–(iv) певної довжини.
Кiлькiсть ланцюгiв деякої довжини визначається через dim ImA, dim ImB, dim ImAB,
dim ImBA, dim ImABA, dim ImBAB, . . . у наступний спосiб:

• Кiлькiсть ланцюгiв, якi закiнчуються в V (тобто у яких останнiй ненульовий еле-
мент належить до V ), дорiвнює dim KerA = n−dim ImA, а якi закiнчуються в W ,
дорiвнює dim KerB = m− dim ImB.
• Кiлькiсть ланцюгiв довжини ≥ 1, якi закiнчуються в V , дорiвнює

dim KerAB − dim KerB = (m− dim ImAB)− (m− dim ImB),

а якi закiнчуються в W , дорiвнює

dim KerBA− dim KerA = (n− dim ImBA)− (n− dim ImA).

• Кiлькiсть ланцюгiв довжини ≥ 2, якi закiнчуються в V , дорiвнює

dim KerABA− dim KerBA = (n− dim ImABA)− (n− dim ImBA),

а якi закiнчуються в W , дорiвнює

dim KerBAB − dim KerAB = (m− dim ImBAB)− (m− dim ImAB),

i т.д.

Розмiрностi векторних просторiв

ImA, ImB, ImAB, ImBA, ImABA, ImBAB, . . .

є iнварiантами при топологiчнiй еквiвалентностi, бо з (2) маємо

ϕ2(ImA) = ImA′, ϕ1(ImB) = ImB′, ϕ2(ImAB) = ImA′B′, . . .
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Оскiльки ϕ1 та ϕ2 є гомеоморфiзмами, то за теоремою про iнварiантнiсть розмiрностi
(див. [14, роздiл 11, с. 15]), отримаємо

dim ImA = dim ImA′, dim ImB = dim ImB′, dim ImAB = dim ImA′B′, . . .

При топологiчнiй еквiвалентностi кiлькiсть ланцюгiв кожного з типiв (i)–(iv) та їх
довжини залишаться незмiнними, тому пари лiнiйних вiдображень (As,Bs) та (A′s,B′s)
топологiчно еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли вони лiнiйно еквiвалентнi.

Отже, ми довели, що для двох топологiчно еквiвалентних пар лiнiйних вiдображень
(A,B) = (Ar,Br) ⊕ (As,Bs) та (A′,B′) = (A′r,B′r) ⊕ (A′s,B′s) випливає, що (Ar,Br)
та (A′r,B′r) топологiчно еквiвалентнi, а (As,Bs) та (A′s,B′s) лiнiйно еквiвалентнi.

(б) Оскiльки лiнiйне вiдображення Ar бiєктивне, то всi квадрати в дiаграмi

Vr
id //

id
��

Vr
BrAr //

Ar
��

Vr

id
��

Vr Ar
// Vr Br

// Vr

(20)

комутативнi. Тобто, згiдно з означенням 1, пари лiнiйних вiдображень (id,BrAr) та
(Ar,Br) лiнiйно еквiвалентнi. Для лiнiйно еквiвалентних пар лiнiйних вiдображень
(A′r,B′r) та (B′rA′r, id) маємо подiбну комутативну дiаграму

V ′r
A′r //

id
��

W ′
r
B′r //

B′r
��

V ′r

id
��

V ′r B′rA′r
//W ′
r id

// V ′r

(21)

Якщо вiдображення (Ar,Br) та (A′r,B′r) топологiчно еквiвалентнi, то комутативною
є така дiаграма

Vr
Ar //

ϕ1

��

Wr
Br //

ϕ2

��

Vr

ϕ1

��
V ′r A′r

//W ′
r B′r

// V ′r

(22)

де ϕ1 та ϕ2 — деякi гомеоморфiзми. З (20), (22) та (21), для лiнiйних вiдображень BrAr
та B′rA′r маємо таку комутативну дiаграму

Vr
id //

ϕ1

��

Vr
BrAr //

ψ
��

Vr

ϕ1

��
V ′rB′rA′r

// V ′r id
// V ′r

де ψ := B′rϕ2Ar. Тобто виконується умова ϕ1BrAr = B′rA′rϕ1, а тому лiнiйнi вiдобра-
ження BrAr та B′rA′r топологiчно спряженi. Для доведення достатностi слiд провести
мiркування в зворотньому порядку.



28 Т. В. РИБАЛКIНА

Зауваження 1. N. Kuiper та J. Robbin ([15, 16]) встановили критерiй топологiчної
спряженостi лiнiйних вiдображень над R, якi не мають власних чисел, що є коренями
з 1. У статтi [4, теорема 2.2] їхнiй критерiй розширено до лiнiйних вiдображень над C
та встановлено канонiчну форму, з точнiстю до топологiчної спряженостi, для лiнiйних
вiдображень над R та C, якi не мають власних чисел, що є коренями з 1. Задачу про
топологiчну класифiкацiю лiнiйних вiдображень, якi мають власнi числа, що є коренями
з 1 частково розв’язали N. Kuiper та J. Robbin [15, 16], S. Cappell та J. Shaneson ([6]–[10]),
W. Hsiang та W. Pardon ([13]). Задача топологiчної класифiкацiї афiнних вiдображень
дослiджувалася в [2]–[5] i [11], а ланцюгiв лiнiйних вiдображень — в [17].
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