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Let sni z be algebraically independent Jacobi elliptic functions, (4Ki, 2iK
′
i) be main periods

and κ1, κ2 be their moduli sni z (i ∈ {1, 2}). We estimate from below the simultaneous appro-
ximation κ1, κ2, sn1 K2, sn2 iK

′
1.

Я. М. Холявка. Совместное приближение модулей и значений эллиптических функций
Якоби // Мат. Студiї. – 2013. – Т.39, №1. – C.10–15.

Пусть sni z — алгебраически независимые эллиптичекие функции Якоби, (4Ki, 2iK
′
i)

— пара основных периодов sni z, κi — их эллиптические модули (i ∈ {1, 2}). В роботе
получено оценку совместного приближения κ1, κ2, sn1 K2, sn2 iK

′
1.

1. Вступ. Елiптична функцiя Якобi sn z задовольняє рiвняння (sn′ z)2 = (1− sn2 z)(1−
κ2 sn2 z) ([1], с. 46), де через sn′ z, sn2 z позначено вiдповiдно (sn z)′, (sn z)2. Число κ
називають модулем sn z, 0 < κ < 1, число κ′ = (1−κ2)1/2 називають її додатковим мо-
дулем. Парою основних перiодiв sn z є (4K, 2iK ′), де K, K ′ — повнi елiптичнi iнтеграли
першого роду, що вiдповiдають κ, κ′ ([1], с. 23, 44; [2]).

Позначимо через sn1 z, sn2 z двi алгебраїчно незалежнi елiптичнi функцiї Якобi,
якi визначаються модулями κ1, κ2 вiдповiдно, 0 < κ1 < 1, 0 < κ2 < 1; (4K1, 2iK ′1),
(4K2, 2iK ′2) — пари їх основних перiодiв. Такi κ1, κ2 та вiдповiднi їм функцiї iснують
згiдно з [3], теорема 13.А ([1], с. 43).

Через d(P ), L(P ) позначимо степiнь та довжину многочлена P з цiлими коефiцi-
єнтами, через d(α), L(α) — степiнь та довжину алгебраїчного числа α ([3], с. 267); ξi
— алгебраїчнi числа, ni = d(ξi) та Li = L(ξi) — їх степенi та довжини вiдповiдно,
n = degQ(ξ1, . . . , ξ4).

Теорема 1. Якщо хоча б одне з чисел κ1, κ2, sn1K2, sn2 iK
′
1 трансцендентне, то для

довiльних алгебраїчних чисел ξ1, . . . , ξ4 справджується

max{|κ1 − ξ1|, |κ2 − ξ2|, | sn1K2 − ξ3|, | sn2 iK
′
1 − ξ4|} > exp

(
−ΛT 2 lnT

)
, (1)

де

T = n
[ lnL1

n1

+ · · ·+ lnL4

n4

+ lnn
]
, (2)

Λ > 0 — стала, залежна лише вiд κ1,κ2.
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Оцiнку наближення, сформульовану в теоремi 1, можна використати, наприклад,
для дослiдження властивостей елiптичних кривих Якобi (квадрик Якобi). Подiбнi оцiн-
ки для iнших чисел можна знайти в [4]–[6].

2. Допомiжнi твердження. Сформулюємо основнi леми, необхiднi для доведення
теореми 1.

Лема 1. Нехай m ∈ N. Тодi iснують такi многочлени Pm, Qm ∈ Z[x1, x2], що

snmz =
Pm(sn z, sn′ z)

Qm(κ2, sn z)
,

L(Pm), L(Qm) 6 exp(c1m
2), degx1 Qm, degx2 Qm 6 2m2, degx1 Pm 6 2m2, degx2 Pm 6 1.

Лема 2. Нехай s, l ∈ N0. Тодi iснують такi многочлени Ps,l ∈ Z[x1, x2, x3], що

(snl z)(s) =
ds

d ws
((sn z)l) = Ps,l(κ2, sn z, sn′ z),

degx1 Ps,l 6 s+ l, degx2 Ps,l 6 s+ 2l, degx3 Ps,l 6 1, L(Ps,l) 6 exp(c2s log(s+ l)).

Доведення лем 1, 2 подiбне доведенню подiбних властивостей функцiй ℘(z) ([9]).

Лема 3 ([2]). Якщо z, w, z + w вiдмiннi вiд полюсiв sn z, то

sn(z + w) =
sn z sn′w + snw sn′ z

1− κ2 sn z2 snw2
.

Лема 4 ([7]). Нехай α, β — довiльнi алгебраїчнi числа, γ2 = (1− α2)(1− α2β2). Тодi

L(γ) < exp

(
6 degQ(α, β)

(
lnL(α)

d(α)
+

lnL(β)

d(β)
+ 1

))
, d(γ) >

degQ(α, β)

min(2d(α), 4d(β))
.

Лема 5 ([5]). Нехай B,P ∈ N, Qp,b ∈ Z[x1, . . . , xn], 0 6 b < B, 0 6 p < P , L(Qp,b) 6 L,
degxi Qp,b 6 Ni; α1, . . . , αn — алгебраїчнi числа, m = degQ(α1, . . . , αn). Якщо P > mB,
то система лiнiйних рiвнянь

P−1∑
p=0

xpQp,b(α1, . . . , αn) = 0, 0 6 b < B,

має цiлi рацiональнi розв’язки A0, . . . , AP−1 такi, що

0 < max |Ai| < 1 + (LP )
mB

P−mB

(
n∏
i=1

(1 +Ni) (L(αi)(1 + d(αi)))
Ni
d(αi)

) mB
P−mB

.

Лема 6 ([3]). Нехай α1, . . . , αn — алгебраїчнi числа, P ∈ Z[x1, . . . , xn], degxi P 6 Ni,
m = degQ(α1, . . . , αn). Якщо P (α1, . . . , αn) 6≡ 0, то

|P (α1, . . . , αn)| > L(P )1−m
n∏
i=1

L(αi)
−Nim
d(αi) .
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Позначимо |f(z)|D = sup{|f(z)| : |z| 6 D}.

Лема 7 ([6]). Функцiї σ(z) та σ(z − ω) sn z цiлi i для M > 1 виконуються оцiнки

|σ(z − ω) sn z|M , |σ(z)|M 6 CM2

1 ,

ω — вiдповiдний пiвперiод функцiї Вейєрштрасса i σ(z) — σ-функцiя Вейєрштрасса, що
вiдповiдають sn z. Якщо ε — вiддаль вiд найближчого полюса sn z до z0 i |z0| 6 M , то
|σ(z0)| > εC−M

2

2 , де C1, C2 — сталi, залежнi тiльки вiд κ.

Лема 8 (формула Ермiта, [3]). Нехай f(ζ) — регулярна функцiя у крузi Γ радiуса R,
a1, . . . , am ∈ Γ, ai 6= aj якщо i 6= j, s ∈ N0. Тодi для довiльної внутрiшньої точки z ∈ Γ,
вiдмiнної вiд a1, . . . , am, виконується рiвнiсть

f(z) =
1

2πi

∮
∂Γ

m∏
k=1

(
z − ak
ζ − ak

)s+1
f(ζ) dζ

ζ − z
−

− 1

2πi

m∑
i=1

s∑
τ=1

f (τ)(ai)

τ !

∮
|ζ−ai|=ρi

m∏
k=1

(
z − ak
ζ − ak

)s+1
(ζ − ai)τ

ζ − z
dζ,

ρi — достатньо малi, {ζ : |ζ − ai| 6 ρi} ⊂ Γ i не мiстять точок z i ak, k 6= i.

Лема 9 ([2], [8]). Нехай P ∈ C[x1, x2], P (x1, x2) 6≡ 0, — многочлен степеня не бiльшо-
го за D1 по x1 i D2 по x2, D1,D2 > 1, а sn1 z, sn2 z — алгебраїчно незалежнi елiпти-
чнi функцiї Якобi. Тодi кiлькiсть нулiв P (sn1 z, sn2 z) з врахуванням їх кратностi при
|z| < K не перевищує C3K

2(D1 +D2), де C3 — деяка стала, яка не залежить вiд много-
члена.

3. Доведення теореми 1. Доведення теореми будемо проводити другим методом Гель-
фонда, викладеним у [3], [4]. Припустимо, що (1) не виконується, тобто для достатньо
великого λ ∈ N

max{|κ1 − ξ1|, |κ2 − ξ2|, | sn1K2 − ξ3|, | sn2 iK
′
1 − ξ4|} < exp

(
−λ7 T 2 lnT

)
. (3)

Числа ξ1, ξ2 визначають елiптичнi функцiї Якобi, якi позначимо через s̃n1z, s̃n2z.
Так як 0 < κ1 < 1, 0 < κ2 < 1, то, не зменшуючи загальностi, можна вибрати ξ1, ξ2

такими, щоб виконувались нерiвностi 0 < ξ1 < 1, 0 < ξ2 < 1 i функцiї s̃n1z, s̃n2z були
алгебраїчно незалежнi. Позначимо через K̃i, K̃

′
i — повнi елiптичнi iнтеграли першого

роду, що вiдповiдають ξi, ξ′i, i ∈ {1, 2}. Тодi (4K̃1, 2iK̃
′
1), (4K̃2, 2iK̃

′
2) — основнi перiоди

s̃n1z, s̃n2z. З (3) для i ∈ {1, 2} отримаємо

max{|Ki − K̃i|, |K ′i − K̃ ′i|} < exp

(
−λ

7

2
T 2 lnT

)
. (4)

З (3) та (4) для достатньо великого λ отримаємо

max{|s̃n1K̃2 − ξ3|, |s̃n2iK̃1 − ξ4|} < exp

(
−λ

7

3
T 2 lnT

)
. (5)
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Покладемо

S = L = λ3 lnλT, N = λ
√
λT , (6)

F (z) =
L∑

l1=0

L∑
l2=0

Cl1,l2 s̃n
l1
1 z s̃nl22 z, Cl1,l2 =

n∑
τ=1

Cl1,l2,τζτ , Cl1,l2,τ ∈ Z, (7)

де ζτ — твiрнi елементи Q(ξ1, . . . , ξ4).
Позначимо

ϕi,1(z) = s̃ni

(
z +

K̃i

2

)
, ϕi,2(w) = s̃ni

(
w +

3K̃i

2

)
, i ∈ {1, 2}.

Тодi

s̃ni(z + w) =
ϕi,1(z)ϕ′i,2(w) + ϕi,2(w)ϕ′i,1(z)

1− ξ2
i ϕ

2
i,1(z)ϕ2

i,2(w)
=

Λi,1(z, w)

Λi,2(z, w)
.

Нехай Gi,s,k,l(κi, z) = ds

d ws
(Λk

i,1(z, w)Λl
i,2(z, w))|w=0. Так визначенi многочлени задо-

вольняють оцiнкам

degGi,s,k,l 6 4(k + l), lnL(Gi,s,k,l) 6 s ln(s(k + l) + c3(s+ k + l)).

З (7) подiбно, як в [8], [9], отримаємо

F (s)(z) =
ds

d ws
((Λ−L1,2 (z, w)Λ−L2,2 (z, w))(F (z + w)ΛL

1,2(z, w)ΛL
2,2(z, w)))|w=0 =

=
s∑
t=0

(
s

t

)
ds−t

d ws−t
(Λ−L1,2 (z, w)Λ−L2,2 (z, w))|w=0Fs,t(z),

де

Fs,t(z) =
L∑

l1=0

L∑
l2=0

Cl1,l2

t∑
i=0

(
t

i

)
G1,t−i,l1,L−l1(κ1, z)G2,i,l2,L−l2(κ2, z). (8)

Застосувавши лему 4 у випадку α = ξ3, β = ξ1, γ = ξ5, отримаємо оцiнку d(ξ5)
та L(ξ5) числа ξ5, яке наближає sn′1K2, а у випадку α = ξ4, β = ξ2, γ = ξ6 — оцiн-
ку d(ξ6) та L(ξ6) числа ξ6, яке наближає sn′2 iK

′
1. Позначимо через Fs,n1,n2(ξ1, . . . , ξ6) та

Fs,t,n1,n2(ξ1, . . . , ξ6) вирази, отриманi з F (s)(2n1iK̃
′
1 + 4n2K̃2) та Fs,t(2n1iK̃

′
1 + 4n2K̃2) замi-

ною s̃n1K̃2, s̃n2iK̃
′
1, s̃n′1K̃2, s̃n′2iK̃

′
1 на ξ3, . . . , ξ6 i застосуємо до Fs,t,n1,n2(ξ1, . . . , ξ6) лему 5.

Будемо розглядати Fs,t,n1,n2(ξ1, . . . , ξ6) при 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 t 6 s 6 S як N2S лiнiй-
них форм вiд nL2 змiнних Cl1,l2,τ . Використавши леми 2–6 та (6)–(8), виберемо не всi
рiвнi нулю Cl1,l2,τ такими, що для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 t 6 s 6 S

Fs,t,n1,n2(ξ1, . . . , ξ6) = 0, (9)
|Cl1,l2,τ | < exp(c4λ

6 lnλT 2 lnT ). (10)

З (3), (5), (6), (10) i лем 2–5 отримаємо для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 S

|F (s)(2n1iK̃
′
1 + 4n2K̃2)− Fs,n1,n2(ξ1, . . . , ξ6)| < exp

(
−1

4
λ7T 2 lnT

)
. (11)
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З (9), (11) при 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 S отримаємо

|F (s)(2n1iK̃
′
1 + 4n2K̃2)| < exp

(
−1

4
λ7T 2 lnT

)
. (12)

Покажемо, що (12) виконується i для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 λS.
Нехай ℘i(u) та σi(z) вiдповiдають функцiям s̃niz, що визначаються числами ξi, i ∈

{1, 2} ([1], с. 35, 43), G(z) = F (z)σL1 (z−ω1)σL2 (z−ω2), де ωi — пiвперiод ℘i(u). Виберемо
найменше можливе цiле r таким, що

r > 32(N + 1)(|K̃1|+ |K̃2|+ |K̃ ′1|+ |K̃ ′2|). (13)

Позначимо R = 12r. Тодi з лем 2–5, леми 8 та (2), (6), (7), (10), (13) випливає

|G(z)|R < exp(−λ6 lnλT 2 lnT ). (14)

З (14) отримаємо для 0 6 s 6 λS

|G(s)(z)|r < exp

(
−1

2
λ6 lnλT 2 lnT

)
. (15)

Для досить малого ε в ε-околах точок 2n1iK̃
′
1 функцiя σ2(z−ω2) та в ε-околах точок

4n2K̃2 функцiя σ1(z − ω1) не мають нулiв, тому з леми 7 для n1, n2 6 32N випливає

|σi(z − ωi)|z∈V (ε,2n1iK̃′1+4n2K̃2) > exp(−c5λ
5 lnλT 2). (16)

З (14)–(16) для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 λS отримаємо

|F (s)(2n1iK̃
′
1 + 4n2K̃2)| < exp

(
−λ

6

3
lnλT 2 lnT

)
. (17)

Враховуючи (11), для 1 6 n1, n2 6 N та 0 6 s 6 λS з (17) випливає

|Fs,n1,n2(ξ1, . . . , ξ6)| < exp

(
−λ

6

4
lnλT 2 lnT

)
. (18)

Розглядаючи Fs,t,n1,n2(ξ1, . . . , ξ6) як значення вiдповiдного многочлена в алгебраї-
чних точках, з леми 6, (2), (6) отримаємо для 0 6 t 6 s 6 λS, 1 6 n1, n2 6 N,
Fs,t,n1,n2(ξ1, . . . , ξ6) 6= 0, оцiнку

|Fs,t,n1,n2(ξ1, . . . , ξ6)| > exp(−λ5 lnλT 2 lnT ). (19)

З (6), (19) отримаємо для 0 6 s 6 λS, 1 6 n1, n2 6 N

|Fs,n1,n2(ξ1, . . . , ξ6)| > exp(−2λ5 lnλT 2 lnT ). (20)

Оцiнки (18) та (20) суперечливi, тому отримаємо для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 λS

Fs,n1,n2(ξ1, . . . , ξ6) = 0. (21)

З (21) випливає, що многочлен F (z) має не менше c6λ
7 lnλT 2 нулiв (з врахуванням

кратностi). З леми 9 отримаємо, що нулiв може бути не бiльше c7λ
6 lnλT 2, тому для

достатньо великого λ ∈ N припущення (3) приводить до протирiччя, яке й доводить
теорему.
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