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We prove that the Bing plane B is a σ-metrizable but not strongly σ-metrizable. Also we
show that for c-connected topological spaces X and Y each separately continuous function
f : X × Y → B is constant.

О. О. Карлова, B. K. Маслюченко, O. Д. Mироник. Плоскость Бинга и раздельно непре-
рывные отображения // Мат. Студiї. – 2012. – Т.38, №2. – C.188–193.

Доказано, что плоскость Бинга B — σ-метризуемое, но не сильно σ-метризуемое про-
странство. Показано, что для c-связных топологических пространств X и Y каждое раз-
дельно непрерывное отображение f : X × Y → B постоянно.

1. Вступ. Дослiдження розривiв нарiзно неперервних вiдображень f : X × Y → Z та
їх аналогiв зi значеннями в конкретних неметризовних просторах Z часто приносить
несподiванки. Так, беручи за Z простiр RR2 всiх функцiй z : R2 → R з топологiєю по-
точкової збiжностi, можна отримати приклад нарiзно неперервного i скрiзь розривного
вiдображення f : R2 → Z. Для цього слiд розглянути функцiю Шварца sp : R2 → R,
sp(u, v) = 2uv

u2+v2
при (u, v) 6= (0, 0) i sp(0, 0) = 0, яка служить хрестоматiйним прикладом

нарiзно неперервної функцiї, що не є сукупно неперервною (вона розривна в точцi (0, 0)
i тiльки в нiй), i покласти f(x, y)(u, v) = sp(u−x, v−y) для довiльних точок (x, y) i (u, v)
з арифметичної площини R2. Цю конструкцiю у тому випадку, коли X = Y = [−1, 1], a
Z = [−1, 1][−1,1]

2 наведено в [1] пiд назвою приклад Гоффманна-Йорґенсена.
У працi [2] дослiджувалися нарiзно неперервнi вiдображення f : X × Y → P зi зна-

ченнями в площинi Немицького P. Там був побудований приклад нарiзно неперервного
вiдображення f : R2 → P, що визначається простою формулою f(x, y) = (x+ y, |x− y|),
у якого множина D(f) точок розриву збiгається з дiагоналлю ∆ = {(x, x) : x ∈ R},
отже, проекцiя множини точок розриву на обидвi осi X = R i Y = R, збiгається
з усiєю прямою R, але разом з тим там же було з’ясовано, що у кожного нарiзно
неперервного вiдображення f : X × Y → P, де X — топологiчний простiр, а Y —
топологiчний простiр з першою аксiомою злiченностi, для кожного y ∈ Y множина
Dy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ D(f)} є першої категорiї в X, зокрема, це буде виконуватись
для кожного нарiзно неперервного вiдображення f : R2 → P. Площина Немицького є
σ-метризовним, але не сильно σ-метризовним простором, крiм того, вона є простором
Мура.
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Результати статтi [2] були значно розвинутi в працi [3], зокрема, там було з’ясовано,
що тотожне вiдображення id : R×[0,+∞)→ P — це KhC-функцiя, у якої на горизонталi
R×{0} немає точок неперервностi, в той час як дляKC-функцiй таке явище неможливе.

Ще ранiше в [4], було вказано на те, що кожне нарiзно неперервне вiдображення
f : X × Y → L, що задане на добутку зв’язних просторiв X i Y i набуває значень
у прямiй Зорґенфрея L, обов’язково стале, отже, не має розривiв, але KC-функцiя
g : R2 → L, g(x, y) = x, розривна в кожнiй точцi. Зауважимо, що пряма Зорґенфрея
L — це не σ-метризовний простiр i не простiр Мура, вона ж не є i напiввичерпним
простором (див. з цього приводу [5]).

Ще одне цiкаве явище було виявлено, коли Z — це простiр Cp[0, 1] всiх неперерв-
них функцiй z : [0, 1] → R з топологiєю поточкової збiжностi. В [5] було з’ясовано, що
коли X i Y — топологiчнi простори i Y задовольняє першу аксiому злiченностi, то
у кожного нарiзно неперервного вiдображення f : X × Y → Cp[0, 1] множина D(f) є
першої категорiї в X × Y , звiдки, зокрема, випливає, що кожна нарiзно неперервна
функцiя f : [0, 1]2 → Cp[0, 1] точково розривна. Разом з тим в [6] був наведений приклад
нарiзно неперервного вiдображення f : [0, 1]2 → Cp[0, 1], що визначається формулою
f(x, y)(t) = sp(x − t, y) + sp(x, y − t), де 0 ≤ x, y, t ≤ 1, яке розривне у кожнiй точцi
множини E = ([0, 1]× {0}) ∪ {0} × [0, 1]. Зауважимо, що в [5] було доведено, що Cp[0, 1]
— напiввичерпний, але не вичерпний i не σ-метризовний простiр.

Цi приклади свiдчать про важливiсть вивчення множини точок розриву нарiзно не-
перервних вiдображень зi значеннями в неметризовних просторах i дають упевненiсть,
що на цьому шляху буде вiдкрито багато нових цiкавих явищ.

2. Першi властивостi площини Бiнґа. У 1953 роцi автор вiдомого метризацiйного
критерiю Р. Г. Бiнґ навiв приклад злiченного зв’язного гаусдорфового i не регулярно-
го простору ([7], див. також [8, c.518, приклад 6.1.6]). Його ми будемо називати пло-
щиною Бiнґа i позначати символом B. Зрозумiло, що B — це неметризовний простiр,
отже, виникає природне бажання з’ясувати чи належить B до вiдомих класiв просто-
рiв, близьких до метризовних, та дослiдити розриви нарiзно неперервних вiдображень
f : X × Y → B. Цi задачi вивчаються у данiй працi i будуть продовженi в наступнiй.

Нагадаємо означення площини Бiнґа. Нехай Q — рацiональна пряма, тобто множина
всiх рацiональних чисел з топологiєю, iндукованою з дiйсної прямої R. Базу околiв
точки a в Q утворюють ε-околи Uε(a) = {x ∈ Q : |x − a| < ε} = (a − ε, a + ε) ∩ Q. Це
ж позначення ми будемо зберiгати i для iррацiональних точок a. Розглянемо додатну
пiввiсь Q+ = {y ∈ Q : y ≥ 0} рацiональної прямої Q i декартiв добуток

Q×Q+ = {p = (x, y) : x ∈ Q i y ∈ Q+}.

Введемо топологiчну структуру на добутку Q × Q+, вважаючи, що базу околiв точки
p = (x, y) ∈ Q×Q+ утворюють ε-околиWε(p), деWε(p) = Uε(x)×{0} при y = 0 iWε(p) =
Wε(p1)∪Wε(p2)∪ {p} при y > 0, де p1 = (x1, 0) i p2 = (x2, 0) — такi точки осi абсцис, що
трикутник p1pp2 рiвностороннiй. Легко пiдрахувати, що x1 = x− y

√
3, а x2 = x+ y

√
3,

отже, числа x1 i x2 iррацiональнi. Добуток Q×Q+ з уведеною топологiчною структурою
— це i є площина Бiнґа B. Зауважимо, що з означення топологiчної структури на B легко
випливає, що B задовольняє першу аксiому злiченностi.

Доведемо вказанi вище властивостi площини Бiнґа B, оскiльки в [7] щодо цього дано
лише скупi вказiвки.

Злiченнiсть B негайно випливає зi злiченностi рацiональної прямої Q i злiченностi
добутку двох злiченних множин.
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Аксiома Гаусдорфа легко перевiряється для рiзних точок p = (x, y) i q = (u, v), де
y = 0 або v = 0, i випливає з того, що числова пряма R — це гаусдорфовий простiр.
Перевiримо її у тому випадку, коли y > 0 i v > 0. Розглянемо точки x1 = x − y

√
3,

x2 = x + y
√

3, u1 = u − v
√

3 i u2 = u + v
√

3. Зауважимо, що рiвностi xi = uj не може
бути. Справдi, якщо x1 = u1 або x2 = u2, то x − u = ±(y − v)

√
3, отже, обов’язково

y = v i x = u, адже числа x, y, u, v — рацiональнi, а число
√

3 iррацiональне. Тому
p = q, що суперечить тому, що точки p i q рiзнi. Якщо ж x1 = u2 або x2 = u1, то
x − u = ±(y + v)

√
3. Але y + v > 0, отже, виходить, що

√
3 = ±x−u

y+v
— це рацiональне

число, а це не так. Тому xi 6= uj при i, j = 1, 2. Звiдси легко вивести, що iснує таке ε > 0,
що (Uε(x1)∪Uε(x2))∩ (Uε(u1)∪Uε(u2)) = ∅. А тодi i Wε(p)∩Wε(q) = ∅, що i треба було
перевiрити. Таким чином B — це гаусдорфовий простiр.

Нехай E = ((a1, a2) ∩ Q) × {0}, де ai — дiйснi числа i a1 < a2. Розглянемо при
i ∈ {1, 2} прямi L+

i та L−i , що задаються вiдповiдно рiвняннями y = ± 1√
3
(x− ai). Вони

проходять через точки pi = (ai, 0) площини i нахиленi до вiсi абсцис пiд кутами 600 i
1200. Нехай W (E) — множина всiх тих точок p = (x, y) ∈ B, що лежать мiж прямими
L+
1 i L+

2 чи мiж прямими L−1 i L−2 . Якщо точка p = (x, y) ∈ B лежить мiж прямими
L+
1 i L+

2 , то для неї виконується нерiвнiсть 1√
3
(x − a2) < y < 1√

3
(x − a1), звiдки легко

отримуємо, що a1 < x1 = x − y
√

3 < a2. Якщо ж вона лежить мiж прямими L−1 i L+
2 ,

то уже a1 < x2 = x + y
√

3 < a2. Зрозумiло, що тодi для довiльного ε > 0 перетин
Wε(p) ∩E 6= ∅. Таким чином, всi точки множини W (E) є точками дотику множини E,
отже, замикання E множини E у просторi B мiстить множину W (E).

З цього негайно випливає, що будь-який ε-окiл Wε(p) у площинi Бiнґа B не мiстить
жодного замкненого околу точки p. Справдi, якби iснував такий замкнений окiл W
точки p, щоW ⊆ Wε(p), то знайшлося би таке δ > 0, щоWδ(p) ⊆ W ⊆ Wε(p). Але δ-окiл
Wδ(p) мiстить деяку множину E = (a1, a2) ∩Q× {0} = Wδ(q) з деяким q = (u, 0). Тому

W (E) ⊆ E ⊆ W ⊆ Wε(p),

отже, W (E) ⊆ Wε(p), що, очевидно, неможливо. Це показує, що простiр B не регуляр-
ний, причому настiльки, що жодна його точка p не має бази замкнених околiв.

Нарештi, доведемо, що B — зв’язний простiр. Розглянемо довiльнi двi непорожнi
вiдкрито-замкненi множини A i B у просторi B. Оскiльки множини A i B вiдкритi в
B i непорожнi, то iснують такi точки p ∈ A i q ∈ B i число ε > 0, що Wε(p) ⊆ A
i Wε(q) ⊆ B. Як зазначалося вище, iснують такi множини E = (a1, a2) ∩ Q × {0} i
F = (b1, b2) ∩ Q × {0}, що E ⊆ Wε(p) i F ⊆ Wε(q), а значить, E ⊆ A i F ⊆ B. Але
множини A i B замкненi, отже, E ⊆ A i F ⊆ B. За доведеним вище W (E) ⊆ E i
W (F ) ⊆ F , тому W (E) ∩ W (F ) ⊆ A ∩ B. З геометричних мiркувань очевидно, що
W (E) ∩W (F ) 6= ∅, отже, i A ∩ B 6= ∅. Отже, будь-якi непорожнi вiдкрито-замкненi
множини в просторi B мають непорожнiй перетин. Це показує, що площина Бiнґа B
не може бути розбита на двi непорожнi вiдкрито-замкненi множини, тобто є зв’язним
простором.

3. Площина Бiнґа i σ-метризовнi простори. Нагадаємо, що топологiчний простiрX
називається σ-метризовним, якщо iснує така зростаюча послiдовнiсть його замкнених
метризовних пiдпросторiвXn, щоX =

⋃∞
n=1Xn. Така послiдовнiсть (Xn)∞n=1 називається

вичерпуванням σ-метризовного простору X. Якщо σ-метризовний простiр X має таке
вичерпування (Xn)∞n=1, що для кожної збiжної в X послiдовностi точок xk iснує такий
iндекс n, що {xk : k ∈ N} ⊆ Xn, то його називають сильно σ-метризовним.
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Множина точок неперервностi нарiзно неперервних вiдображень та їх аналогiв зi
значеннями в сильно σ-метризовних просторах досить добре вивчена (див. [3, 6] i вка-
зану там лiтературу), є частковi результати i для σ-метризовного простору значень.
Цi питання дослiджувались у дисертацiях [10, 11]. Вiдома площина Немицького P [8,
c.47, приклад 1.2.4] дає нам приклад σ-метризовного, але не сильно σ-метризовного
простору. Тут ми покажемо, що i площина Бiнґа теж така.

Для цього нам буде потрiбний такий результат.

Теорема 1. Нехай X — секвенцiальний сильно σ-метризовний простiр, (Xn)∞n=1 — його
вичерпування, Y — топологiчний простiр i f : X → Y — вiдображення. Тодi f буде
неперервним у тому i тiльки в тому випадку, коли всi звуження fn = f |Xn : Xn → Y
неперервнi.

Доведення. Оскiльки простiр X секвенцiальний, то неперервнiсть вiдображення
f : X → Y рiвносильна його секвенцiальнiй неперервностi. Нехай всi звуження fn не-
перервнi i послiдовнiсть точок xk збiгається в X до точки x. Iснує такий номер n, що
{xk : k ∈ N} ∪ {x} ⊆ Xn. З неперервностi звуження fn випливає, що f(xk) = fn(xk) →
fn(x) = f(x) у просторi Y . Отже, f — секвенцiально неперервне, а значить, i неперервне
вiдображення.

Крiм того, ми використаємо, ще один цiкавий результат.

Теорема 2. Кожна неперервна функцiя f : B→ R стала.

Доведення. Образ f(B) — це зв’язна пiдмножина числової прямої R (як образ зв’я-
зної множини при неперервному вiдображеннi). Оскiльки зв’язнi пiдмножини в R — це
промiжки 〈a, b〉, якi при a < b незлiченнi, а множина f(B) не бiльш нiж злiченна, то
промiжок f(B) вироджується в точку, отже, функцiя f стала.

Теорема 3. Площина Бiнґа B є σ-метризовним, але не сильно σ-метризовним просто-
ром.

Доведення. Оскiльки простiр B злiченний, то його елементи можна перенумерувати,
отримавши таку послiдовнiсть точок pn, що B = {pn : n ∈ N}. З гаусдорфовостi B ви-
пливає, що скiнченнi пiдпростори Bn = {p1, ..., pn} простору B замкненi в B i дискретнi,
а значить, метризовнi. Оскiльки B =

⋃∞
n=1Bn i Bn ⊆ Bn+1 для кожного n, то послiдов-

нiсть пiдпросторiв Bn — це i є вичерпування σ-метризовного простору B.
Припустимо, що B сильно σ-метризовний простiр i (Xn)∞n=1 — його вичерпування з

X1 6= ∅. Вiзьмемо якусь точку p0 ∈ X1. Оскiльки простiр X1 метризовний, то iснує
метрика d1 на X1, що породжує його топологiю. Поклавши f1(p) = d1(p,p0)

1+d1(p,p0)
для p ∈ X1,

ми отримаємо неперервну функцiю f1 : X1 → [0, 1] у якої f−11 (0) = {p0}. Оскiльки пiд-
простiр X1 замкнений в X2 i простiр X2 метризовний, а значить нормальний, то за
теоремою Тiтце-Урисона ([9, c.116]) iснує така неперервна функцiя g1 : X2 → [0, 1], що
g1|X1 = f1. Крiм того, з досконалої нормальностi метризовного простору X2 за теоре-
мою Веденiсова [9, c.82] випливає, що замкнена в X2 множина X1 буде функцiонально
замкненою, тобто iснує така неперервна функцiя h1 : X2 → [0, 1], що h−11 (0) = X1. Фун-
кцiя f2 = g1 + h1 : X2 → [0, 2] неперервна i f2|X1 = f1, адже для p ∈ X1 будемо мати:
f2(p) = g1(p)+h1(p) = f1(p)+0 = f1(p). Крiм того, f2(p0) = f1(p0) = 0, а при p ∈ X2\{p0}
обов’язково f2(p) > 0, адже f2(p) = g1(p)+h1(p), обидва доданки g1(p) i h1(p) невiд’ємнi,
причому g1(p) > 0 на X1 \ {p0}, а h1(p) > 0 на X2 \X1. Таким чином, f−12 (0) = {p0}.
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Далi за теоремою Тiтце-Урисона будуємо неперервну функцiю g2 : X3 → [0, 2], для
якої g2|X2 = f2, а за теоремою Веденiсова — неперервну функцiю h2 : X3 → [0, 1], у якої
h−12 (0) = X2. Покладаючи f3 = g2 + h2, отримаємо неперервну функцiю f3 : X3 → [0, 1],
для якої f3|X2 = f2 i f−13 (0) = {p0}.

Продовжуючи цей процес до нескiнченностi, ми одержимо послiдовнiсть неперерв-
них функцiй fn : Xn → [0, n] таких, що fn+1|Xn = fn i f−1n (0) = {p0} для кожного n.

Визначимо функцiю f : B → [0,+∞), покладаючи f(p) = fn(p), якщо p ∈ Xn. Зро-
зумiло, що це таке визначення коректне i за теоремою 1 функцiя f неперервна, адже
всi її звуження f |Xn = fn неперервнi. Для цiєї функцiї f−1(0) = {p0}.

За теоремою 2 функцiя f стала, тому f(p) = f(p0) = 0 для кожного p ∈ B. Але це
суперечить рiвностi f−1(0) = {p0}, з якої випливає, що f(p) 6= 0 при p 6= p0. Отримана
суперечнiсть показує, що площина Бiнґа не є сильно σ-метризовним простором.

4. Континууми i нарiзно неперервнi вiдображення зi значеннями в площинi
Бiнґа. Нагадаємо, що зв’язний i компактний топологiчний простiр називається конти-
нуумом. Якщо простiр можна подати у виглядi об’єднання зростаючої послiдовностi
континуумiв, то його ми називатимемо σ-континуумом. Топологiчний простiр назива-
ється точкоподiбним або пунктиформним [8, c.542], якщо в ньому кожний непорожнiй
континуум складається з однiєї точки.

Теорема 4. Площина Бiнґа B — це точкоподiбний простiр.

Доведення. Нехай K — континнум в B. Оскiльки B — гаусдорфовий простiр, то таким
буде i його пiдпростiр K. Таким чином K — це гаусдорфовий компактний простiр,
чи, коротше, компакт. Добре вiдомо [8, c.199, теорема 3.1.9], що кожний компакт — це
нормальний, а значить, i цiлком регулярний простiр. Таким чином, наш континуум K
— це зв’язний цiлком регулярний простiр. Якби K мiстив би хоча б двi рiзнi точки,
то за теоремою про промiжне значення його потужнiсть |K| була б не меншою вiд
континуальної потужностi c [8, c.518, наслiдок 6.1.3], тобто |K| ≥ c. Але ж K ⊆ B, тому
|K| ≤ |B| = ℵ0, тобто множина K не бiльш нiж злiченна. Це суперечить тому, що ℵ0 < c,
що i доводить теорему.

Теорема 5. Нехай X — континуум i f : X → B — неперервне вiдображення. Тодi
вiдображення f стале.

Доведення. Множина K = f(X) — це континуум в B, бо компактнiсть i зв’язнiсть
зберiгаються при переходi до образу для неперервних вiдображень. Тодi за теоремою 4,
якщо X 6= ∅, то |K| = 1. Це i означає, що f стале.

Топологiчний простiр X називається континуум-зв’язним (коротко c-зв’язним),
якщо для будь-яких двох точок x1 i x2 з X iснує такий континум C в X, що {x1, x2} ⊆ C.
Кожний лiнiйно зв’язний простiр є c-зв’язним, а кожний c-зв’язний простiр є зв’я-
зним. Площина Бiнґа — це приклад зв’язного, але не c-зв’язного простору. Кожний
σ-континуум також, очевидно, c-зв’язний. Кожний нескiнченновимiрний банаховий про-
стiр, очевидно, лiнiйно зв’язний, а значить, c-зв’язний, але вiн не є σ-континуумом, бо
вiн не є навiть σ-компактним, що легко випливає з теореми Бера про категорiю i леми
Рiсса про ε-перпендикуляр, згiдно з якою замкненi кулi ненульового радiуса в нескiнчен-
новимiрному нормованому просторi не можуть бути компактними множинами. Таким
чином, є багато c-зв’язних просторiв, якi не є σ-континуумами.

Теорему 5 легко розповсюдити на c-зв’язнi простори.
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Теорема 6. Нехай X — c-зв’язний топологiчний простiр i вiдображення f : X → B
неперервне. Тодi f стале.

Доведення. Нехай x0 — фiксована точка з простору X, а x — довiльна точка з X.
Оскiльки простiр X є c-зв’язним, то iснує такий континуум C в X, що {x0, x} ⊆ C.
Звуження f |C буде неперервним, а отже, сталим за теоремою 5. Тому f(x) = f(x0). Це
доводить сталiсть f на X.

Теорема 7. Нехай X i Y — c-зв’язнi простори i f : X × Y → B — нарiзно неперервне
вiдображення. Тодi f стале.

Доведення. Покладемо, як звичайно, fx(y) = fy(x) = f(x, y) для довiльних x ∈ X
i y ∈ Y . Вiдображення fx : Y → B i fy : X → B за умовою неперервнi для довiльних
x ∈ X i y ∈ Y , а значить, сталi за теоремою 6. Тому f — нарiзно стале вiдображення. Та
такi вiдображеня обов’язково сталi, адже для довiльних точок p0 = (x0, y0) i p = (x, y) з
X×Y будемо мати f(p) = f(x, y) = fx(y) = fx(y0) = fy0(x) = fy0(x0) = f(x0, y0) = f(p0).
Тут ми використали сталiсть вiдображень fx i fy0 .

Як показують наведенi вище приклади, цей результат сильнiший нiж вiдповiдна
теорема з [11].
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