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We prove the existence and uniqueness of the solutions of the optimal control problems for
systems described by evolution equations degenerated at the initial moment. A characterization
is given for the solutions of the considered problems. We also consider in detail the case of the
final observation and obtain a set of correlations that characterize the optimal controls.
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Доказывается существование и единственность решений задач оптимального управ-
ления системами, которые описываются эволюционными уравнениями с вырождением в
начальный момент времени. Дается характеризация решений рассматриваемых задач. По-
дробно рассмотрен случай финального наблюдения и получена совокупность соотноше-
ний, характеризирующие оптимальные управления.

Вступ. Основи теорiї оптимального керування детермiнованими системами, що опису-
ються рiвняннями з частинними похiдними, вперше систематично описано в моногра-
фiї [1]. Далi ця теорiя розвивалася в працях багатьох математикiв (див., наприклад,
[2]–[7]). У всiх цих працях, за винятком [6], [7], розглядаються еволюцiйнi рiвняння, що
заданi на обмеженому часовому промiжку i нiде не вироджуються. Якщо ж рiвняння за-
данi на необмеженому знизу часовому промiжку (див. [10] i бiблiографiю там), то основи
теорiї оптимального керування системами, що описуються такими еволюцiйними рiвня-
ннями, при певних обмеженнях розглядалися в роботах [6], [7]. Тут ми розглядатимемо
проблему оптимального керування еволюцiйними системами, стан яких визначається
диференцiальними рiвняннями параболiчного типу, що заданi на скiнченому часовому
промiжку i вироджуються в початковий момент часу. Такого типу рiвняння розгляда-
лися в багатьох роботах (див., наприклад, [9]–[10]).

Структура статтi така. У першому пунктi сформульовано i обґрунтовано коректнiсть
задачi без початкових умов для еволюцiйних рiвнянь, що вироджуються в початковий
момент. Розв’язок такого типу задачi описує стан керованої системи. В другому пунктi
ставиться задача оптимального керування та доводиться її однозначна розв’язнiсть.
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Сукупнiсть спiввiдношень, якi характеризують оптимальне керування у випадку фi-
нального спостереження, наведенi в третьому пунктi.

1. Коректнiсть задачi без початкових умов для еволюцiйних рiвнянь, що
сильно вироджуються в початковий момент часу. Спочатку нагадаємо означен-
ня потрiбних нам далi просторiв функцiй i розподiлiв. Нехай X — довiльний гiльбертiв
простiр зi скалярним добутком (·, ·)X i нормою ‖ · ‖X , а I — будь-який числовий промi-
жок. Пiд L2

loc(I;X) розумiтимемо лiнiйний простiр визначених на I зi значеннями в X
функцiй, якi є вимiрними i для будь-якого вiдрiзка [a, b] ⊂ I їх звуження на цей вiдрiзок
належать простору L2(a, b;X). Пiд D′(intI;X) (intI — множина внутрiшнiх точок про-
мiжку I) розумiтимемо простiр визначених на D(intI) зi значеннями в X розподiлiв,
тобто простiр лiнiйних функцiоналiв на D(intI) зi значеннями в X (D(intI) — простiр
нескiнченно диференцiйовних i фiнiтних на intI функцiй). Легко переконатися, вико-
ристовуючи iнтеграл Бохнера, що простiр L2

loc(I;X) можна ототожнити з пiдпростором
простору розподiлiв D′(intI;X). Це, зокрема, дозволяє говорити про похiднi функцiй з
L2

loc(I;X) в сенсi розподiлiв D′(intI;X) i належнiсть таких похiдних до L2
loc(I;X).

Через L(F ;G), де F i G — гiльбертовi простори, позначимо банахiв простiр лiнiйних
обмежених операторiв, що переводять F в G. Пiд L(F ) розумiтимемо L(F ;F ).

Нехай V i H — гiльбертовi простори над полем дiйсних чисел з, вiдповiдно, скаляр-
ними добутками (·, ·)V i (·, ·) та нормами ‖·‖ i | · |. Припустимо, що простiр V неперервно
i щiльно вкладається в H, тобто V є пiдмножиною H, замикання V за нормою H збi-
гається з H та iснує стала λ > 0 така, що

λ|v|2 ≤ ‖v‖2 ∀v ∈ V. (1)

Нехай V ′ i H ′ спряженi, вiдповiдно, до V та H простори. Вважатимемо (провiв-
ши вiдповiдне ототожнення функцiоналiв), що простiр H ′ є пiдпростором простору V ′.
Ототожнивши (на пiдставi теореми Рiсса) простори H та H ′, в результатi отримаємо
неперервнi та щiльнi вкладення

V ⊂ H ⊂ V ′. (2)

Зауважимо, що в цьому випадку 〈g, v〉V = (g, v) для будь-яких v ∈ V, g ∈ H ⊂ V ′,
де 〈·, ·〉V — означає дiю елемента з простору V ′ на елемент простору V (канонiчний
добуток на V ′×V ). Тому далi вживатимемо позначення (·, ·) i замiсть 〈·, ·〉V . Також ви-
користовуватимемо позначення (·, ·)V ′ , ‖ · ‖∗ для вiдповiдно скалярного добутку i норми
в V ′.

Нехай S := (0, T ], де T > 0 — задане число.
Через ϕ позначимо функцiю з простору C([0, T ])∩C1((0, T ]), яка задовольняє умови:

1) ϕ(0) = 0; 2) ϕ(t) > 0 при t ∈ (0, T ]; 3)
∫ T
0

[ϕ(s)]−1ds = +∞.

Нехай α : S → (0,+∞), β : S → (0,+∞) — вимiрнi функцiї такi, що
(∀ t ∈ S) : α(t) ≤ β(t), (∀ τ ∈ (0, T )) : 0 < inf

t∈[τ,T ]
α(t), sup

t∈[τ,T ]
β(t) <∞.

Нам будуть потрiбнi спецiальнi простори функцiй, визначених на S. Дамо їх озна-
чення. Нехай X — гiльбертiв простiр, про який говорилося на початку пункту. Якщо
ω ∈ R — довiльне число, а γ : S → (0,+∞) — яка-небудь вимiрна функцiя, що є
обмеженою на будь-якому вiдрiзку з S, то позначимо

L2
ϕ,ω,γ(S;X) :=

{
f ∈ L2

loc(S;X) :

∫
S

γ(t)[ϕ(t)]−1e2ω
∫ t
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds‖f(t)‖2Xdt <∞

}
.
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Лiнiйний простiр L2
ϕ,ω,γ(S;X) є гiльбертовим зi скалярним добутком

(f, g)L2
ϕ,ω,γ(S;X) =

∫
S

[ϕ(t)]−1γ(t)e2ω
∫ t
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds(f(t), g(t))Xdt.

На пiдставi (2) легко переконатися, що простори L2
loc(S;V ), L2

loc(S;V ′), а також
L2
ϕ,ω,α(S;V ), L2

ϕ,ω,1/α(S;V ′) можна ототожнити з пiдпросторами простору розподiлiв
D′((0, T );V ′).

З вiдомих результатiв (див., наприклад, [12, с.177–179]) легко випливає такий факт:
якщо функцiя y з L2

loc(S;V ) має похiдну y′ з L2
loc(S;V ′), то y належить (можливо, пiсля

змiни її значень на множинi мiри нуль) до простору C(S;H) i функцiя t → |y(t)|2 є
абсолютно неперервною на будь-якому вiдрiзку з S, причому виконується рiвнiсть

d

dt
|y(t)|2 = 2(y′(t), y(t)) для майже всiх t ∈ S. (3)

Введемо простiр Wϕ,ω(S) := {y ∈ L2
ϕ,ω,α(S;V ) : y′ ∈ L2

ϕ,ω,ϕ2/α(S;V ′)}, який є гiльбер-
товим зi скалярним добутком (y, z)Wϕ,ω(S) := (y, z)L2

ϕ,ω,α(S;V ) + (y′, z′)L2
ϕ,ω,ϕ2/α

(S;V ′), де y′, z′

є похiдними функцiй, вiдповiдно, y, z в сенсi розподiлiв D′((0, T );V ′).
Зi сказанного вище випливає, що

Wϕ,ω(S) ⊂ C(S;H). (4)

Крiм того, елементи простору Wϕ,ω(S) володiють властивостями, що описанi в такому
твердженнi.

Лема 1. Нехай y ∈ Wϕ,ω(S), де ω ∈ R — довiльне число. Тодi iснує y0 ≥ 0 таке, що

lim
t→0
|y(t)| exp

{
ω

∫ t

T

α(s)[ϕ(s)]−1ds

}
= y0,

причому, якщо
inf
t∈S

α(t) > 0, (5)

то y0 = 0. Крiм того, правильною є така оцiнка

|y(t)|2 exp

{
2ω

∫ t

T

α(s)[ϕ(s)]−1ds

}
≤ y20 + (2ωλ−1 + 1)×

×
∫ t

0

(
[ϕ(τ)]−1α(τ)|y(τ)|2 + ϕ(τ)[α(τ)]−1|y′(τ)|2

)
exp

{
2ω

∫ τ

T

α(s)[ϕ(s)]−1ds

}
dτ, t ∈ S, (6)

де λ > 0 — стала з (1).

Це твердження доведемо дещо пiзнiше, а тепер припустимо, що задана сiм’я опера-
торiв A(t) : V → V ′, t ∈ S, така, що:
A1 : функцiя t→ (A(t)v, w) вимiрна на S для будь-яких v, w ∈ V ;
A2 : для будь-яких v ∈ V i t ∈ S виконуються нерiвностi

(A(t)v, v) ≥ α(t)‖v‖2, (7)

‖A(t)v‖∗ ≤ β(t)‖v‖. (8)
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Розглянемо рiвняння

ϕ(t)
dy(t)

dt
+ A(t)y(t) = f(t), t ∈ S, (9)

де f ∈ L2
loc(S;V ′) — задана функцiя.

Пiд розв’язком рiвняння (9) розумiтимемо функцiю y ∈ L2
loc(S;V ), яка має похiдну

в сенсi розподiлiв D′((0, T );V ′) з простору L2
loc(S;V ′) та задовольняє рiвняння (9) в

просторi L2
loc(S;V ′).

Для рiвняння (9) розглянемо задачу: знайти його розв’язок, який задовольняє умо-
ву

exp

{
ω

∫ t

T

α(s)[ϕ(s)]−1ds

}
|y(t)| → 0 при t→ +0, (10)

де ω ∈ R — задане число.
Далi цю задачу коротко називатимемо задачею (9), (10).

Теорема 1. Правильнi такi два твердження:
(i) Задача (9), (10) має не бiльше одного розв’язку, якщо ω ≤ λ, де λ > 0 — стала з (1).
(ii) Нехай ω < λ — яке-небудь число, f ∈ L2

ϕ,ω,1/α(S;V ′). Крiм того, припустимо, що
iснує стала K ≥ 1 така, що

β(t) ≤ Kα(t), t ∈ S. (11)

Тодi iснує (єдиний) розв’язок задачi (9), (10), вiн належить до Wϕ,ω(S) i задовольняє
оцiнки

e2ω
∫ t
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds|y(t)|2≤C1

∫ t

0

[ϕ(η)]−1[α(η)]−1e2ω
∫ η
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds‖f(η)‖2∗dη, t ∈ S, (12)

‖y‖Wϕ,ω(S) ≤ C2‖f‖L2
ϕ,ω,1/α

(S;V ′), (13)

де C1, C2 — додатнi сталi, якi залежать тiльки вiд ω, λ i K.

Доведення. Нехай S̃:=(−∞, 0]. Покладемо

θ(t):=

∫ t

T

ds

ϕ(s)
, t ∈ S. (14)

i позначимо через θ−1 функцiю, яка є оберненою до функцiї θ, заданої в (14).
Введемо лiнiйний оператор Z, який взаємно однозначно переводить лiнiйний простiр

функцiй F :={h : S → V ′} на лiнiйний простiр функцiй F̃ :={h̃ : S̃ → V ′} за правилом
Zh = h̃, де h̃(τ):=h(t)|t=θ−1(τ), τ ∈ S̃, t ∈ S, тобто оператор Z функцiї з простору F
ставить у вiдповiднiсть функцiю з F̃ , отриману з даної в результатi замiни змiнної

τ = θ(t), t ∈ S, τ ∈ S̃. (15)

Нехай α̃ = Zα, β̃ = Zβ. Очевидно, що
α̃(τ) ≤ β̃(τ) ∀ τ ∈ S, 0 < inf

τ∈[ρ,0]
α̃(τ), sup

τ∈[ρ,0]
β̃(τ) <∞ ∀ ρ ∈ (−∞, 0).
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Для довiльних гiльбертового простору X зi скалярним добутком (·, ·)X i нормою
‖ · ‖X , дiйсного числа ω та вимiрної локально обмеженої функцiї γ̃ : S̃ → (0,+∞) визна-
чимо простiр

L2
ω,γ̃(S̃;X):=

{
f̃ ∈ L2

loc(S̃;X) :

∫
S̃

γ̃(τ)e2ω
∫ τ
0 α̃(s)ds‖f̃(τ)‖2Xdτ <∞

}
.

Цей простiр є гiльбертовим зi скалярним добутком

(f̃ , g̃)L2
ω,γ̃

(S̃;X) =

∫
S̃

γ̃(τ)e2ω
∫ τ
0 α̃(s)ds(f̃(τ), g̃(τ))Xdτ

та вiдповiдною йому нормою, яку позначимо через ‖ · ‖L2
ω,γ̃

(S̃;X).

Введемо ще простiр
Wω(S̃):={ỹ ∈ L2

ω,α̃(S̃;V ) : ỹ′ ∈ L2
ω,1/α̃(S̃;V ′)},

який є гiльбертовим зi скалярним добутком
(y, z)Wω(S̃)

:=(y, z)L2
ω,α̃

(S̃;V ) + (y′, z′)L2
ω,1/α̃

(S̃;V ′),

де y′ i z′ є похiдними функцiй, вiдповiдно, y та z в сенсi розподiлiв D′((−∞, 0);V ′).
Зауважимо, що звуження оператора Z на пiдпростори L2

ϕ,ω,α(S;V ), L2
ϕ,ω,1/α(S;V ′),

Wϕ,ω(S) простору F є iзометрiєю на пiдпростори, вiдповiдно, L2
ω,α̃(S̃;V ), L2

ω,1/α̃(S̃;V ′),

Wω(S̃) простору F̃ . Покажемо це на прикладi просторiв L2
ϕ,ω,α(S;V ) i L2

ω,α̃(S̃;V ). Нехай
y ∈ L2

ϕ,ω,α(S;V ) i ỹ = Zy. Враховуючи (15) i, зокрема, спiввiдношення dt = ϕ(t)dτ ,
маємо

‖y‖2L2
ϕ,ω,α(S;V ) ≡

∫
S

α(t)e2ω
∫ t
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds‖y(t)‖2[ϕ(t)]−1dt =

=

∫
S̃

α̃(τ)e2ω
∫ θ−1(τ)
T α(s)[ϕ(s)]−1ds‖ỹ(τ)‖2dτ =

∫
S̃

α̃(τ)e2ω
∫ τ
0 α̃(s)ds‖ỹ(τ)‖2dτ ≡ ‖ỹ‖2

L2
ω,α̃

(S̃;V )
.

Звiдси легко випливає те, що потрiбно. Аналогiчно перевiряємо правильнiсть нашого
твердження стосовно iнших пар просторiв.

Зробимо в задачi (9), (10) замiну змiнних (15). У результатi отримаємо задачу

dỹ

dτ
+ Ã(τ)ỹ(τ) = f̃(τ), τ ∈ S̃, (16)

eω
∫ τ
0 α̃(s)ds|ỹ(τ)| → 0 при τ → −∞, (17)

де f̃ = Zf , ỹ = Zy, Ã(τ) = A(t)|t=θ−1(τ), τ ∈ S̃.

Легко переконуємося, що сiм’я операторiв Ã(τ) : V → V ′, τ ∈ S̃, задовольняє умови:

A′1: функцiя τ → (Ã(τ)v, w) вимiрна на S̃ для будь-яких v, w ∈ V ;

A′2: для будь-яких v ∈ V i τ ∈ S̃ виконуються нерiвностi (Ã(τ)v, v) ≥ α̃(τ)‖v‖2,
‖Ã(τ)v‖∗ ≤ β̃(τ)‖v‖.

Тепер вiдмiтимо, що задача (16), (17) дослiджувалася в роботi [6] i там доведено,
що:

(i) задача (16), (17) має не бiльше одного розв’язку при виконаннi умови ω ≤ λ, де λ
— стала з умови (1);
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(ii) якщо ω < λ та iснує стала K ≥ 1 така, що β̃(t) ≤ Kα̃(t), t ∈ S, то iснує (єдиний)
розв’язок задачi (16), (17), вiн належить Wω(S̃) та задовольняє оцiнки

e2ω
∫ τ
0 α̃(s)ds|ỹ(τ)|2 ≤ C1

∫ τ

−∞
[α̃(ξ)]−1e2ω

∫ ξ
0 α̃(s)ds‖f̃(ξ)‖2∗dξ, τ ∈ S, (18)

‖ỹ‖Wω(S̃)
≤ C2‖f̃‖L2

ω,1/α̃
(S̃;V ′), (19)

де C1, C2 — додатнi сталi, якi залежать тiльки вiд ω, λ i K.

На пiдставi цих результатiв i сказанного вище можна зробити висновок про те, що
для завершення доведення нашої теореми нам достатньо перевiрити, чи з оцiнок (18) i
(19) випливають оцiнки, вiдповiдно, (12) i (13). Зауважимо, що оцiнка (13) безпосере-
дньо випливає з оцiнки (19) та властивостей оператора Z. Переконаємося в правильностi
оцiнки (12). Для цього спочатку в лiвiй частинi оцiнки (18) зробимо замiну змiнної (15).
Тодi отримаємо e2ω

∫ τ
0 α̃(s)ds|ỹ(τ)|2 = e2ω

∫ θ(t)
0 α̃(s)ds|y(t)|2 = e2ω

∫ t
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds|y(t)|2. Тепер
проведемо замiну змiнних ξ = θ(η), η ∈ S, ξ ∈ S̃, в iнтегралi правої частини оцiнки (18):∫ τ

−∞
[α̃(ξ)]−1e2ω

∫ ξ
0 α̃(s)ds‖f̃(ξ)‖2∗dξ =

∫ θ−1(τ)

0

[α(η)]−1e2ω
∫ θ(η)
0 α̃(s)ds‖f(η)‖2∗[ϕ(η)]−1dη =

=

∫ t

0

[α(η)]−1e2ω
∫ η
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds‖f(η)‖2∗[ϕ(η)]−1dξ.

На пiдставi цих двох рiвностей та оцiнки (18) маємо оцiнку (12).

Доведення леми 1. Правильнiсть цього твердження безпосередньо випливає з леми 1
працi [6]. Справдi, нехай y ∈ Wϕ,ω(S), а ỹ:=Zy. Як було сказано вище, ỹ належить
простору Wω(S̃). Тодi з леми 1 працi [6] випливає iснування y0 ≥ 0 такого, що

lim
τ→−∞

|ỹ(τ)| exp

{
ω

∫ τ

0

α̃(s)ds

}
= y0, (20)

причому, коли inft∈S̃ α̃(t) > 0, то y0 = 0. Там же стверджується, що правильною є оцiнка

|ỹ(τ)|2 exp

{
2ω

∫ τ

0

α̃(s)ds

}
≤ y20 + (2ωλ−1 + 1)×

×
∫ τ

−∞

(
α̃(η)|ỹ(η)|2 + [α̃(η)]−1|ỹ′(η)|2

)
exp

{
2ω

∫ η

0

α̃(s)ds

}
dη, τ ∈ S̃. (21)

Для завершення доведення достатньо в (20) та (21) провести замiну змiнних (15).

2. Формулювання задачi оптимального керування та її однозначна розв’яз-
нiсть. Нехай U — гiльбертiв простiр керувань; ω — деяке число; A(t) : V → V ′,
t ∈ S — сiм’я операторiв, яка описана в попередньому пунктi; B — лiнiйний неперер-
вний оператор, який переводить U в L2

ϕ,ω,1/α(S;V ′), тобто є елементом простору
L(U ;L2

ϕ,ω,1/α(S;V ′)); g — елемент простору L2
ϕ,ω,1/α(S;V ′).

Стан дослiджуваної еволюцiйної системи y(v) = y(·; v) при заданому керуваннi v ∈ U
визначатимемо як функцiю з простору Wϕ,ω(S), що є розв’язком рiвняння

ϕ(t)
d

dt
y(t; v) + A(t)y(t; v) = g(t) + (Bv)(t), t ∈ S, (22)
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i задовольняє умову

|y(t; v)| exp

{
ω

∫ t

T

α(s)[ϕ(s)]−1ds

}
→ 0 при t→ 0. (23)

Нехай H — деякий гiльбертiв простiр спостережень; C ∈ L(Wϕ,ω(S);H) — заданий
оператор, який визначає спостереження z(v):=Cy(v) при керуваннi v ∈ U.
Через N позначимо симетричний оператор з простору L(U), який задовольняє умову

(Nv, v)U ≥ ν‖v‖2U , v ∈ U, (24)

де ν = const > 0. Прийнявши Φ(z, v):=‖z − z0‖2H + (Nv, v)U , (z, v) ∈ H × U, введемо в
розгляд функцiю вартостi J(v):=Φ(z(v), v), v ∈ U, тобто

J(v) = ‖Cy(v)− z0‖2H + (Nv, v)U , v ∈ U, (25)

де z0 ∈ H — заданий елемент.
Нехай U∂ — опукла замкнена множина в U . Задача, яку ми розглядаємо, полягає

у знаходженнi елементiв u ∈ U∂ (u — оптимальне керування) таких, що

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (26)

Далi цю задачу коротко називатимемо задачею (26) i нас цiкавитиме питання iсну-
вання та єдиностi розв’язку задачi (26).

Теорема 2. Нехай виконується умова (11) i ω < λ, де λ — стала з нерiвностi (1). Тодi
задача (26) має єдиний розв’язок i вiн характеризується варiацiйною нерiвнiстю(

Cy(u)− z0, C
(
y(v)− y(u)

))
H

+ (Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (27)

При доведеннi цiєї теореми суттєво будемо опиратися на таке твердження, правиль-
нiсть якого безпосередньо випливає з теореми 1.3 (див. [1, с.18]).

Твердження 1. Нехай v 7→ J(v) : U → R — строго опуклий i диференцiйовний фун-
кцiонал, який у випадку, коли U∂ — необмежена множина, задовольняє умову

J(v)→ +∞ при ‖v‖U → +∞, v ∈ U∂. (28)

Тодi iснує єдиний розв’язок (оптимальне керування) задачi (26) i вiн характеризується
варiацiйною нерiвнiстю

J ′(u) · (v − u) ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (29)

Доведення теореми 2. Нам достатньо довести, що в нашому випадку виконуються всi
умови твердження 1. НехайW ∗

ϕ,ω(S) — лiнiйний пiдпростiр просторуWϕ,ω(S), який скла-
дається функцiй, якi задовольняють умову (10). Легко переконатися, використовуючи
лему 1, що W ∗

ϕ,ω(S) з нормою простору Wϕ,ω(S) є банаховим простором.
Зауважимо, що вiдображення y(·) 7→ A(·)y(·) переводить простiр L2

ϕ,ω,α(S;V ) в про-
стiр L2

ϕ,ω,1/α(S;V ′). Справдi, для довiльного y ∈ L2
ϕ,ω,α(S;V ) на пiдставi (8) i (11) маємо

[α(t)]−1e2ω
∫ t
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds‖A(t)y(t)‖2∗[ϕ(t)]−1≤ [α(t)]−1β2(t)e2ω
∫ t
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds‖y(t)‖2[ϕ(t)]−1≤

≤ K2α(t)e2ω
∫ t
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds‖y(t)‖2[ϕ(t)]−1, t ∈ S. (30)
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Оскiльки права частина нерiвностi (30) iнтегровна по S, то з цiєї нерiвностi випливає,
що функцiя t 7→ A(t)y(t) належить простору L2

ϕ,ω,1/α(S;V ′). Зауваживши, що функцiя
ϕ є обмеженою, як неперервна на вiдрiзку, з того, що y′ ∈ L2

ϕ,ω,1/α(S;V ′), отримаємо
ϕy′ ∈ L2

ϕ,ω,1/α(S;V ′). Отож, на пiдставi сказанного є коректно визначеним оператор
L : W ∗

ϕ,ω(S)→ L2
ϕ,ω,1/α(S;V ′) за правилом

(Ly)(t):=ϕ(t)
dy(t)

dt
+ A(t)y(t), t ∈ S, y ∈ W ∗

ϕ,ω(S).

Оскiльки ми припустили, що ω < λ, то з теореми 1 випливає бiєктивнiсть опера-
тора L, причому оператор L i обернений до нього L−1 : L2

ϕ,ω,1/α(S;V ′) → W ∗
ϕ,ω(S) є

неперервними. Справдi, для L це легко перевiряється з використанням нерiвностi (30),
а для L−1 випливає з оцiнки (13), якщо покласти y:=L−1f . Отже, оператор L здiйснює
iзоморфiзм мiж просторами W ∗

ϕ,ω(S) i L2
ϕ,ω,1/α(S;V ′).

З (22), (23) випливає, що для кожного v ∈ U стан y(v) системи визначається за
правилом

y(v) = L−1(g +Bv). (31)

Звiдси, зокрема, випливає, що вiдображення v 7→ y(v) : U → W ∗
ϕ,ω(S) є афiнним i

неперервним. В силу цього i наших припущень отримаємо, що функцiонал J є строго
опуклим i неперервним. Те, що вiн є i диференцiйовним, доводиться цiлком аналогiчно,
як це зроблено при доведеннi теореми 2 роботи [6]. Диференцiал функцiоналу J має
вигляд

J ′(v) · h = 2(Cy(v)− z0, CL−1Bh)H + 2(Nv, h)U , v ∈ U, h ∈ U. (32)

Умова (28) виконується, оскiльки на пiдставi (24) маємо

J(v) = ‖Cy(v)− z0‖2H + (Nv, v)U ≥ ν‖v‖2, v ∈ U. (33)

Зi сказаного i твердження 1 випливає, що задача (26) має єдиний розв’язок i вiн
характеризується варiацiйною нерiвнiстю (29). Нерiвнiсть (29) в нашому випадку, вра-
ховуючи (32) i те, що L−1B(v − u) = y(v) − y(u) (див. (31)), можна записати у вигля-
дi (27).

3. Сукупнiсть спiввiдношень, якi характеризують оптимальне керування у
випадку фiнального спостереження. Для дальшої конкретизацiї спiввiдношень, що
характеризують оптимальне керування, треба уточняти типи спостережень. Ми розгля-
немо випадок фiнального спостереження, тобто виконання умови

F : H = H, C = DP, де Pz = z(T ) ∀z ∈ Wϕ,ω(S), D ∈ L(H)
(нескладно переконатися, що P ∈ L(Wϕ,ω(S);H)). В цьому випадку нерiвнiсть (27)
матиме вигляд(

Dy(T ;u)− z0, D
(
y(T ; v)− y(T ;u)

))
H

+ (Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (34)

Оскiльки H = H ′, то з (34) маємо

(D∗(Dy(T ;u)− z0), y(T ; v)− y(T ;u))H + (Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂, (35)

де D∗ — спряжений до D оператор, тобто D∗ — оператор з L(H) такий, що
(Dv,w) = (v,D∗w) ∀v, w ∈ H.
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Для кожного t ∈ S через A∗(t) : V → V ′ позначимо спряжений до A(t) оператор,
тобто A∗(t) ∈ L(V ;V ′) такий, що

(A∗(t)v, w) = (A(t)w, v) ∀v, w ∈ V. (36)

Введемо в розгляд спряжений стан t 7→ p(t;u) ∈ L2
loc(S;V ) ∩ C(S;H), як розв’язок

задачi Кошi

−ϕ(t)
dp(t;u)

dt
+ A∗(t)p(t;u) = 0 в D′(S;V ′), (37)

p(T ;u) = D∗(Dy(T ;u)− z0). (38)

Iснування та єдинiсть розв’язку цiєї задачi випливає з вiдомих результатiв, якщо в
нiй зробити замiну t на −t (див., наприклад, [11, Твердження 2.3, с.112]).

Подiбно, як i у доведеннi теореми 3 роботи [6], отримуємо такi оцiнки розв’язку
задачi (37), (38):

|p(t)| ≤ |pT | exp

{
ω

∫ t

T

α(s)[ϕ(s)]−1ds

}
, t ∈ S, pT := p(T ), (39)

∫
S

α(t) exp

{
−2ω

∫ t

T

α(s)[ϕ(s)]−1ds

}
‖p(t)‖2[ϕ(t)]−1dt ≤ |pT |2

2 min{1; 1− λ−1ω}
, (40)

∫
S

[α(t)]−1 exp

{
−2ω

∫ t

T

α(s)[ϕ(s)]−1ds

}
‖p′(t)‖2∗ϕ(t)dt ≤ K2|pT |2

2 min{1; 1− λ−1ω}
. (41)

Тепер для майже кожного t ∈ S скалярно домножимо (37) на [ϕ(t)]−1(y(t; v) −
y(t;u)), v ∈ V, i проiнтегруємо отриману рiвнiсть за t вiд τ ∈ (0, T ) до T :

−
∫ T

τ

( d
dt
p(t;u), y(t; v)−y(t;u)

)
dt+

∫ T

τ

(
A∗(t)p(t;u), (y(t; v)−y(t;u)

)
[ϕ(t)]−1dt=0. (42)

Звiдси пiсля вiдповiдних перетворень отримаємо

(p(T ;u), y(T ; v)− y(T ;u)) = (p(τ ;u), y(τ ; v)− y(τ ;u))+

+

∫ T

τ

(
p(t;u),

d

dt
(y(t; v)− y(t;u)) + [ϕ(t)]−1A(t)(y(t; v)− y(t;u))

)
dt. (43)

З рiвностей

ϕ(t)
d

dt
y(t; v) + A(t)y(t; v) = g(t) + (Bv)(t), t ∈ S,

ϕ(t)
d

dt
y(t;u) + A(t)y(t;u) = g(t) + (Bu)(t), t ∈ S

випливає рiвнiсть

d

dt
(y(t; v)− y(t;u)) + [ϕ(t)]−1A(t)(y(t; v)− y(t, u)) = [ϕ(t)]−1(B(v − u))(t), t ∈ S. (44)

З (43), (44) легко здобудемо

(p(T ;u), y(T ; v)− y(T ;u)) = (p(τ ;u), y(τ ; v)− y(τ ;u))+

+

∫ T

τ

(
p(t;u), (B(v − u))(t)

)
[ϕ(t)]−1dt. (45)
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Покажемо, що в (45) можна перейти до границi при τ → 0. На пiдставi (23) i (39):

|(p(τ ;u), y(τ ; v)− y(τ ;u))| ≤ |p(τ ;u)| · |y(τ ; v)− y(τ ;u)| ≤
≤ |p(T ;u)|eω

∫ τ
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds(|y(τ ; v)|+ |y(τ ;u)|) = |p(T ;u)|γ(τ), (46)

де γ(t), t ∈ S, — функцiя така, що γ(t)→ 0 при t→ 0.
Легко бачити, що∫ T

τ

|(p(t;u), (B(v − u))(t))|[ϕ(t)]−1dt ≤
∫ T

τ

‖(p(t;u)‖ · ‖(B(v − u))(t)‖∗[ϕ(t)]−1dt =

=

∫ T

τ

[α(t)]1/2e−ω
∫ τ
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds‖p(t;u)‖[ϕ(t)]−1/2× (47)

×[α(t)]−1/2eω
∫ τ
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds‖(B(v − u))(t)‖∗[ϕ(t)]−1/2dt.

На пiдставi (40) i того, що B(v − u) ∈ L2
ϕ,ω,1/α(S;V ′), можна зробити висновок про

iнтегровнiсть на S пiдiнтегральної функцiї в iнтегралi правої частини нерiвностi (47).
Врахувавши це, а також (46), перейдемо в (45) до границi при τ → 0 :

(p(T ;u), y(T ; v)− y(T ;u)) =

∫
S

(p(t;u), (B(v − u))(t))[ϕ(t)]−1dt. (48)

Покладемо p̂(t;u):=p(t;u)e−2ω
∫ t
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds, t ∈ S. На пiдставi (40) можемо зробити
висновок, що p̂(u) ∈ Lϕ,ω,α(S;V ). Очевидно, що правильною є рiвнiсть∫

S

(p(t;u), (B(v − u))(t))[ϕ(t)]−1dt =

∫
S

e2ω
∫ t
0 α(s)ds((B(v − u))(t), p̂(t;u))[ϕ(t)]−1dt. (49)

Нехай виконується умова (5). Покладемо
Vϕ,ω:=L2

ϕ,ω,α(S;V ), Hϕ,ω:=L2
ϕ,ω,1(S;H), V′ϕ,ω:=L2

ϕ,ω,1/α(S;V ′).

Як було сказано ранiше, простори Vϕ,ω,Hϕ,ω,V′ϕ,ω є гiльбертовими. Зауважимо, що в
припущеннi (5) правильним є ланцюжок неперервних i щiльних включень

Vϕ,ω ⊂ Hϕ,ω ⊂ V′ϕ,ω. (50)

Ототожнимо спряжений до Hϕ,ω простiр з ним самим. Тодi спряжений до Vϕ,ω про-
стiр ототожнюється з V′ϕ,ω i дiя елемента f ∈ V′ϕ,ω на елемент v ∈ Vϕ,ω визначається
так

((f, v)) =

∫
S

e2ω
∫ t
T α(s)[ϕ(s)]

−1ds(f(t), v(t))[ϕ(t)]−1dt. (51)

На пiдставi (51) бачимо, що (49) можна записати у виглядi∫
S

(p(t;u), (B(v − u))(t))[ϕ(t)]−1dt = ((p̂(u), B(v − u))) = 〈B∗p̂(u), v − u〉U . (52)

Тому, з (38), (48), (52) випливає, що спiввiдношення (35) рiвносильне до нерiвностi

(Λ−1U B∗p̂(u) +Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂, (53)

де ΛU : U → U ′ канонiчний iзоморфiзм Рiса.
Отже, ми довели таке твердження.
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Теорема 3. Нехай виконуються припущення теореми 2 i умови F та (5). Тодi розв’язок
задачi (26) (оптимальне керування) характеризується спiввiдношеннями

ϕ(t)
dy(t;u)

dt
+ A(t)y(t;u) = g(t) + (Bu)(t), t ∈ S,

t 7→ y(t;u) ∈ L2
ϕ,ω,α(S;V ),

−ϕ(t)
dp(t;u)

dt
+ A∗(t)p(t;u) = 0, t ∈ S,

p(T ;u) = D∗(Dy(T ;u)− z0),

t 7→ p̂(t;u):=p(t;u) exp

{
−2ω

∫ t

T

α(s)[ϕ(s)]−1ds

}
∈ L2

ϕ,ω,α(S;V ),

(Λ−1U B∗p̂(u) +Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂.
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