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The Neumann spectral problem for an elliptic operator of the second order with singularly

perturbed coefficients is considered. The asymptotic behavior of eigenvalues and eigenfunctions
is studied. The problem describes the eigenmodes of a composite material with a finite number
of heavy and soft inclusions. The number-by-number convergence of the eigenvalues and the
corresponding eigenspaces is established. The limit eigenvalue problem involves a non-local
boundary condition which arises from the non trivial coupling of the inclusions.
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Рассмотрена спектральная задача Неймана для эллиптического оператора второго
порядка с сингулярно возмущенными коэффициентами. Задача моделирует собственные
колебания композитного материала с конечным числом мягких и одновременно тяжелых
включений произвольной формы. Изучено асимптотическое поведение собственных зна-
чений и собственных функций задачи. Найдены главные члены асимптотики собственных
элементов с учетом их кратности. Предельная спектральная задача содержит нелокальное
краевое условие, описывающие нетривиальное взаимодействия включений.

1. Вступ. Сучаснi технологiї, що використовують новi види матерiалiв, зокрема ком-
позити, сприяли активному розвитку математичної теорiї сильно неоднорiдних середо-
вищ. Огляд досягнень теорiї усереднення та асимптотичних методiв з достатньо повною
бiблiографiєю можна знайти в монографiях [1]–[5].

Основнi математичнi моделi цiєї теорiї — це крайовi задачi для диференцiальних
рiвнянь iз сингулярною залежнiстю їхнiх коефiцiєнтiв вiд параметрiв. Так, власнi ко-
ливання композитних середовищ моделюють крайовими задачами для елiптичних ди-
ференцiальних операторiв, в яких коефiцiєнти при старших похiдних вiдповiдають за
жорсткiсть матерiалу, а коефiцiєнт при спектральному параметрi — за розподiл маси
середовища. В залежностi вiд типу композитного матерiалу деякi з цих коефiцiєнтiв,
чи всi одночасно, можуть сингулярно залежати вiд малого параметра.

Рiзноманiтнi моделi коливних систем з локально збуреними розподiлами маси вивча-
ли в [6]–[14], див. також огляд результатiв в [15]. Зокрема, моделi середовищ складної
геометрiї з одночасним збурення як густини маси, так i жорсткостi розглянуто в [9, 10].
Властивостi механiчних систем з масами, якi концентруються в околi одновимiрних
многовидiв, описанi в [12, 13]. В [14] розглянуто випадок великої кiлькостi тонких важ-
ких включень, в припущенi, що включення здiйснюють лише жорсткi перемiщення.
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У працi [16] вивченi власнi коливання композитного середовища, яке мiстить скiнченну
кiлькiсть надмiцних легких включень. Деякi одновимiрнi моделi контрастних структур,
якi ми вивчаємо були розглянутi в [17, 18]. Моделi середовищ вивчених в [16]–[17] ма-
ли одночасне збурення як густини маси, так i жорсткостi. Припускалося, що композит
утворений з матерiалiв, коли жорсткiший матерiал має меншу щiльнiсть маси.

У працi вивчена модель композитного середовища, яке мiстить скiнченну кiлькiсть
м’яких важких включень довiльної форми. Вiдношення коефiцiєнтiв жорсткостi основ-
ного тiла та включень є порядку ε−1 при ε→ 0, а вiдношення густин маси — порядку εκ,
де κ > 0. Дослiджено асимптотичну поведiнку власних значень та власних функцiй
вiдповiдної спектральної задачi Неймана. Основним результатом статтi є теореми збi-
жностi спектра та власних пiдпросторiв, коли параметр ε прямує до нуля. Спектральна
задача, яка виникає в границi, поставлена на включеннях i мiстить iнтегральну кра-
йову умову. Така нелокальна умова описує нетривiальну взаємодiю усiх включень, яка
не зникає навiть пiсля переходi до границi. Причиною такої взаємодiї є крайовi умо-
ви Неймана, у випадку умов Дiрiхле така взаємодiя не спостерiгається. Зауважимо,
що аналогiчний ефект описаний С. О. Назаровим ([8]) для коливних систем з великою
кiлькiстю концентрованих мас.

Доведення теорем збiжностi власних значень та власних функцiй опирається на
факт рiвномiрної резольвентної збiжностi деякої сiм’ї самоспряжених операторiв. Опе-
ратори, що вiдповiдають збуренiй та граничнiй задачам, спершу дiють в рiзних фун-
кцiональних просторах, що унеможливлює їх порiвняння в однiй iз операторних топо-
логiй. Проте збуренiй задачi можна поставити у вiдповiднiсть деяку нелiнiйну в’язку
операторiв, що визначена в тому ж просторi, що i граничний оператор. Для побудови
в’язки використанi оператори Дiрiхле-Неймана ([20], див. також [2, роздiл IV.6]). Такий
прийом, зокрема, застосовували в [21].

2. Формулювання задачi. Нехай Ω — обмежена область в Rd, d > 2, а ω — її строго
внутрiшня пiдмножина, яка може мати скiнченну кiлькiсть компонент зв’язностi, кожна
з яких є областю. Введемо позначення Ω0 = Ω \ ω та ∂Ω0 = ∂Ω

⋃
∂ω, де межi ∂Ω та ∂ω

є гладкими. Для кожного ε ∈ (0, 1) введемо функцiї

aε(x) =

{
εa(x), коли x ∈ ω,
α(x), коли x ∈ Ω0,

rε(x) =

{
r(x), коли x ∈ ω,
εκρ(x), коли x ∈ Ω0,

де a, α, r та ρ — неперервнi та додатнi на замиканнi своїх областей визначення, а κ —
додатне число.

Розглянемо задачу на власнi значення

−div(aε∇uε) = λεrεu
ε в Ω, ∂νuε = 0 на ∂Ω, (1)

де ∂ν — похiдна вздовж векторного поля нормалей на ∂Ω. На поверхнi ∂ω контакту
двох середовищ вiд власної функцiї uε вимагатимемо виконання умов спряження[

uε
]
∂ω

= 0,
[
aε ∂νu

ε
]
∂ω

= 0, (2)

де
[
·
]
∂ω

— стрибок функцiї при переходi через поверхню ∂ω. Вважатимемо, що векторне
поле нормалей на ∂ω зорiєнтоване в бiк ω.

При кожному ε ∈ (0, 1) задача (1), (2) є стандартною спектральною задачею з
дискретним невiд’ємним спектром. Крiм того, λε0 = 0 є власним значенням iз сталою
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власною функцiєю. Надалi вивчатимемо поведiнку при ε→ 0 вiдмiнних вiд нуля влас-
них значень λε та вiдповiдних власних функцiї uε. Перенумеруємо власнi значення за-
дачi з врахуванням кратностi

0 = λε0 < λε1 6 · · · 6 λεn 6 · · · → ∞, n→∞.
Власнi функцiї {uεn}∞n=0 можна вибрати так, що вони утворюватимуть ортонормовану
базу у ваговому просторi L2(rε,Ω) зi скалярним добутком

(u, v)ε =

∫
Ω

rεuv dx =

∫
ω

ruv dx+ εκ
∫

Ω0

ρuv dx

та нормою ‖u‖ε = (u, u)
1/2
ε . Введемо також квадратичну форму

bε[u] = ε

∫
ω

a|∇u|2 dx+

∫
Ω0

α|∇u|2 dx, u ∈ H1(Ω).

Лема 1. Власнi значення λεn є неперервними функцiями змiнної ε ∈ (0, 1). Кожне власне
значення задовольняє оцiнку λεn 6 cnε, де сталi cn не залежать вiд ε.

Доведення. Справдi, з варiацiйного принципу Куранта маємо

λεn−1 = inf
En

sup
u∈En\{0}

bε[u]

‖u‖2
ε

,

де iнфiмум беруть за всiма n-вимiрними пiдпросторами En в H1(Ω). Неперервнiсть
власних значень в кожнiй точцi iнтервала (0, 1) випливає з неперервностi на кожному
вiдрiзку [ε1, ε2] ⊂ (0, 1) квадратичних форм bε[u] i ‖u‖2

ε стосовно ε, яка є рiвномiрною
на кожнiй обмеженiй множинi з H1(Ω).

Далi, розглянемо допомiжну спектральну задачу
−div(a∇v) = ηrv в ω, v = 0 на ∂ω.

Нехай η1, . . . , ηn — першi n власних значень цiєї задачi, а v1, . . . , vn — вiдповiднi орто-
нормованi власнi функцiї. Через Pn ⊂ H1(Ω) позначимо лiнiйну оболонку цих функцiй,
продовжених нулем на всю область Ω. Тодi

λεn−1 6 sup
u∈Pn\{0}

∫
Ω
aε|∇u|2 dx∫

Ω
ρε|u|2 dx

= ε sup
u∈Pn\{0}

∫
ω
a|∇u|2 dx∫
ω
r|u|2 dx

= εηn,

що завершує доведення.

2.1. Гранична задача. Побудуємо формальну асимптотику власних значень та вла-
сних функцiй. Розвинення власного значення виберемо таким λε ∼ εµ+ o(ε), а власної
функцiї — uε ∼ u + o(ε) в ω та uε ∼ v + εv1 + o(ε) в Ω0. Пiдставивши цi асимптотичнi
розвинення у (1) та (2), отримаємо рiвностi

div(α∇v) = 0 в Ω0, ∂νv = 0 на ∂Ω0; (3)
div(α∇v1) = 0 в Ω0, α ∂νv1 = a ∂νu на ∂ω, ∂νv = 0 на ∂Ω, (4)

−div(a∇u) = µru в ω, u = v на ∂ω. (5)

Розв’язком задачi Неймана (3) є довiльна стала функцiя на Ω0, тобто задача має
нульове власне значення. Тодi згiдно з альтернативою Фредгольма розв’язок v1 неодно-
рiдної задачi (4) iснуватиме лише при виконаннi умови∫

∂ω

a ∂νu ds = 0, (6)
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де ds — елемент поверхнi. З рiвностей (5) отримаємо спектральну задачу

−div(a∇u) = µru в ω, u — стала на ∂ω,
∫
∂ω

a ∂νu ds = 0. (7)

Таку задачу надалi називатимемо граничною. Нехай ω має K компонент зв’язностi
ω1, . . . , ωK . Пiд записом “u — стала на ∂ω” тут i надалi розумiтимемо, що звужен-
ня u на поверхню ∂ωk дорiвнює деякiй сталi ck, i всi цi сталi рiвнi. Зауважимо також,
що значення u на межi ∂ω в задачi (7) невiдоме.

Формальнi мiркування, проведенi вище, дозволяють припустити, що власнi значення
задачi (1), (2) матимуть асимптотику λεn = εµn+o(ε) при ε→ 0, де µn — власне значення
задачi (7), а власнi функцiї uεn збiгатимуться до власних функцiй задачi (7), якi за
неперервнiстю продовженi сталою в область Ω0. Строге обґрунтування цього факту
буде наведене в наступних роздiлах.

3. Операторне формулювання збуреної та граничної задач. Через Hs(Ω) тут
i надалi позначатимемо простори С. Л. Соболєва. Задачi (1), (2) в просторi L2(rε,Ω)

вiдповiдає самоспряжений оператор Aε = − 1
rεdiv(aε∇ ·) з областю визначення

D(Aε) =
{
u ∈ H2(Ω \ ∂ω) : ∂νu = 0 на ∂Ω, [u]∂ω = 0, [aε ∂νu]∂ω = 0

}
.

Граничнiй ж задачi (7) вiдповiдає оператор T = −1
rdiv(a∇·) в L2(r, ω) з областю

визначення
D(T ) =

{
v ∈ H2(ω) : v — стала на ∂ω,

∫
∂ω

a ∂νv ds = 0
}
.

Лема 2. Спектр граничної задачi (7) є дiйсним i дискретним. Всi власнi значення є
невiд’ємними i мають скiнченну кратнiсть.

Доведення. Покажемо, що оператор T невiд’ємний, самоспряжений iз компактною ре-
зольвентою. Побудуємо спряжений оператор T ∗. Для довiльних u ∈ D(T ) i v ∈ H2(ω)
iнтегрування частинами дає

(Tu, v)L2(r,ω) = −
∫
ω

div(a∇u) v dx = −
∫
ω

u div(a∇v) dx+

+

∫
∂ω

a ∂νu v ds−
∫
∂ω

au ∂νv ds. (8)

Тому дiя операторiв T i T ∗ є однаковою. Позаяк
∫
∂ω
a ∂νu ds = 0 для всiх u ∈ D(T ), то

перший поверхневий iнтеграл в (8) дорiвнюватиме нулю, коли функцiя v є сталою на
кожнiй з меж ∂ωk, i цi сталi рiвнi. Iнший поверхневий iнтеграл дорiвнюватиме нулю для
всiх u ∈ D(T ) лише тодi, коли

∫
∂ω
a ∂νv ds рiвний нулю, бо u — стала на ∂ω. Неважко

зауважити, що накладенi на v умови є необхiдними i достатнiми для того, щоб обидва
поверхневi iнтеграли були одночасно рiвнi нулю для всiх u ∈ D(T ). Отже,D(T ∗) = D(T ),
а оператор T — самоспряжений.

Крiм того, оператор T є невiд’ємним, позаяк

(Tu, u)L2(r,ω) =

∫
ω

a|∇u|2 dx > 0

для усiх u ∈ D(T ). Доведення компактностi резольвенти оператора T є стандартним i
випливає з компактностi вкладення просторiв H2(ω) ⊂ L2(ω).
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Нашою метою є встановлення близькостi спектрiв операторiв Aε та T . Ця близькiсть
випливала б зi збiжностi резольвент операторiв Aε до резольвенти оператора T . Проте
цi оператори визначенi в рiзних просторах. Щоб побудувати оператори, якi дiють в
одному функцiональному просторi, зведемо задачу (1), (2) до еквiвалентної задачi на
множинi ω. Поставимо у вiдповiднiсть задачi (1), (2) iнший оператор, а точнiше сiм’ю
операторiв, що дiятимуть в просторi L2(r, ω). Для ϕ ∈ H3/2(∂ω) розглянемо крайову
задачу

−div(α∇v) = θρv в Ω0, v = ϕ на ∂ω, ∂νv = 0 на ∂Ω. (9)

Якщо число θ не є власним значенням вiдповiдної однорiдної задачi, то (9) має єдиний
розв’язок v ∈ H2(Ω0), а також коректно визначена нормальна похiдна ∂νv ∈ H1/2(∂ω).
Введемо оператор Дiрiхле-Неймана Λ(θ) : H3/2(∂ω) → H1/2(∂ω), який дiє за правилом
Λ(θ)ϕ = α ∂νv. Таке вiдображення допускає неперервне продовження Λ(θ) : H1/2(∂ω)→
H−1/2(∂ω), яке при дiйсних θ є самоспряженим оператором ([19]). Крiм того, якщо
вiдрiзок [θ1, θ2] ⊂ R не мiстить власних значень однорiдної задачi, то

‖Λ(θ)− Λ(θ′)‖ 6 c|θ − θ′|, (10)

для всiх θ, θ′ ∈ [θ1, θ2], де стала c залежить лише вiд θ1, θ2.
Зробимо в рiвняннi (1) замiну спектрального параметра λε = εµε. Звуження фун-

кцiї uε на Ω0 є розв’язком задачi
−div(α∇v) = εκ+1µερv в Ω0, v = uε на ∂ω, ∂νv = 0 на ∂Ω.

Скориставшись оператором Λ(θ), другу з умов спряження (2) перепишемо так
Λ(εκ+1µε)uε = εa ∂νu

ε. Тому µε i звуження uε на ω є власним значенням та власною
функцiєю задачi

−div(a∇u) = µru в ω, (Λ(εκ+1µ)− εa ∂ν)u = 0 на ∂ω (11)

з нелiнiйною залежнiстю вiд µ.
У просторi L2(r, ω) введемо сiм’ю операторiв Tε(µ) = −1

r
div(a∇ ·) з областю визна-

чення
D(Tε(µ)) =

{
v ∈ H2(ω) : (Λ(εκ+1µ)− εa∂ν)v = 0 на ∂ω

}
.

Нехай Σ = {(ε, µ) ∈ (0, 1) × R : εκ+1µ < η1}, де η1 — найменше власне значення вiд-
повiдної однорiдної задачi (9). Для (ε, µ) ∈ Σ оператори Tε(µ) коректно визначенi, а
задачу (11) можна записати у виглядi (Tε(µ)− µ)u = 0.

Отже, задачi (11) ми поставили у вiдповiднiсть нелiнiйну операторну в’язку Tε(µ)−µ.
Власними значеннями цiєї в’язки є точки µ, в яких оператор Tε(µ)− µ не має обмеже-
ного оберненого. Тому число µ називатимемо власним значенням задачi (11), якщо
µ ∈ σ(Tε(µ)). Зауважимо, що нуль є власним значенням оператора Tε(0) для всiх ε > 0.

Лема 3. Для кожної пари (ε, µ) ∈ Σ оператор Tε(µ) є самоспряженим, а його резоль-
вента є компактною.

Доведення. Для всiх u ∈ D(Tε(µ)) та v ∈ H2(ω) маємо

(Tε(µ)u, v)L2(r,ω) =

∫
ω

div(a∇u) v dx =

∫
ω

u div(a∇v) dx+

∫
∂ω

a∂νu v ds−
∫
∂ω

au∂νv ds.

Iз самоспряженостi оператора Λ(θ), отримаємо∫
∂ω

a∂νu v ds−
∫
∂ω

au∂νv ds =
1

ε

∫
∂ω

Λ(εκ+1µ)uv ds−
∫
∂ω

au∂νv ds =
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=
1

ε

∫
∂ω

u (Λ(εκ+1µ)− εa∂ν)v ds.

Отже, максимальний клас функцiй v, для яких виконується тотожнiсть
(Tε(µ)u, v)L2(r,ω) = (u, T ∗ε (µ)v)L2(r,ω),

збiгається з D(Tε(µ)), тобто T ∗ε (µ) = Tε(µ). Залишилося зауважити, що область визна-
чення D(Tε(µ)) з нормою графiка компактно вкладається в L2(r, ω), звiдки випливає
компактнiсть резольвенти оператора Tε(µ).

Взагалi кажучи, спектри задачi (1), (2) та (11) не збiгаються. В наступнiй лемi ми
конкретизуємо, в якому сенсi розумiтимемо еквiвалентнiсть цих задач.

Лема 4. Нехай λεn — власнi значення задачi (1), (2) з власними функцiями uεn. Для
кожного натурального N i достатньо малих ε числа

ε−1λε1, . . . , ε
−1λεN (12)

є власними значеннями задачi (11) з власними функцiями uε1|ω, . . . , uεN |ω вiдповiдно.
Крiм того, на iнтервалi (0, ε−1λεN ] задача (11) не має iнших власних значень.

Доведення. Нехай µεn = ε−1λεn. З леми (1) випливає, що при малих ε величини
εκ+1µε1, · · · , εκ+1µεN будуть меншими за η1. Тому оператори Λ(εκ+1µεn) визначенi для всiх
n 6 N i кожне з чисел µεn є власним значенням задачi (11), а вiдповiднi власнi функцiї
є звуженням власних функцiй збуреної задачi на пiдмножину ω.

Нехай тепер µε — власне значення задачi (11) з iнтервалу (0, µεN ], а vε — вiдповiдна
власна функцiя. Функцiю vε можна продовжити на всю область Ω розв’язком задачi

−div(α∇wε) = εκ+1µερwε в Ω0, w
ε = vε на ∂ω, ∂νwε = 0 на ∂Ω.

Покладемо uε = wε в Ω0 та uε = vε в ω. Тодi εµε є власним значенням задачi (1), (2) з
власною функцiєю uε, бо на межi ∂ω окрiм рiвностi wε = vε виконується також умова
Λ(εκ+1µε)vε = εa ∂νv

ε. Отже, µε є одним з чисел (12).

4. Рiвномiрна резольвентна збiжнiсть сiм’ї операторiв Tε(µ). Центральним мi-
сцем при обґрунтуваннi асимптотики спектра та власних пiдпросторiв задачi (1), (2)
буде рiвномiрна резольвентна збiжнiсть сiм’ї операторiв Tε(µ) до оператора T при ε→ 0.

Спершу доведемо деякi допомiжнi твердження. Для довiльної функцiї f ∈ L2(ω)
розглянемо резольвентнi рiвняння

(Tε(µ
ε)− ζ)vε = f, (T − ζ)v = f,

де ζ ∈ C\R, а µε є обмеженою послiдовнiстю додатних чисел. Функцiї vε та v є розв’яз-
ками крайових задач {

div(a∇vε) + ζrvε = −rf в ω,
(Λ(εκ+1µε)− εa ∂ν)vε = 0 на ∂ω;

(13){
div(a∇v) + ζrv = −rf в ω,
v — стала на ∂ω,

∫
∂ω
a∂νv ds = 0.

(14)
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Обидва розв’язки vε та v належать простору H2(ω). Дослiдимо граничну поведiнку
послiдовностi vε при ε→ 0 в просторах Соболєва. Розв’язок задачi (13), скориставшись
оператором Λ(θ), продовжимо на усю область Ω розв’язком крайової задачi

div(a∇vε) + ζrvε = −rf в ω, (15)
div(α∇vε) = −εκ+1µερvε в Ω0, (16)

∂νvε = 0 на ∂Ω, [vε]∂ω = 0, [aε ∂νvε]∂ω = 0, (17)

зберiгши для продовження теж саме позначення.
Нехай 〈u〉Ω0 = |Ω0|−1

∫
Ω0
u dx — середнє значення функцiї u в областi Ω0.

Лема 5. Нехай f ∈ L2(ω), а vε є розв’язком задачi (13). Тодi виконуються оцiнки

‖vε‖H1(ω) 6 C2‖f‖L2(ω), (18)
‖vε − 〈vε〉Ω0‖H1/2(∂ω) 6 C1

√
ε ‖f‖L2(ω), (19)

де сталi C1 та C2 не залежать вiд ε та f .

Доведення. Домножимо рiвняння (15) на −vε, рiвняння (16) на vε, i проiнтегруємо ча-
стинами ∫

ω

a |∇vε|2 dx+

∫
∂ω

a ∂νvε ds− ζ

∫
ω

r |vε|2 dx =

∫
ω

rfvε dx,∫
Ω0

α |∇vε|2 dx−
∫
∂ω

α ∂νvε ds = εκ+1µε
∫

Ω0

ρ |vε|2 dx.

Домноживши першу рiвнiсть на ε, додамо її до другої. Тодi, врахувавши умову
[aε ∂νvε]∂ω = 0, отримаємо∫

Ω0

α|∇vε|2dx+ ε

∫
ω

a|∇vε|2dx− ε ζ
∫
ω

r|vε|2dx = εκ+1µε
∫

Ω0

ρ|vε|2dx+ ε

∫
ω

rfvεdx.

Уявна частина цiєї рiвностi, подiлена на ε, має вигляд Im ζ
∫
ω
r |vε|2 dx = −Im

∫
ω
rfvε dx.

Звiдси отримаємо оцiнку

|Im ζ|
∫
ω

r |vε|2 dx 6 r∗
∫
ω

|f | |vε| dx 6 r∗ ‖f‖L2(ω)‖vε‖L2(ω),

де r∗ = supω r. Тому ‖vε‖L2(ω) 6 c0 ‖f‖L2(ω). В областi Ω0 для vε, як розв’язку задачi (9)
з ϕ = vε|∂ω та θ = εκ+1µε, виконується оцiнка ‖vε‖H1(Ω0) 6 c ‖vε‖L2(∂ω), де слiд функцiї vε
на межi ∂ω взято зi сторони множини ω. Звiдси одержуємо

‖vε‖H1(Ω0) 6 c1 ‖vε‖L2(ω) 6 c2 ‖f‖L2(ω). (20)

З попереднiх оцiнок випливає∫
Ω0

α |∇vε|2 dx+ ε

∫
ω

a |∇vε|2 dx− εRe ζ
∫
ω

r |vε|2 dx 6 εκ+1µερ∗
∫

Ω0

|vε|2 dx+

+εr∗
∫
ω

|f | |vε| dx 6 c2
3 ε ‖f‖2

L2(ω) 6 ε(εκµερ∗c2
2 + r∗c0) ‖f‖2

L2(ω) 6 c2
3 ε ‖f‖2

L2(ω),

де ρ∗ = supΩ0
ρ. Без втрати загальностi вважаємо, що Re ζ < 0. Тодi з останньої нерiв-

ностi отримаємо

‖∇vε‖L2(Ω0) 6 c3

√
ε ‖f‖L2(ω), ‖vε‖H1(ω) 6 c4 ‖f‖L2(ω), (21)
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де сталi c3 та c4 не залежить вiд ε та f . Виконується i така оцiнка

‖vε‖H1(Ω) 6 c5 ‖f‖L2(ω). (22)

З нерiвностi Пуанкаре та оцiнки (21) отримаємо
‖vε − 〈vε〉Ω0‖L2(Ω0) 6 c6‖∇vε‖L2(Ω0) 6 c7

√
ε ‖f‖L2(ω).

Отже, ‖vε − 〈vε〉Ω0‖H1(Ω0) 6 c8

√
ε ‖f‖L2(ω), а нерiвнiсть (19) є наслiдком неперервностi

оператора слiду γ : H1(Ω0)→ H1/2(∂ω).

Нехай ω0 — деяка область в Rd, а P — елiптичний диференцiальний оператор другого
порядку з неперервними i обмеженими коефiцiєнтами в ω0. Введемо простiр

H1
P (ω0) =

{
u ∈ H1(ω0) : Pu ∈ H−1

0 (ω0)
}
,

оснащений нормою графiка ‖u‖H1
P (ω0) = ‖u‖H1(ω0) + ‖Pu‖H−1

0 (ω0), де H
−1
0 (ω0) — спряже-

ний простiр до H1(ω0) стосовно скалярного добутку в L2(ω0). Через 〈h, ψ〉∂ω0 познача-
тимемо дiю функцiонала h ∈ H−1/2(∂ω0) на функцiях ψ ∈ H1/2(∂ω0). Введемо також
неперервний оператор продовження Z : H1/2(∂ω0) → H1(ω0), тобто правий обернений
до оператора слiду γ : H1(ω0)→ H1/2(∂ω0).

Адаптуємо до наших потреб лему 5.1.1 з [22, с.197] про узагальнену формулу Ґрiна.
Надалi P = −div(a∇·)− ζ r.

Твердження 1. Для кожного u ∈ H1
P (ω0) вiдображення

H1/2(∂ω0) 3 ψ 7→ 〈τu, ψ〉∂ω0 =

∫
ω0

a∇u∇Zψ dx− ζ
∫
ω0

ruZψ dx−
∫
ω0

rfZψ dx

задає лiнiйний неперервний функцiонал τu наH1/2(∂ω0) такий, що τu = a∂νu|∂ω0 для u ∈
H2(ω0). Крiм того, вiдображення τ : H1

P (ω0)→ H−1/2(∂ω0) є неперервним i не залежить
вiд вибору оператора Z.

Лема 6. Нехай f ∈ L2(ω), а vε є розв’язком задачi (13). Iснують незалежнi вiд ε та f
сталi C3 та C4 такi, що для всiх k ∈ {1, . . . , K}

‖a∂νvε‖H−1/2(∂ωk) 6 C3 ‖f‖L2(ω), (23)∣∣∣ ∫
∂ω

Λ(εκ+1µε)vε ds
∣∣∣ 6 C4ε

κ+1 ‖f‖L2(ω). (24)

Доведення. Розв’язок vε задачi (13) як елемент H2(ω) належить простору H1
P (ωk) i

τkvε = a∂νvε|∂ωk
. З неперервностi вкладення L2(ωk) ⊂ H−1

0 (ωk) та леми 5 матимемо

‖vε‖H1
P (ωk) = ‖vε‖H1(ωk) + ‖f‖H−1

0 (ωk) 6 C ‖f‖L2(ω),

де сталi ck не залежить вiд ε та f . Згiдно з твердженням 1 для всiх k ∈ {1, . . . , K} отри-
маємо ‖a∂νvε‖H−1/2(∂ωk) = ‖τkvε‖H−1/2(∂ωk) 6 ‖τk‖ ‖vε‖H1

P (ωk) 6 C3 ‖f‖L2(ω). Проiнтегруємо
частинами рiвняння (16)

∫
∂ω

Λ(εκ+1µε)vε ds = −εκ+1µε
∫

Ω0
ρ vε dx. Звiдси випливає оцiнка∣∣∣∣∫

∂ω

Λ(εκ+1µε)vε ds

∣∣∣∣ 6 cεκ+1µε ‖vε‖L2(Ω0) 6 cµεεκ+1 ‖vε‖L2(Ω) 6 C4ε
κ+1 ‖f‖L2(ω),

що завершує доведення.
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Доведення основних результатiв про асимптотичну поведiнку спектра та власних
пiдпросторiв збуреної задачi (1) ґрунтуються на такiй теоремi.

Теорема 1. Для кожної обмеженої послiдовностi додатних чисел {µε}ε∈(0,1) сiм’я опе-
раторiв Tε(µε) збiгається при ε → 0 до оператора T в сенсi рiвномiрної резольвентної
збiжностi.

Доведення. Рiзниця wε = vε − v розв’язкiв задач (13) та (14) задовольняє рiвняння
div(a∇wε) + ζrwε = 0 в ω. Доведемо, що норма функцiї wε в просторi L2(r, ω) є не-
скiнченно малою величиною рiвномiрно стосовно f при ε → 0. Домножимо останнє
рiвняння на −wε i проiнтегруємо частинами∫

ω

(
a|∇wε|2 − ζr|wε|2

)
dx = −

∫
∂ω

a∂νwεwε ds = −
∫
∂ω

a∂νv v ds+

+ε−1

∫
∂ω

Λ(εκ+1µε)vε v ds+

∫
∂ω

a∂νv vε ds− ε−1

∫
∂ω

Λ(εκ+1µε)vε vε ds. (25)

Оцiнимо поверхневi iнтеграли в (25). З крайових умов задачi (14) випливає, що∫
∂ω
a∂νv v ds = 0, а розв’язок цiєї задачi справджує нерiвнiсть

‖v‖H2(ω) 6 c1‖f‖L2(ω). (26)

Позаяк функцiя v дорiвнює деякiй сталi Cv на межi ∂ω, то з попередньої нерiвностi
випливає оцiнка

∣∣Cv∣∣ 6 c2‖f‖L2(ω). Звiдси для другого поверхневого iнтеграла в (25),
врахувавши (24), одержимо∣∣∣ ∫

∂ω

Λ(εκ+1µε)vε v ds
∣∣∣ 6 c3ε

κ+1 ‖f‖2
L2(Ω0). (27)

З леми 5 та нерiвностi (26) матимемо

∣∣∣ ∫
∂ω

a∂νv vε ds
∣∣∣ =

∣∣∣ K∑
k=1

∫
∂ωk

a∂νv
(
vε − 〈vε〉Ω0

)
ds
∣∣∣ 6

6
K∑
k=1

‖a∂νv‖H−1/2(∂ωk)‖vε − 〈vε〉Ω0‖H1/2(∂ω) 6 c4

√
ε ‖f‖2

L2(ω). (28)

З нерiвностi (20) маємо оцiнку |〈vε〉Ω0| 6 c5‖f‖L2(ω). Звiдси та з лем 5, 6 отримаємо

ε−1
∣∣∣ ∫

∂ω

Λ(εκ+1µε)vε vε ds
∣∣∣ 6 ε−1

∣∣∣ ∫
∂ω

Λ(εκ+1µε)vε
(
vε − 〈vε〉Ω0

)
ds
∣∣∣+

+ε−1|〈vε〉Ω0 |
∣∣∣ ∫

∂ω

Λ(εκ+1µε)vε ds
∣∣∣ 6 K∑

k=1

‖a∂νvε‖H−1/2(∂ωk)‖vε − 〈vε〉Ω0‖H1/2(∂ω)+

+c6ε
κ ‖f‖2

L2(ω) 6 c7ε
γ ‖f‖2

L2(ω), (29)

де γ = min{1/2,κ}. Нагадаємо, що Λ(εκ+1µε)vε = εa∂νvε на межi ∂ω.
З оцiнок (27)–(29) для рiвностi (25) отримуємо∣∣∣ ∫

Ω0

(
a|∇wε|2 − ζ r|wε|2

)
dx
∣∣∣ 6 c8ε

γ ‖f‖2
L2(Ω0).
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Звiдси ‖wε‖L2(ω) = ‖vε − v‖L2(ω) 6 c9ε
γ/2 ‖f‖L2(ω), що є рiвносильним до нерiвностi∥∥∥(Tε(µ

ε)− ζ)−1 − (T − ζ)−1
∥∥∥ 6 c9ε

γ/2,

позаяк всi сталi ck у цьому доведеннi не залежали вiд ε та f . З останньої нерiвностi
випливає рiвномiрна збiжнiсть резольвент (Tε(µ

ε) − ζ)−1 → (T − ζ)−1 для всiх ζ з ре-
зольвентної множини оператора T ([23, теор. VIII.19]).

5. Збiжнiсть спектра та власних пiдпросторiв збуреної задачi. Нехай H — гiль-
бертiв простiр зi скалярним добутком (·, ·) та нормою ‖ · ‖, а A — самоспряжений опе-
ратор з дискретним спектром в H та областю визначення D(A).

Означення 1. Квазiмодою з нев’язкою δ оператора A будемо називати таку пару
(η, v) ∈ R×D(A), що ‖Av − ηv‖ 6 δ i ‖v‖ = 1.

Твердження 2 ([24], c.141). Якщо (µ, v) ∈ R × D(A) — квазiмода оператора A iз
нев’язкою δ, то для довiльного d > δ iснує пара (λ, u) така, що

|λ− µ| 6 δ, ‖u− v‖ 6 2d−1δ,

де λ — власне значення оператора A, а u — нормована лiнiйна комбiнацiя власних
функцiй цього оператора, для яких вiдповiднi власнi значення лежать в iнтервалi [µ−
d, µ+ d].

Означення 2. Нехай (η, v1), . . . , (η, vN) — квазiмоди оператора A. Говоритимемо, що
вони утворюють сiм’ю квазiмод з нев’язкою δ та вiдхиленням вiд ортогональностi τ ,
якщо ‖Avj − ηvj‖ 6 δ та |(vj, vk) − δjk| 6 τ для всiх j, k ∈ {1, . . . , N}, де δjk — символ
Кронекера.

Обґрунтування збiжностi власних значень збуреної задачi iз врахуванням їхньої кра-
тностi до власних значень задачi (7) базується на такому твердженнi.

Твердження 3 ([24], c.142). Нехай {(η, vj)}Nj=1 — сiм’я квазiмод оператора A з нев’яз-
кою δ та вiдхиленням вiд ортогональностi τ . Якщо δh−1 +τ < N−1 для деякого h > 0, то
на вiдрiзку [η−h, η+h] сумарна кратнiсть власних значень оператора A є не меншою N .

5.1. Збiжнiсть власних значень. Нехай {λεn}∞n=1 та {µn}∞n=1 — власнi значення задач
(1), (2) та (7) вiдповiдно, перерахованi iз врахуванням кратностi.

Лема 7. Для кожного n ∈ N границя послiдовностi µεn = ε−1λεn при ε → 0 є точкою
спектра оператора T .

Доведення. Послiдовнiсть µεn обмежена за лемою 1. Припустимо, що для деякого n

µ∗ = lim
ε→0

µεn < lim
ε→0

µεn = µ∗. (30)

Величина µεn як функцiя параметра ε є неперервною, а тому для кожного µ ∈ (µ∗, µ
∗)

iснує збiжна при ε′ → 0 до µ пiдпослiдовнiсть µε′n . Виберемо число h таким, щоб iнтер-
вал ∆h(µ) = (µ − h, µ + h) цiлком мiстився в (µ∗, µ

∗). За лемою 4 число µε′n є власним
значенням оператора Tε′(µε

′
n ), i при достатньо малих ε′ мiститься в околi ∆h(µ). Згiдно

з теоремою 1 оператори Tε′(µε
′
n ) збiгаються до T в сенсi рiвномiрної резольвентної збi-

жностi. Звiдси, в iнтервалi ∆h(µ) при малих ε′ лежить власне значення T ([23, теор.
VIII.23]). З довiльностi µ i h випливає, що спектр оператора T має бути скрiзь щiльний
в (µ∗, µ

∗), а тому [µ∗, µ
∗] ⊂ σ(T ). Позаяк спектр оператора T дискретний, то остан-

нє вкладення неможливе, якщо µ∗ < µ∗. Отже, наше припущення (30) неправильне, а
числа µ∗ i µ∗ рiвнi та збiгаються з одним iз власних значень оператора T .
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Лема 8. Якщо µ є власним значенням оператора T кратностi s, тобто µ = µn = µn+1 =
· · · = µn+s−1 та µn−1 < µ < µn+s для деякого n, то сумарна кратнiсть тих власних
значень λε задачi (1), (2), для яких вiдношення ε−1λε збiгаються до µ, не менша s.

Доведення. Виберемо h таким, щоб окiл ∆h(µ) не мiстив iнших точок спектра T окрiм µ.
Згiдно з теоремами 1 та [23, теор. VIII.23] для достатньо малих ε в ∆h(µ) лежать вла-
снi значення оператора Tε(µ) сумарної кратностi s. Позначимо їх µε1, . . . , µ

ε
s, а через

vε1, . . . , v
ε
s — вiдповiднi ортонормованi власнi функцiї, якi є розв’язками задач

−div(a∇vεk) = µεkrv
ε
k в ω, (Λ(εκ+1µ)− εa ∂ν)vεk = 0 на ∂ω.

Кожну з них продовжимо в область Ω до функцiї V ε
k ∈ D(Aε) розв’язком задачi

−div(a∇V ε
k ) = µεk rV

ε
k в ω, −div(α∇V ε

k ) = µ εκ+1ρV ε
k в Ω0, (31)

∂νV
ε
k = 0 на ∂Ω, [V ε

k ]∂ω = 0, [aε ∂νV
ε
k ]∂ω = 0. (32)

Позаяк власнi функцiї vεk нормованi в L2(r, ω), то для функцiй V ε
k виконується нерiвнiсть

c 6 ‖V ε
k ‖L2(Ω) 6 C (33)

зi сталими, незалежними вiд ε та k. Справдi, задачi (31)–(32) та (15)–(17) збiгаються,
якщо в рiвняннi (15) покласти f = (−ζ + µεk)V

ε
k . Тому, оцiнка знизу в (33) випливає

безпосередньо з умови нормування та нерiвностi (20). Далi, з нерiвностi (22) матимемо
рiвномiрну обмеженiсть V ε

k за параметром ε в H1(Ω), а отже i в просторi L2(Ω). Покла-
демо V̂ ε

k = ‖V ε
k ‖−1

ε V ε
k , де норма ‖ · ‖ε визначена в роздiлi 2. Покажемо, що пари (εµ, V̂ ε

k )
є квазiмодами оператора Aε.

Нехай µεk = µ + δεk для k ∈ {1, . . . , s}. Очевидно, що |δεk| < h. З (31) безпосереднiм
обчисленням отримуємо рiвнiсть (Aε − εµ)V̂ ε

k = f εk , де

f εk =

{
ε δεk ‖V ε

k ‖−1
ε vεk в ω,

0 в Ω0.

Звiдси ‖(Aε − εµ)V̂ ε
k ‖ε 6 ε|δεk| < εh для всiх k ∈ {1, . . . , s}. З ортогональностi власних

функцiй vεk в L2(r, ω) та (33), для j 6= k матимемо

|(V̂ ε
j , V̂

ε
k )ε| =

∣∣∣ 1

‖V ε
j ‖ε‖V ε

k ‖ε

(∫
ω

rvεjv
ε
kdx+ εκ

∫
Ω0

ρV ε
j V

ε
k dx

)∣∣∣ 6 εκ
∫

Ω0

ρ|V ε
j ||V ε

k |dx 6 c1ε
κ.

Отже, {(εµ, V̂ ε
k )}sk=1 — сiм’я квазiмод оператора Aε з нев’язкою δ = εh та вiдхилен-

ням вiд ортогональностi τ = c1ε
κ. Згiдно з твердженням 3 сумарна кратнiсть власних

значень оператора Aε в iнтервалi ∆h(µ) не менша s, як тiльки ε + c1ε
κ < s−1. Позаяк

iнтервал ∆h(µ) мiстить лише одну точку спектра T , то за попередньою лемою всi цi
власнi значення, подiленi на ε, збiгаються до µ.

Наступна теорема дає вичерпну вiдповiдь про зв’язок спектрiв операторiв Aε та T
при ε→ 0.

Теорема 2. Нехай {λεn}∞n=1 та {µn}∞n=1 — власнi значення задач (1), (2) та (7) вiдповiдно,
перерахованi iз врахуванням кратностi. Тодi для кожного натурального n вiдношення
ε−1λεn збiгається до µn при ε→ 0.

Доведення. З доведеного вище для кожного n ∈ N границя послiдовностi ε−1λεn при
ε → 0 є точкою спектра оператора T . Крiм того, якщо µ є власним значенням опера-
тора T кратностi s, то сумарна кратнiсть власних значень λε задачi (1), (2), для яких
вiдношення ε−1λε збiгаються до µ, не менша s.
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Покажемо, що до s-кратного власного значення оператора T збiгається рiвно s вiд-
ношень ε−1λεn. В доведеннi попередньої леми ми будували квазiмоди оператора Aε iз
власних функцiй оператора Tε(µ). Тепер чинитимемо навпаки — за допомогою власної
функцiї оператора Aε з власним значенням в околi εµ збудуємо майже-власну функцiю
для Tε(µ). Ця квазiмода буде майже-ортогональна до його власних функцiй vε1, . . . , vεs.
Тому розмiрнiсть спектрального проектора для Tε(µ), що вiдповiдає iнтервалу ∆h(µ),
буде не меншою нiж s + 1. Тодi, з огляду на рiвномiрну резольвентну збiжнiсть Tε(µ)
до T , кратнiсть власного значення µ граничного оператора теж була б бiльшою s, що
суперечить припущенню.

Нехай сiм’я квазiмод {(εµ, V̂ ε
k )}sk=1 апроксимує не весь спектр оператора Aε, що ло-

калiзується в околi εµ. Тобто iснує таке власне значення ενε оператора Aε з власною
функцiєю Wε, що νε → µ, а також (∀k ∈ {1, . . . , s}) :

(Wε, V̂
ε
k )ε → 0 (ε→ 0). (34)

Нехай wε = Wε|ω. Вважатимемо, що Wε нормована умовою ‖wε‖L2(r,ω) = 1. Функ-
цiя wε загалом не належить до D(Tε(µ)), тому побудуємо коректор. Розглянемо допо-
мiжну задачу

−div(a∇zε) = ζεrzε в ω, (Λ(εκ+1µ)− εa ∂ν)zε = ψε на ∂ω, (35)

де ψε =
(
Λ(εκ+1ζε) − Λ(εκ+1µ)

)
wε. Послiдовнiсть дiйсних чисел ζε вибираємо так, щоб

ζε → µ при ε→ 0, але dist{ζε, σ(Tε(µ))} > ε. Позаяк Wε ∈ H2(Ω \ ∂ω), то ψε ∈ H3/2(∂ω)
та iснує єдиний розв’язок zε ∈ H2(ω) задачi (35) для якого

‖zε‖H2(ω) 6
c1 ‖ψε‖H1/2(∂ω)

dist{ζε, σ(Tε(µ))}
6
c1

ε

∥∥(Λ(εκ+1ζε)− Λ(εκ+1µ)
)
wε
∥∥
H1/2(∂ω)

6

6
c1

ε

∥∥Λ(εκ+1ζε)− Λ(εκ+1µ)
∥∥ ‖wε‖H3/2(∂ω) 6 c1mε

κ|ζε − µ| 6 c2ε
κ.

За побудовою функцiї zε сума wε∗ = wε + zε належить областi визначення оператора
Tε(µ), а коректор zε є нескiнченно малим в L2-нормi. Далi,

(Tε(µ)− µ)wε∗ = −1

r
div(a∇wε)− µwε −

1

r
div(a∇zε)− µzε = (νε − µ)wε + (ζε − µ)zε,

тому величина δε∗ = ‖(Tε(µ)−µ)wε∗‖L2(r,ω) нескiнченно мала порядку |νε−µ|+|ζε−µ|εκ при
ε → 0. З (33) та (34) випливає, що (wε, v

ε
k)L2(r,ω) → 0 при ε → 0 для всiх k ∈ {1, . . . , s}.

З малостi zε випливає, що добутки (wε∗, v
ε
k)L2(r,ω) теж прямують до нуля. Отже, (µ, vε1),

. . . , (µ, vεs), (µ,wε∗) є сiм’єю квазiмод оператора Tε(µ) з нескiнченно малими нев’язкою
та вiдхиленням вiд ортогональностi. Звiдси, згiдно з твердженням 3, вимiрнiсть спе-
ктрального проектора для Tε(µ), що вiдповiдає iнтервалу ∆h(µ), буде не меншою нiж
s+ 1. Позаяк резольвенти Tε(µ) збiгаються до резольвенти T рiвномiрно, а кратнiсть µ
як власного значення оператора T рiвна s, отримуємо суперечнiсть.

5.2. Збiжнiсть власних пiдпросторiв. Нехай U та V — пiдпростори гiльбертового
простору H. Розхилом мiж пiдпросторами U та V в просторi H називатимемо величину
δH(U, V ) = ‖PU − PV ‖, де PU i PV — ортогональнi проектори на цi пiдпростори.

Твердження 4 ([7]). Нехай dimU = dimV = r < ∞ i для довiльного нормованого
вектора u ∈ U , iснує вектор v ∈ V такий, що виконується нерiвнiсть ‖u − v‖ 6 β, зi
сталою β ∈ (0, r−1). Тодi δH(U, V ) 6 Cβ, де стала C залежить лише вiд r.
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Нехай L0
µ — власний пiдпростiр оператора T , що вiдповiдає власному значенню µ.

Елементи L0
µ є сталими функцiями на межi ∂ω, якi продовжимо за неперервнiстю цими

сталими на всю область Ω. Отримаємо пiдпростiр Lµ в L2(Ω) причому, простори L0
µ i

Lµ мають однакову вимiрнiсть.

Теорема 3. Нехай Lεµ — пiдпростiр в L2(Ω), породжений такими власними функцiя-
ми uεk оператора Aε, для яких ε−1λεk → µ при ε→ 0. Тодi для кожної точки µ зi спектра
оператора T маємо

δL2(Ω)(Lεµ,Lµ)→ 0 (ε→ 0). (36)

Доведення. Доведення цiєї теореми ґрунтується на лемi 4. З теореми 2 випливає, що
dimLεµ = dimLµ для достатньо малих ε. Покажемо тепер, що для кожного нормованого
елемента простору Lµ, iснує нормований елемент з простору Lεµ такий, що норма рiзницi
цих елементiв є нескiнченно малою величиною при ε→ 0.

Нехай v ∈ Lµ — деяка власна функцiя оператора T з власним значенням µ, продов-
жена за неперервнiстю сталою на Ω0 i ‖v‖L2(r,ω) = 1. Взагалi кажучи, v не належить
до D(Aε), тому не може бути майже-власною функцiєю оператора Aε. Побудуємо коре-
ктор w як розв’язок задачi −div(α∇w) = 0 в Ω0, ∂νw = 0 на ∂Ω i α∂νw = a∂νv на ∂ω, де
похiдна ∂νv обчислена з боку множини ω. Розв’язок w iснує, бо для v виконується умова∫
∂ω
α∂νv ds = 0. Зберiгши теж саме позначення, продовжимо функцiю w на множину ω

за неперервнiстю так, щоб w ∈ H2(ω) та ∂νw = 0 на ∂ω, де похiдна ∂νw обчислена з
боку множини ω. Розглянемо функцiю vε = v+εw. За побудовою vε належить до D(Aε)
i ‖vε‖ε → 1 при ε→ 0.

Введемо позначення v̂ε = ‖vε‖−1
ε vε. Доведемо, що пара (εµ, v̂ε) є квазiмодою операто-

ра Aε з нескiнченно малою нев’язкою, при ε→ 0. Справдi, безпосередньо переконуємося,
що Aεv̂ε − εµv̂ε = fε, де

fε =
1

‖vε‖ε
·

{
−εµ(v + εw)) в Ω0,

−ε2(1
r
div(a∇w) + µw) в ω.

Тому виконується оцiнка ‖fε‖ε 6 cεγ, де γ = min{1 + κ/2, 2}.
Виберемо iнтервал [µ−d, µ+d], що не мiстить власних значень оператора Т окрiм µ.

Згiдно з твердженням 2 для всiх достатньо малих ε iснує елемент uε ∈ Lεµ такий, що
‖uε − v̂ε‖ε 6 c1ε

γ i ‖uε‖ε = 1. Звiдси маємо ‖uε − v̂ε‖L2(ω) 6 c1ε
γ. Отже, послiдовнiсть uε

збiгається до v в просторi L2(ω). Для завершення доведення теореми потрiбно показати,
що послiдовнiсть uε збiгається до v i в просторi L2(Ω0).

Функцiя uε має зображення uε = cε1u
ε
1 + . . . + cεmu

ε
m, де uεk — ортонормованi власнi

функцiї оператора Aε, для яких ε−1λεk ∈ [µ − d, µ + d]. Для власних значень λεk та
вiдповiдних власних функцiй uεk виконуються рiвностi

ε

∫
ω

a|∇uεk|2 dx+

∫
Ω0

α|∇uεk|2 dx = λεk

(∫
ω

r|uεk|2 dx+ εκ
∫

Ω0

ρ|uεk|2 dx
)
, k ∈ {1, . . . ,m}.

Домножимо цi рiвностi на (cεk)
2 та додамо їх

ε

∫
Ω0

a|∇uε|2 dx+

∫
ω

α|∇uε|2 dx 6 Cε
(∫

Ω0

r|uε|2 dx+ εκ
∫
ω

ρ|uε|2 dx
)
.

Звiдси отримаємо оцiнки∫
Ω0

α|∇uε|2 dx 6 Cε,

∫
ω

a|∇uε|2 dx 6 C. (37)
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Крiм того, ‖uε‖L2(r,ω) 6 1. Отже, послiдовнiсть функцiй uε є обмеженою в просто-
рi H1(ω). Позаяк uε збiгається сильно в L2(ω) до v згiдно доведеного вище, звiдси
випливає, що ця послiдовнiсть слабко збiжна в H1(ω).

Далi, для кожної власної функцiї uεk в областi Ω0, як розв’язку задачi (9) з ϕ = uεk|∂ω
та θ = ε−1λεk, виконується оцiнка ‖uεk‖H1(Ω0) 6 c ‖uεk‖L2(∂ω), де слiд функцiї uεk на межi
∂ω обчислено з боку множини ω. Тодi

‖uε‖H1(Ω0) 6
m∑
k=1

|cεk|‖uεk‖H1(Ω0) 6 c1

m∑
k=1

|cεk| ‖uεk‖L2(ω) 6 mc1,

оскiльки (cε1)2 + . . .+ (cεm)2 = 1. Тому отримуємо, що функцiя uε є обмеженою в H1(Ω0),
а отже i в H1(Ω).

На множинi Ω0 послiдовнiсть uε збiгається до сталої, яка рiвна значенню v на ∂ω.
Справдi, iснує пiдпослiдовнiсть uε′ слабко збiжна в H1(Ω). Крiм того, виконується оцiн-
ка (37), тому з нерiвностi Пуанкаре випливає, що границя цiєї пiдпослiдовностi є сталою
в Ω0 i рiвна значенню v на ∂ω. Зауважимо, що в Ω0 оцiнка (37) виконується для до-
вiльної пiдпослiдовностi uε′ . Позаяк uε слабко збiжна в H1(ω) i є обмеженою в H1(Ω)
випливає, що uε збiгається слабко i в H1(Ω). Тому маємо, ‖uε − v̂ε‖L2(Ω) → 0 при ε→ 0.
Звiдси

‖uε − v‖L2(Ω) 6 ‖uε − v̂ε‖L2(Ω) + ‖v̂ε − v‖L2(Ω) → 0, ε→ 0.

Отже, δL2(Ω)(Eεµ, Eµ)→ 0, що завершує доведення (36).

Наслiдок 1. Якщо µn — просте власне значення, то власна функцiя uεn оператора Aε
збiгається в L2(Ω) до власної функцiї vn оператора T , що за неперервнiстю продовжена
сталою в область Ω0.

Доведення. У випадку одновимiрних просторiв Lµ та Lεµ, збiжнiсть до нуля їхнього
розхилу еквiвалентна збiжностi одиничних векторiв, якi їх породжують.

Подяка. Автор висловлює щиру подяку Ю. Д. Головатому за плiднi обговорення та
цiннi зауваження щодо тексту статтi.
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