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Let a ∈ C, f(z) =
∑
cnz

n be an analytic function in the disk |z| < 1 such that Sf (r):=(∑
|cn|2r2n

) 1
2 → +∞, r → 1, Nf (r, α, β, a) be the integrated counting function of a-points

of f in the sector 0 < |z| ≤ r, α ≤ argα z < β, Nf (r, a) = Nf (r, 0, 2π, a), and E ⊂ (0, 1)
be a set such that supE = 1. It is proved that if Nf (r, a) ∼ lnSf (r), E 3 r → 1, then
Nf (r, α, β, a) ∼ β−α

2π lnSf (r), E 3 r → 1, uniformly in α < β ≤ α+ 2π.

М. П. Магола, П. В. Филевич. Угловое распределение значений аналитических и случай-
ных аналитических функций // Мат. Студiї. – 2012. – Т.38, №2. – C.147–153.

Пусть a ∈ C, f(z) =
∑
cnz

n — аналитическая в круге |z| < 1 функция, для которой
Sf (r):=

(∑
|cn|2r2n

) 1
2 → +∞, r → 1, Nf (r, α, β, a) — усредненная считающая функция

a-точек f в секторе 0 < |z| ≤ r, α ≤ argα z < β, Nf (r, a) = Nf (r, 0, 2π, a), а E ⊂ (0, 1) —
любое множество такое, что supE = 1. Доказано, что если Nf (r, a) ∼ lnSf (r), E 3 r → 1,
то Nf (r, α, β, a) ∼ β−α

2π lnSf (r), E 3 r → 1, равномерно по α < β ≤ α+ 2π.

1. Вступ. Покладемо D(r) = {z ∈ C : |z| < r} для всiх r ∈ (0,+∞], ln+ x = ln max{x, 1}
для кожного x ∈ [0,+∞) i S(r, α, β) = {z ∈ C : 0 < |z| ≤ r, α ≤ argα z < β} для
довiльних α, β ∈ R таких, що α < β ≤ α + 2π.

Використовуємо стандартнi позначення теорiї розподiлу значень мероморфних фун-
кцiй ([1, 2]). Зокрема, якщо a ∈ C, R ∈ (0,+∞] i r ∈ (0,R), то для мероморфної в D(R)
функцiї f через Nf (r, a), Nf (r, α, β, a), Tf (r) i Mf (r) позначаємо вiдповiдно усереднену
лiчильну функцiю a-точок, усереднену лiчильну функцiю a-точок в секторi S(r, α, β),
характеристику Неванлiнни i максимум (супремум) модуля. Нехай cf (a) — перший не-
нульовий коефiцiєнт у розвиненнi Лорана функцiї f(z)− a в околi точки z = 0.

Через H(R) позначимо клас аналiтичних в крузi D(R) функцiй вигляду
f(z) =

∑∞
n=0 cnz

n, для яких Sf (r):= (
∑∞

n=0 |cn|2r2n)
1
2 → +∞ (r → R).

Нехай f ∈ H(R), a ∈ C. Використовуючи рiвнiсть Йєнсена

Nf (r, a) =
1

2π

∫ 2π

0

ln |f(reiθ)− a|dθ − ln |cf (a)| (r ∈ (0,R))

i наведену нижче лему B, легко отримуємо нерiвнiсть

Nf (r, a) ≤ ln+ Sf−a(r) +
1

2e
− ln |cf (a)| (r ∈ (0,R)). (1)
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Звiдси, скориставшись очевидною нерiвнiстю S2
f−a(r) ≤ S2

f (r)+|c0−a|2 i добре вiдомими
властивостями функцiї ln+ x, маємо Nf (r, a) ≤ ln+ Sf (r) +C для всiх r ∈ (0,R), де C —
деяка стала, залежна вiд f i a.

Якщо f ∈ H(R) i R < +∞, то, як виявляється, з “близькостi” Nf (r, a) до lnSf (r)
випливає, що a-точки функцiї f розподiленi в крузi D(r) в певному сенсi рiвномiрно.
Такий висновок дозволяє зробити така теорема.

Теорема 1. Нехай a ∈ C, R ∈ (0,+∞), f ∈ H(R) i E ⊂ (0, 1) — довiльна множина
така, що supE = R. Тодi якщо

Nf (r, a) ∼ lnSf (r), E 3 r → R, (2)

то рiвномiрно за α, β ∈ R, α < β ≤ α + 2π, виконується спiввiдношення

Nf (r, α, β, a) ∼ β − α
2π

lnSf (r), E 3 r → R. (3)

Зауважимо, що теорема 1, взагалi кажучи, неправильна для цiлих функцiй. Пока-
жемо, не вдаючись в деталi, як можуть бути побудованi цiлi функцiї, для яких (3) не
випливає з (2) (з R = +∞). Розглянемо опуклу неперервно-диференцiйовну функцiю Φ

таку, що при x → +∞ виконуються спiввiдношення Φ(x)
x
→ +∞ та Φ(x + 1) ∼ Φ(x)

(останнє спiввiдношення означає, що Φ(ln r) є повiльно змiнною функцiєю, а тому Φ(ln r)
i Φ′(ln r) мають нульовий порядок). Нехай (zn) — додатна зростаюча послiдовнiсть така,
що Φ′(ln zn) = n для всiх n ≥ n0. Нескладно довести, що для лiчильної функцiї n(r) цiєї
послiдовностi правильне спiввiдношення n(r) ∼ Φ′(ln r), r → +∞. Тодi n(r) також має
нульовий порядок, а тому канонiчний добуток f(z) =

∏∞
n=0(1− z

zn
) задає цiлу функцiю,

для якої Nf (r, 0) =
∫ r

0
n(t)
t
dt, тобто

r(Nf (r, 0))′+ = n(t) ∼ Φ′(ln r), r → +∞.

За правилом Лопiталя отримуємо, що Nf (r, 0) ∼ Φ(ln r), r → +∞. Тодi (див., напри-
клад, [3]) з повiльної змiни функцiї Φ(ln r) випливає, що Nf (r, 0) ∼ lnMf (r), r → +∞,
а тому Nf (r, 0) ∼ lnSf (r), r → +∞. З iншого боку, оскiльки усi нулi функцiї f є дода-
тними числами, то Nf (r, α, β, 0) = 0 для всiх α, β ∈ R, 0 < α < β < 2π.

Перш нiж доводити теорему 1, сформулюємо декiлька допомiжних тверджень. У за-
ключнiй частинi роботи теорему 1 застосуємо для дослiдження кутового розподiлу зна-
чень випадкових аналiтичних в крузi функцiй.

2. Допомiжнi результати. Наступне твердження доведене в [2] для мероморфних в
C функцiй. У випадку мероморфних у крузi функцiй доведення iдентичне.

Лема A. Нехай R ∈ (0,+∞], r ∈ (0,R), k > 1 — деяке число таке, що kr < R, i f —
мероморфна в крузi D(R) функцiя. Тодi

1

r

∫ r

0

ln+Mf (t)dt ≤ C(k)Tf (kr),

де стала C(k) > 1 залежить лише вiд k.

Перше з наведених далi тверджень доведене в [4], а друге є добре вiдомим.
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Лема B. Нехай F ⊂ [0, 2π] — вимiрна множина,R ∈ (0,+∞], r ∈ (0,R) i f — аналiтична
в крузi D(R) функцiя. Тодi

1

2π

∫
F

ln+ |f(reiθ)|dθ ≤ 1

2e
+
µ(F)

2π
ln+ Sf (r),

де µ(F) — мiра Лебега множини F .

Лема С. Нехай R ∈ (0,+∞), r0 ∈ (0,R), λ — неспадна необмежена зверху на [r0,R)
функцiя, а функцiя Λ така, що rΛ′+(r) = λ(r), r ∈ [r0,R). Тодi Λ(r) = o(λ(r)), r → R.

Доведення. Оскiльки λ(r) ≥ 0 для r ∈ [r1,R), де r1 ∈ [r0,R), то для довiльного фiксо-
ваного r2 ∈ [r1,R) i всiх r ∈ [r2,R) маємо

0 ≤ Λ(r)− Λ(r2) =

∫ r

r2

λ(t)

t
dt ≤ λ(r) ln

r

r2

,

звiдки отримуємо, що 0 ≤ lim
r→R

Λ(r)
λ(r)
≤ λ(r) ln R

r2
. Залишилось спрямувати r2 до R.

Нехай R ∈ (0,+∞], r ∈ (0,R) i g — аналiтична в крузi D(R) функцiя. Покладемо
Eg(r) = {θ ∈ R : g(teiθ) 6= 0 для всiх t ∈ (0, r]}. Добре вiдомим є таке твердження (див.
[5], [6], а також [7], с. 126, i [4]).

Лема D. Нехай R ∈ (0,+∞], r ∈ (0,R), f — аналiтична в крузi D(R) функцiя. Тодi
iснує неперервна обмежена на Ef (r) функцiя Vf (r, θ) така, що:
(i) для довiльних α, β ∈ Ef (r) таких, що α < β ≤ α + 2π, правильна рiвнiсть

Nf (r, α, β, 0) =
1

2π

∫ β

α

ln |f(reiθ)|dθ − β − α
2π

ln |cf (0)|+ Vf (r, α)− Vf (r, β);

(ii) для довiльних α, β ∈ R таких, що α < β ≤ α + 2π, маємо∫ β

α

Vf (r, θ)dθ =
1

2π

∫ r

0

(ln |f(teiα)| − ln |f(teiβ)|) ln
r

t

dt

t
.

Наступна теорема є виправленим варiантом теореми 3 з роботи [4], доведеної з де-
якими огрiхами.

Теорема 2. Нехай R ∈ (0,+∞], g ∈ H(R) i r0 ∈ (0,R) — довiльне фiксоване число
таке, що Sg(r0) ≥ 1. Тодi iснують сталi C1 > 0 та C2 > 0 такi, що для довiльних α, β ∈ R,
α < β ≤ α + 2π, виконується нерiвнiсть

Ng(r, α, β, 0) ≤ β − α
2π

lnSg(r) + 3
( 3

π2
ln2 Sg(r)hg(r)

)1/3

+ C2 (r0 ≤ r < R), (4)

де

hg(r) =

∫ r

r0

(lnSg(t)−Ng(t, 0) + C1) ln
r

t

dt

t
(r0 ≤ r < R).
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Доведення. Покладемо I(α, β) = 1
2π

∫ r0
0

(ln |f(teiα)| − ln |f(teiβ)|)dt
t
. За лемою D маємо∫ β

α

(Vg(r, θ)− Vg(r0, θ))dθ =
1

2π

∫ r

r0

(ln |g(teiα)| − ln |g(teiβ)|) ln
r

t

dt

t
+ I(α, β) ln

r

r0

. (5)

Зафiксуємо деяке r1 ∈ (r0,R) i нехай C3 та C4 — сталi такi, що |Vg(r0, θ)| ≤ C3 для всiх
θ ∈ Eg(r0) i |Vg(r1, θ)| ≤ C4 для всiх θ ∈ Eg(r1) (див. лему D). Використовуючи (5) з r1

замiсть r, а також лему A, для довiльних α, β ∈ R, α < β ≤ α + 2π, отримуємо

|I(α, β)| ln r1

r0

≤
∫ β

α

(|Vg(r1, θ)|+ |Vg(r0, θ)|)dθ +
1

2π

∫ r1

r0

(ln+Mg(t) + ln+M 1
g
(t)) ln

r1

t

dt

t
≤

≤ 2π(C4 + C3) +
1

2π
ln
r1

r0

r1

r0

C
(r1

r0

)
(Tg(r1) + T 1

g
(r1)).

Отже, iснує стала C5 > 0 така, що |I(α, β)| ≤ C5 для довiльних α, β ∈ R, α < β ≤ α+2π.
Оскiльки функцiя |I(α, β)| є перiодичною як за α, так i за β, то |I(α, β)| ≤ C5 для всiх
α, β ∈ R.

Нехай

C1 =
1

e
+ | ln |cg(0)||+ 2C5

ln r1
r0

, C2 =
1

e
+ 2C3 + 2| ln |cg(0)||+Ng(r1, 0).

Покладемо

lg(r) =

∫ r

r0

(
lnSg(t)−Ng(t, 0)− ln |cg(0)|+ 1

e

)
ln
r

t

dt

t
+ C5 ln

r

r0

(r0 ≤ r < R).

З нерiвностi (1) випливає, що lnSg(t)−Ng(t, 0)− ln |cg(0)|+ 1
e
≥ 1

2e
для всiх t ∈ (r0,R),

а тому lg(r) > 0 для всiх r ∈ (r0,R).
Доведемо, що для довiльних α, β ∈ R, α < β ≤ α + 2π, виконується нерiвнiсть

Ng(r, α, β, 0) ≤ β − α
2π

lnSg(r) + 3
( 3

π2
ln2 Sg(r)lg(r)

)1/3

+ C2 (r1 < r < R). (6)

Звiдси i випливатиме (4). Справдi, якщо r ∈ [r0, r1], то Ng(r, α, β, 0) ≤ Ng(r1, 0) ≤ C2,
тобто (4) виконується. Якщо ж r ∈ (r1,R), то

C5 ln
r

r0

≤ 2C5

ln r1
r0

· 1

2
ln2 r

r0

=
2C5

ln r1
r0

∫ r

r0

ln
r

t

dt

t
,

а тому lg(r) ≤ hg(r) i (4) випливає з (6).
Перейдемо до доведення нерiвностi (6). Зафiксуємо довiльнi r ∈ (r1,R) i α, β ∈ R

такi, що α < β ≤ α + 2π. Нерiвнiсть (6) правильна, якщо 8lg(r) ≥ lnSg(r). Справдi,
використовуючи нерiвнiсть (1), маємо

Ng(r, α, β, 0) ≤ Ng(r, 0) ≤ β − α
2π

lnSg(r) +Ng(r, 0) ≤

≤ β − α
2π

lnSg(r) + lnSg(r) +
1

2e
− ln |cg(0)| ≤ β − α

2π
lnSg(r) + 2

(
ln2 Sg(r)lg(r)

)1/3

+ C2.

Нехай тепер 8lg(r) < lnSg(r) i ε = (8π
9

lg(r)

lnSg(r)
)1/3. Оскiльки lg(r) > 0 i lnSg(r) > 0, то

ε > 0. З iншого боку, ε < (8π
9

1
8
)1/3 < π

4
.



КУТОВИЙ РОЗПОДIЛ ЗНАЧЕНЬ АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ 151

Покладемо ϕ(θ) = 1
2π

∫ r
r0

ln |g(teiθ)| ln r
t
dt
t
. Тодi, застосовуючи лему B до функцiї g,

отримуємо

I1:=

∫ α−2ε

α−3ε

ϕ(θ)dθ =

∫ r

r0

( 1

2π

∫ α−2ε

α−3ε

ln |g(teiθ)|dθ
)

ln
r

t

dt

t
≤
∫ r

r0

( 1

2e
+

ε

2π
lnSg(t)

)
ln
r

t

dt

t
.

Звiдси, а також з теореми про середнє, застосованої до iнтеграла I1, випливає iснування
числа ζ1 ∈ [α− 3ε, α− 2ε] такого, що

ϕ(ζ1) ≤ 1

ε

∫ r

r0

( 1

2e
+

ε

2π
lnSg(t)

)
ln
r

t

dt

t
. (7)

Оскiльки для довiльних x, y ∈ R з формули Йєнсена випливає рiвнiсть

1

2π

∫ y

x

ln |g(reiθ)|dθ = Ng(r, 0) + ln |cg(0)| − 1

2π

∫ x+2π

y

ln |g(reiθ)|dθ, x, y ∈ R,

то, використовуючи лему B, у випадку x < y ≤ x+ 2π маємо

1

2π

∫ y

x

ln |g(reiθ)|dθ ≥ Ng(r, 0) + ln |cg(0)| − 1

2e
− x+ 2π − y

2π
lnSg(r).

З огляду на це,

I2:=

∫ α

α−ε
ϕ(θ)dθ =

∫ r

r0

( 1

2π

∫ α

α−ε
ln |g(teiθ)|dθ

)
ln
r

t

dt

t
≥

≥
∫ r

r0

(
Ng(t, 0) + ln |cg(0)| − 1

2e
− 2π − ε

2π
lnSg(t)

)
ln
r

t

dt

t
.

Звiдси i з теореми про середнє, застосованої до iнтеграла I2, випливає iснування числа
ζ2 ∈ [α− ε, α] такого, що

ϕ(ζ2) ≥ 1

ε

∫ r

r0

(
Ng(t, 0) + ln |cg(0)| − 1

2e
− 2π − ε

2π
lnSg(t)

)
ln
r

t

dt

t
. (8)

Тодi, скориставшись (5), лемою D i нерiвностями (7) та (8), отримуємо

I3:=

∫ ζ2

ζ1

(Vg(r, θ)− Vg(r0, θ))dθ = ϕ(ζ1)− ϕ(ζ2) + I(ζ1, ζ2) ln
r

r0

≤

≤ 1

ε

(∫ r

r0

(lnSg(t)−Ng(t, 0)− ln |cg(0)|+ 1

e
) ln

r

t

dt

t
+ εC5 ln

r

r0

)
≤ 1

ε
lg(r).

З нерiвностi ζ2 − ζ1 ≥ ε i теореми про середнє, застосованої до iнтеграла I3, випливає
iснування числа ζ ∈ [ζ1, ζ2] ∩ Eg(r) такого, що

Vg(r, ζ)− Vg(r0, ζ) ≤ lg(r)/ε
2. (9)

Подiбно доводимо, що iснують числа η1 ∈ [β, β + ε] i η2 ∈ [β + 2ε, β + 3ε] такi, що

ϕ(η1) ≥ 1

ε

∫ r

r0

(
Ng(t, 0) + ln |cg(0)| − 1

2e
− 2π − ε

2π
lnSg(t)

)
ln
r

t

dt

t
,

ϕ(η2) ≤ 1

ε

∫ r

r0

( 1

2e
+

ε

2π
lnSg(t)

)
ln
r

t

dt

t
.
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Тодi

I4:=

∫ η2

η1

(Vg(r, θ)− Vg(r0, θ))dθ = ϕ(η1)− ϕ(η2) + I(η1, η2) ln
r

r0

≥ −1

ε
lg(r).

З нерiвностi η2 − η1 ≤ 3ε i теореми про середнє, застосованої до iнтеграла I4, ви-
пливає iснування числа η ∈ [η1, η2] ∩ Eg(r) такого, що Vg(r, η) − Vg(r0, η) ≥ − 1

3ε2
lg(r).

Використовуючи останню нерiвнiсть, нерiвнiсть (9), леми D та B, i враховуючи, що
η − ζ ≤ β − α + 6ε < 4π, отримуємо

Ng(r, α, β, 0) ≤ Ng(r, ζ, η, 0) =
1

2π

∫ η

ζ

ln |g(reiθ)|dθ − η − ζ
2π

ln |cg(0)|+ Vg(r, ζ)− Vg(r, η) ≤

≤ η − ζ
2π

lnSg(r) +
1

e
− η − ζ

2π
ln |cg(0)|+ Vg(r, ζ)− Vg(r, η) ≤

≤ β − α + 6ε

2π
lnSg(r) +

1

e
+ 2| ln |cg(0)||+ 1

ε2
lg(r) + C3 +

1

3ε2
lg(r) + C3 =

=
β − α

2π
lnSg(r) + 3

( 3

π2
ln2 Sg(r)lg(r)

)1/3

+ C2.

3. Доведення теореми 1. Нехай g(z) = f(z)−a. Тодi (див. формулювання теореми 2)

hg(r) ≤ λ(r) =

∫ r

r0

(lnSg(t) + C1) ln
r

t

dt

t
.

Легко перевiрити, що r(rΛ′(r))′ = lnSg(r) + C1. За лемою C маємо hg(r) ≤ Λ(r) =
o(rΛ′(r)) = o(r(rΛ′(r))′) = o(lnSg(r)), r → R. Використовуючи теорему 2, рiвномiрно
за α, β ∈ R, α < β ≤ α + 2π, отримуємо

lim
r→R

Nf (r, α, β, a)

lnSf (r)
= lim

r→R

Ng(r, α, β, 0)

lnSg(r)
≤ β − α

2π
. (10)

З iншого боку, скориставшись нерiвнiстю (10) з β i α + 2π замiсть вiдповiдно α i β, а
також спiввiдношенням (2), рiвномiрно за α, β ∈ R, α < β ≤ α + 2π, маємо

lim
E3r→R

Nf (r, α, β, a)

lnSf (r)
= lim

E3r→R

Nf (r, 0)−Nf (r, β, α + 2π, a)

lnSf (r)
≥

≥ lim
E3r→R

Nf (r, 0)

lnSf (r)
− lim

r→R

Nf (r, α, β, a)

lnSf (r)
≥ 1− α + 2π − β

2π
=
β − α

2π
.

Звiдси i з (10) випливає, що рiвномiрно за α, β ∈ R, α < β ≤ α + 2π, виконується
спiввiдношення (3).
4. Кутовий розподiл значень випадкових аналiтичних функцiй. Розглянемо до-
вiльний ймовiрнiсний простiр (Ω,A, P ), де Ω — деяка множина, P — повна ймовiрнiсна
мiра, а A — σ-алгебра вимiрних вiдносно P пiдмножин з Ω, i припустимо, що на цьо-
му просторi iснує послiдовнiсть Штейнгауза (ωn(ω)), тобто послiдовнiсть незалежних
рiвномiрно розподiлених на [0, 1] випадкових величин (див. [8]).

Поряд з аналiтичною функцiєю f ∈ H(R) з тейлоровими коефiцiєнтами (cn) розгля-
немо випадкову аналiтичну функцiю fω(z) =

∑∞
n=0 e

2πiωn(ω)cnz
n.
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Розподiл значень i кутовий розподiл значень випадкових аналiтичних функцiй ви-
гляду дослiджувався у статтях роботах [9]–[12], [4]. Наступнi двi теореми, що є безпо-
середнiми наслiдками з теореми 1, а також з теорем 13 та 17 статтi [12], доповнюють
результати згаданих статей в частинi, що стосується кутового розподiлу значень випад-
кових аналiтичних у скiнченному крузi функцiй.

Теорема 3. Нехай R ∈ (0,+∞), а f ∈ H(R) аналiтична функцiя. Тодi iснує зростаюча
доR послiдовнiсть (rp) така, що м. н. для всiх a ∈ C i довiльних α, β ∈ R, α < β ≤ α+2π,
виконується спiввiдношення Nfω(rp, α, β, a) ∼ β−α

2π
lnSf (rp), p→∞.

Теорема 4. Нехай R ∈ (0,+∞) i f ∈ H(R) — аналiтична функцiя. Якщо виконуються
умови

lim
r→R

lnSf (r)

ln 1
R−r

> 0, lim
r→R

ln lnSf (r) ln ln 1
R−r

ln2 1
R−r

= 0,

то м. н. для всiх a ∈ C i довiльних α, β ∈ R, α < β ≤ α+2π, виконується спiввiдношення

Nfω(r, α, β, a) ∼ β − α
2π

lnSf (r), r → R.
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