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We introduce the notion of a right H1-compositor and prove that for a hereditarily Baire
metrizable space X, a normal space Y and a mapping f : X → Y the following conditions
are equivalent: (i) f is piecewise continuous; (ii) f is k-continuous; (iii) f is Gδ-measurable; if,
moreover, Y is perfect, then (i)–(iii) are equivalent to: (iv) f is a right H1-compositor.

Е. А. Карлова, А. В. Собчук. Об H1-композиторах и кусочно непрерывных отображениях
// Мат. Студiї. – 2012. – Т.38, №2. – C.139–146.

Вводится понятие правого H1-композитора и доказывается, что для наследственно
бэровского метризуемого пространства X, нормального пространства Y и отображения
f : X → Y следующие условия равносильны: (i) f — кусочно непрерывное; (ii) f — k-
непрерывное; (iii) f — Gδ-измеримое; если, кроме того, Y — совершенное, то условия
(i)–(iii) равносильны условию: (iv) f — правый H1-композитор.

1. Вступ. Ми кажемо, що вiдображення f мiж топологiчними просторами X i Y є

• першого класу Лебеґа, якщо прообраз довiльної вiдкритої в Y множини є типу Fσ
в X;
• Gδ-вимiрним, якщо прообраз довiльної вiдкритої в Y множини є типу Gδ в X;
• першого класу Бера, якщо f є поточковою границею послiдовностi неперервних

вiдображень fn : X → Y ;
• кусково неперервним, якщо iснує така послiдовнiсть замкнених множин (Fn)∞n=1,

що X =
⋃∞
n=1 Fn i звуження f |Fn неперервне для кожного n ∈ N;

• насичено неперервним, якщо звуження f |F на довiльну непорожню замкнену мно-
жину F ⊆ X має точку неперервностi.

Сукупнiсть усiх вiдображень першого класу Лебеґа з X в Y ми позначаємо через
H1(X, Y ), а першого класу Бера — через B1(X, Y ).

Добре вiдомо, що композицiя неперервного вiдображення i вiдображення першого
класу Бера залишається вiдображенням першого класу, тодi як композицiя двох вiдоб-
ражень першого класу Бера, взагалi кажучи, вже не буде вiдображенням першого класу
Бера. Справдi, розглянемо функцiю f : R→ R,

f(x) =

{
1, x = 1

n
для деякого n ∈ N,

0, iнакше,
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i функцiю g : R→ R, g(x) =

{
1
n
, x = rn для деякого n ∈ N,

0, iнакше,
де Q = {rn : n ∈ N}. Тодi

функцiї f i g належать до першого класу Бера, але композицiя f ◦ g — це функцiя
Дiрiхле, яка не є функцiєю першого класу.

Д. Чжао в [5] ввiв поняття правого B1-композитора, тобто такої функцiї f : R→ R,
що g ◦ f ∈ B1(R,R) для довiльної функцiї g ∈ B1(R,R), i отримав такий результат.

Теорема 1. Для функцiї f : R→ R наступнi умови рiвносильнi:
1. f — Gδ-вимiрна; 2. f — правий B1-композитор; 3. для довiльної функцiї ε : R →
(0,+∞) першого класу Бера iснує функцiя δ : R→ (0,+∞) така, що

|x′ − x′′| < min{δ(x′), δ(x′′)} =⇒ |f(x′)− f(x′′)| < min{ε(f(x′)), ε(f(x′′))}.

Крiм того, у [5] було введене поняття k-неперервної функцiї.

Означення 1. Функцiя f : R → R називається k-неперервною, якщо для довiльної
функцiї ε : R→ (0,+∞) iснує функцiя δ : R→ (0,+∞) така, що для всiх x′, x′′ ∈ R

|x′ − x′′| < min{δ(x′), δ(x′′)} =⇒ |f(x′)− f(x′′)| < min{ε(f(x′)), ε(f(x′′))}.

З теореми 1 випливає, що кожна k-неперервна функцiя є правим B1-композитором.
У зв’язку iз цим Д. Чжао поставив наступне питання.

Питання 1. Чи кожний правий B1-композитор f : R→ R є k-неперервною функцiєю?
При доведеннi багатьох результатiв з [5] Д. Чжао використовує наступну характе-

ризацiю функцiй першого класу Лебеґа, яка вперше була одержана у роботi [1].

Теорема 2. Нехай f : X → Y — вiдображення мiж повними сепарабельними метри-
чними просторами (X, d) та (Y, %). Тодi наступнi умови рiвносильнi:
1. (∀ε > 0)(∃δ : X → (0,+∞))(∀x′, x′′ ∈ X) (d(x′, x′′) < min{δ(x′), δ(x′′)} =⇒
%(f(x′), f(x′′)) < ε); 2. f належить до першого класу Лебеґа.

Умова (1) теореми 2 для функцiй f : R→ R також вивчалась у працях [2, 3, 4, 5].
У цiй статтi ми узагальнюємо теорему 2 i даємо позитивну вiдповiдь на питання 1.

2. Насичена неперервнiсть слабко k-неперервних функцiй. Для вiдображення
f : X → Y мiж топологiчними просторами символом C(f) ми позначаємо множину
точок неперервностi вiдображення f , а через D(f) — множину точок розриву вiдобра-
ження f .

Для точки x ∈ X позначимо через Ux систему всiх околiв точки x в X. Для функцiї
f : X → (Y, %) покладемо

ωf (A) = sup
x′,x′′∈A

%(f(x′), f(x′′)), ωf (x) = inf
U∈Ux

ωf (U), ωf,x(A) = sup
x′∈A

%(f(x), f(x′)).

Зауважимо, що ωf (A) ≤ 2ωf,x(A) для всiх x ∈ A.
У метричному просторi (X, d) через Br(x) ми позначаємо вiдкриту кулю з центром

в точцi x i радiусом r.
Для топологiчного простору X через T (X) ми позначаємо його топологiю.

Означення 2. Вiдображення U : X → T (X) називається окiл-вiдображенням, якщо
x ∈ U(x) для кожного x ∈ X.

Означення 3. Окiл-вiдображення U : X → T (X) називається майже вiдкритим, якщо
множина {(x, y) : y ∈ U(x)} є околом дiагоналi ∆ в X2.
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Означення 4. Нехай X i Y — топологiчнi простори. Вiдображення f : X → Y називає-
ться слабко k-неперервним, якщо для довiльного майже вiдкритого окiл-вiдображення
V : Y → T (Y ) iснує окiл-вiдображення U : X → T (X) таке, що для всiх x′, x′′ ∈ X

x′, x′′ ∈ U(x′) ∩ U(x′′) =⇒ f(x′), f(x′′) ∈ V (f(x′)) ∩ V (f(x′′)). (1)

Твердження 1. Нехай X — топологiчний простiр, (Y, %) — метричний простiр i
f : X → Y . Тодi наступнi умови рiвносильнi:
1. f — слабко k-неперервне;
2. для довiльного ε > 0 iснує окiл-вiдображення U : X → T (X) таке, що для всiх
x′, x′′ ∈ X

x′, x′′ ∈ U(x′) ∩ U(x′′) =⇒ %(f(x′), f(x′′)) < ε. (2)

Доведення. (1) =⇒ (2). Очевидно.
(2) =⇒ (1). Для кожного n ∈ N позначимо через Un окiл-вiдображення Un : X → T (X),
яке вiдповiдає числу ε = 1

n
.

Нехай V : Y → T (Y ) — майже вiдкрите окiл-вiдображення. Для кожного y ∈ Y
позначимо через δ(y) таке число з (0, 1), що B2δ(y)(y)× B2δ(y)(y) ⊆ {(y′, y′′) : y′′ ∈ V (y′)}
= W. Тепер для кожного x ∈ X покладемо

U(x) =
⋂

k≤1/δ(f(x))

Uk(x).

Нехай x′, x′′ ∈ U(x′) ∩ U(x′′) i δ(f(x′)) ≤ δ(f(x′′)). Позначимо K = [1/δ(f(x′))] . То-
дi U(x′) ⊆ UK(x′) i U(x′′) ⊆ UK(x′′). Тому %(f(x′), f(x′′)) ≤ 1/K ≤ 2δ(f(x′′)). Отже,
(f(x′), f(x′′)) ∈ W i (f(x′′), f(x′)) ∈ W .

Теорема 3. Нехай X — берiв метризовний простiр, Y — метризовний простiр i f :
X → Y — слабко k-неперервне вiдображення. Тодi C(f) 6= ∅.

Доведення. Нехай d — метрика на X, а % — метрика на Y , якi породжують топологiчнi
структури просторiв X i Y вiдповiдно.

Припустимо, що D(f) = X. Тодi X =
⋃∞
n=1Xn, де Xn = {x ∈ X : ωf (x) ≥ 1

n
}, n ∈ N.

Оскiльки простiр X берiв, а множини Xn замкненi, то iснують така вiдкрита непорожня
множина G в X i номер N1 ∈ N, що ωf (x) ≥ 1

N1
для всiх x ∈ G.

Для ε = 1/6N1 виберемо таке окiл-вiдображення U : X → T (X), що виконуєть-
ся (2). Для кожного x ∈ X iснує таке δ(x) > 0, що Bδ(x)(x) ⊆ U(x). Зрозумiло, що
%(f(x′), f(x′′)) < ε як тiльки d(x′, x′′) < min{δ(x′), δ(x′′)}.

Нехай An = {x ∈ G : δ(x) > 1
n
} i Fn = An, n ∈ N. Зауважимо, що G =

⋃∞
n=1An ⊆⋃∞

n=1 Fn. Оскiльки G є множиною другої категорiї в X, то iснує такий номер N2, що
множина FN2 десь щiльна в G, тобто iснує така вiдкрита в X множина U ⊆ G, що
U ⊆ FN2 . Вiзьмемо довiльну точку a ∈ U , позначимо V = U ∩ Bδ(a)(a) ∩ B 1

2N2

(a) i
покажемо, що ωf,a(V ) ≤ 1/3N1. Нехай x ∈ V . Виберемо b ∈ V ∩ Bδ(x)(x) ∩ AN2 . Тодi,
оскiльки b ∈ Bδ(a)(a), то d(a, b) < δ(a). Крiм того, b ∈ AN2 ∩ B 1

2N2

(a). Тому d(a, b) <
1

2N2
< 1

2
δ(b), зокрема, d(a, b) < δ(b). Отже, d(a, b) < min{δ(a), δ(b)}.

Оскiльки x ∈ B 1
2N2

(a), то d(x, a) < 1
2N2

< 1
2
δ(b). Тодi

d(x, b) ≤ d(x, a) + d(a, b) < (δ(b) + δ(b))/2 = δ(b).
З iншого боку, b ∈ Bδ(x)(x), тому d(x, b) < δ(x). I, отже, d(x, b) < min{δ(x), δ(b)}. Тодi

%(f(x), f(a)) ≤ %(f(x), f(b)) + %(f(b), f(a)) < 2ε = 2 · 1

6N1

=
1

3N1

,
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звiдки ωf,a(V ) ≤ 1
3N1

. Врахувавши, що ωf (V ) ≤ 2ωf,a(V ), ми одержимо, що ωf (V ) ≤
2

3N1
< 1

N1
. Тодi ωf (x) < 1

N1
для довiльного x ∈ V , звiдки отримується суперечнiсть,

адже V ⊆ G. Отже, C(f) 6= ∅.

Теорема 4. Нехай X — спадково берiв метризовний простiр, Y — метризовний простiр
i f : X → Y — слабко k-неперервне вiдображення. Тодi f є насичено неперервним.

Доведення. Нехай F ⊆ X — замкнена множина. Згiдно з теоремою 3, множина точок
неперервностi звуження f |F не порожня, оскiльки простiр F берiв.

3. Насичено неперервнi вiдображення першого класу Лебеґа. Пiдмножина B
топологiчного простору X називається розкладною, якщо множина F ∩B ∩ F \B нiде
не щiльна в F для довiльної замкненої непорожньої множини F ⊆ X.

Зауважимо, що для довiльних двох множин E та H у топологiчному просторi X з
того, що рiвняння A = A ∩ E ∩ A ∩H має єдиний розв’язок A = ∅ випливає, що iснує
така розкладна множина B ⊆ X, що E ⊆ B i B ∩H = ∅ (див. [6, c.103]).

Доведення наступного результату є аналогiчним до доведення теореми 2 з [6, c.403].

Теорема 5. Нехай X — досконалий паракомпакт, Y — досконалий простiр i f : X → Y
— насичено неперервне вiдображення. Тодi f ∈ H1(X, Y ).

Доведення. Вiзьмемо довiльну замкнену множину F в Y i покажемо, що її прообраз
f−1(F ) є множиною типу Gδ в X. Оскiльки простiр Y досконалий, то G = Y \ F =⋃∞
n=1 Fn, де (Fn)∞n=1 — послiдовнiсть замкнених пiдмножин простору Y . Зафiксуємо

n ∈ N, позначимо E = f−1(F ), Hn = f−1(Fn) i припустимо, що рiвняння

A = A ∩ E ∩ A ∩Hn (3)

має розв’язок A 6= ∅. Нехай g = f |A. Оскiльки A— замкнена множина, то iснує p ∈ C(g).
З (3) випливає, що A ⊆ A ∩ E = g−1(F ). Враховуючи неперервнiсть вiдображення g у
точцi p, ми одержимо, що f(p) = g(p) ∈ g(g−1(F )) ⊆ F. Аналогiчно можна довести, що
f(p) = g(p) ∈ g(g−1(Fn)) ⊆ Fn, а це суперечить тому, що F ∩ Fn = ∅. Звiдки, A = ∅.

Отже, для кожного n ∈ N iснує така розкладна множина Bn в X, що f−1(F ) ⊆ Bn ⊆
X \ f−1(Fn). Тодi

f−1(F ) ⊆
∞⋂
n=1

Bn ⊆
∞⋂
n=1

(X \ f−1(Fn)) = X \ f−1(
∞⋃
n=1

Fn) = X \ f−1(Y \ F ) =

= X \ (X \ f−1(F )) = f−1(F ).

Тому, f−1(F ) =
⋂∞
n=1Bn. Згiдно з [9, теорема 1] множина Bn є типу Gδ в X для кожного

n ∈ N. Тому i множина f−1(F ) є типу Gδ. Отже, f ∈ H1(X, Y ).

З теорем 4 i 5 негайно випливає наступний наслiдок.

Теорема 6. Нехай X — спадково берiв метризовний простiр, Y — метризовний простiр
i f : X → Y — слабко k-неперервне вiдображення. Тодi f належить до першого класу
Лебеґа.

4. Функцiї першого класу Лебеґа є слабко k-неперервними. Нагадаємо, що сiм’я
A = (Ai : i ∈ I) пiдмножин топологiчного простору X називається дискретною, якщо
для кожної точки x ∈ X iснує окiл U , який перетинається не бiльше нiж з однiєю з
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множин сiм’їA. Сiм’яA = (Ai : i ∈ I) пiдмножин топологiчного просторуX називається
сильно дискретною, якщо iснує дискретна сiм’я G = (Gi : i ∈ I) вiдкритих множин в X
така, що Ai ⊆ Gi для всiх i ∈ I. Зауважимо, що у випадку, коли простiр X метризовний,
то кожна дискретна сiм’я є сильно дискретною.

Сiм’я A називається (сильно) σ-дискретною, якщо її можна подати у виглядi злi-
ченного об’єднання (сильно) дискретних сiмей.

Сiм’я B пiдмножин топологiчного простору X називається базою для функцiї
f : X → Y , якщо для довiльної вiдкритої в Y множини V iснує пiдсiм’я BV ⊆ B така,
що f−1(V ) =

⋃
BV . Якщо, до того ж, сiм’я B є (сильно) σ-дискретною, то її назива-

ють (сильно) σ-дискретною базою для f , а вiдображення f : X → Y , яке має (сильно)
σ-дискретну базу, називається (сильно) σ-дискретним.

Зауваження 1. Довiльне вiдображення, яке дiє в простiр з другою аксiомою злiченно-
стi, є σ-дискретним. Також легко бачити, що кожне неперервне вiдображення з метри-
зовною областю визначення чи простором значень є σ-дискретним, адже метризовний
простiр має σ-дискретну базу. Згiдно з [7, теорема 3] довiльна функцiя першого класу
Лебеґа, яка визначена на повнометризовному просторi i набуває значень у метризовно-
му просторi, є σ-дискретною.

Теорема 7. Нехай X — нормальний простiр, Y — метризовний простiр i f : X → Y —
σ-дискретне вiдображення першого класу Лебеґа. Якщо виконується одна з наступних
умов: 1) f — сильно σ-дискретне; 2) Y — сепарабельний, то f є слабко k-неперервним.

Доведення. Нехай %— обмежена метрика на Y , яка породжує його топологiчну структу-
ру. Для кожного y ∈ Y покладемо fy(x) = %(x, y). Розглянемо iзометричне вкладення
h : Y → Z, де Z = `∞(Y ), h(y) = fy для всiх y ∈ Y . Тодi h ◦ f ∈ B1(X,Z) згiдно з [8,
теорема 3.7]. Нехай (gn)∞n=1 — послiдовнiсть неперервних вiдображень gn : X → Z, яка
поточково збiгається до h ◦ f на X.

Зафiксуємо ε > 0 i x ∈ X. Для кожного n ∈ N виберемо такий окiл Un(x) точки x,
що ‖gn(x′) − gn(x)‖ < ε

3
для всiх x′ ∈ Un(x). Крiм того, iснує такий номер N(x) ∈ N,

що ‖gn(x) − h(f(x))‖ < ε
3
для всiх n ≥ N(x). Покладемо U(x) = U1(x) ∩ · · · ∩ UN(x)(x).

Доведемо, що виконується (2). Справдi, нехай x′, x′′ ∈ U(x′) ∩ U(x′′). Без обмеження
загальностi, вважатимемо, що N(x′) ≤ N(x′′). Тодi

%(f(x′), f(x′′)) = ‖h(f(x′))− h(f(x′′))‖ ≤ ‖h(f(x′))− gN(x′′)(x
′)‖+

+‖gN(x′′)(x
′)− gN(x′′)(x

′′)‖+ ‖gN(x′′)(x
′′)− h(f(x′′))‖ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Отже, вiдображення f є слабко k-неперервним.

З теореми 7 i зауваження 1 випливає наступний наслiдок.

Теорема 8. Нехай X та Y — метризовнi простори i f : X → Y — вiдображення першого
класу Лебеґа. Якщо виконується одна з наступних умов: 1) X — повнометризовний;
2) Y — сепарабельний, то f є слабко k-неперервним.

Поєднуючи теореми 4, 5 i 8, ми одержимо наступний результат.

Теорема 9. Нехай f — вiдображення з простору X у простiр Y i виконується одна з
наступних умов:
1. X — спадково берiв метризовний простiр, Y — метризовний сепарабельний простiр;
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2. X — повнометризовний простiр, Y — метризовний простiр.
Тодi f належить до першого класу Лебеґа в тому i тiльки тому випадку, коли f є слабко
k-неперервним.

5. Поняття H1-композитора.

Означення 5. Нехай X i Y — топологiчнi простори. Вiдображення f : X → Y назива-
ється правим H1-композитором (H1(R)-композитором), якщо для довiльного тополо-
гiчного простору Z (для Z = R) i довiльного вiдображення g : Y → Z першого класу
Лебеґа композицiя g ◦ f : X → Z теж належить до першого класу Лебеґа.

Теорема 10. Нехай X — топологiчний простiр, Y — досконалий простiр. Тодi наступнi
умови рiвносильнi: 1. f є правим H1-композитором; 2. f є правим H1(R)-композитором;
3. f є Gδ-вимiрним.

Доведення. Iмплiкацiя (1) =⇒ (2) очевидна.
(2) =⇒ (3). Нехай F ⊆ Y — довiльна замкнена множина. Розглянемо функцiю

g : Y → R, g(y) =

{
1, y ∈ F,
0, y ∈ Y \ F.

Тодi g ∈ H1(Y,R), адже простiр Y досконалий.

Оскiльки f є правим H1(R)-композитором, то вiдображення g ◦ f : X → R належить
до першого класу Лебеґа. Неважко переконатися, що f−1(F ) = (g ◦ f)−1((0, 2)). Отже,
множина f−1(F ) є множиною типу Fσ в X.
(3) =⇒ (1). Нехай Z — топологiчний простiр, g ∈ H1(Y, Z) i h = g◦f . Вiзьмемо довiльну
замкнену в Z множину F . Тодi g−1(F ) =

⋃∞
n=1 Fn, де Fn — замкненi пiдмножини про-

стору Y . Оскiльки h−1(F ) = f−1(g−1(F )), то h−1(F ) =
⋃∞
n=1 f

−1(Fn). Але вiдображення
f є Gδ-вимiрним, тому множина h−1(F ) є Fσ-множиною в X.

6. Gδ-вимiрнiсть k-неперервних вiдображень.

Означення 6. Вiдображення f : X → Y мiж топологiчними просторами X i Y нази-
вається k-неперервним, якщо для довiльного окiл-вiдображення V : Y → T (Y ) iснує
окiл-вiдображення U : X → T (X) таке, що для всiх x′, x′′ ∈ X

x′, x′′ ∈ U(x′) ∩ U(x′′) =⇒ f(x′), f(x′′) ∈ V (f(x′)) ∩ V (f(x′′)). (4)

Легко бачити, що у випадку X = Y = R означення 6 i 1 є рiвносильними.

Твердження 2. Нехай X i Y — топологiчнi простори. Тодi кожне неперервне вiдобра-
ження f : X → Y є k-неперервним.

Доведення. Зафiксуємо довiльне окiл-вiдображення V : Y → T (Y ). Для довiльного
x ∈ X iснує такий окiл U(x) точки x, що f(U(x)) ⊆ V (f(x)). Перевiримо викона-
ння умови (4). Справдi, вiзьмемо такi точки x′, x′′ ∈ X, що x′, x′′ ∈ U(x′) ∩ U(x′′).
Тодi f(x′) ∈ f(U(x′′)) ⊆ V (f(x′′)). Аналогiчно, f(x′′) ∈ f(U(x′)) ⊆ V (f(x′)). Отже,
f(x′), f(x′′) ∈ V (f(x′)) ∩ V (f(x′′)).

Твердження 3. Нехай X, Y , Z — топологiчнi простори, f : X → Y — k-неперервне
вiдображення, g : Y → Z — слабко k-неперервне вiдображення. Тодi композицiя g ◦
f : X → Z є слабко k-неперервним вiдображенням.
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Доведення. Позначимо h = g ◦ f . Зафiксуємо довiльне майже вiдкрите окiл-вiдоб-
раження W : Z → T (Z) i знайдемо таке окiл-вiдображення V : Y → T (Y ), що
g(y′), g(y′′) ∈ W (g(y′)) ∩ W (g(y′′)) як тiльки y′, y′′ ∈ V (y′) ∩ V (y′′). Оскiльки вiд-
ображення f : X → Y є k-неперервним, то iснує окiл-вiдображення U : X → T (X),
що f(x′), f(x′′) ∈ V (f(x′)) ∩ V (f(x′′)) для всiх x′, x′′ ∈ U(x′) ∩ U(x′′). Зрозумiло, що
h(x′), h(x′′) ∈ W (h(x′)) ∩W (h(x′′)) для всiх x′, x′′ ∈ U(x′) ∩ U(x′′).

Теорема 11. Нехай X — спадково берiв метризовний простiр, Y — нормальний простiр
i f : X → Y — k-неперервне. Тодi f — Gδ-вимiрне.

Доведення. Згiдно з теоремою 10 досить довести, що f є правим H1(R)-композитором.
Розглянемо довiльне вiдображення g ∈ H1(Y,R). За теоремою 8 вiдображення g є

слабко k-неперервним. Застосувавши твердження 3, ми одержимо, що композицiя g ◦ f
є слабко k-неперервним вiдображенням. Тодi за теоремою 6, g ◦ f ∈ H1(X,R). Отже, f
є правим H1(R)-композитором.

7. Зв’язок мiж k-неперервними i кусково неперервними функцiями.

Лема 1. Нехай X — топологiчний простiр, (Xn)∞n=1 — диз’юнктна послiдовнiсть
Fσ-множин така, що X =

⊔∞
n=1Xn. Тодi iснує окiл-вiдображення U : X → T (X) та-

ке, що
якщо x ∈ Xn i y ∈ Xm при n 6= m, то y 6∈ U(x) або x 6∈ U(y). (5)

Доведення. Для кожного n ∈ N розглянемо зростаючу послiдовнiсть (Fn,k)
∞
k=1 замкне-

них множин, таку, що Xn =
⋃∞
k=1 Fn,k. Зафiксуємо x ∈ X i виберемо такий номер n = nx,

що x ∈ Xn. Покладемо kx = min{k ∈ N : x ∈ Fn,k},
Lx = {(m, k) ∈ N2 : m+ k ≤ n+ kx i m 6= n}, Bx =

⋃
(m,k)∈Lx

Fm,k.

Тодi множина Bx замкнена, причому x 6∈ Bx. Покладемо U(x) = X \Bx.
Покажемо, що окiл-вiдображення U : X → T (X) є шуканим. Справдi, нехай x ∈ Xn,

y ∈ Xm i n 6= m. Якщо n + kx ≤ m + ky, то (n, kx) ∈ Ly. Оскiльки x ∈ Fn,kx , то x ∈ By,
звiдки x 6∈ U(y). Якщо ж m+ ky < n+ kx, то y 6∈ U(x).

Твердження 4. Нехай X — досконало нормальний простiр, Y — топологiчний простiр,
X =

⋃∞
n=1Xn, де (Xn)∞n=1 — послiдовнiсть Fσ-множин, f : X → Y — таке вiдображення,

що f |Xn — k-неперервне для кожного n ∈ N. Тодi f : X → Y — k-неперервне.

Доведення. Зафiксуємо довiльне окiл-вiдображення V : Y → T (Y ). Згiдно з теоре-
мою редукцiї ([6, c. 358]) iснує диз’юнктна послiдовнiсть (An)∞n=1 множин типу Fσ
така, що An ⊆ Xn i X =

⊔∞
n=1An. Для кожного n ∈ N iснує окiл-вiдображення

Un : An → T (An) таке, що для всiх x′, x′′ ∈ Un(x′) ∩ Un(x′′) виконується включен-
ня f(x′), f(x′′) ∈ V (f(x′), f(x′′)). Для всiх n ∈ N i x ∈ An виберемо таку множину
Ũn(x) ∈ T (X), що Un(x) = An ∩ Ũn(x).

За лемою 1 iснує таке окiл-вiдображення U0 : X → T (X), що якщо x′ ∈ An i x′′ ∈ Am
при n 6= m, то x′ 6∈ U0(x

′′) або x′′ 6∈ U0(x
′). Покладемо U(x) = U0(x)∩Ũn(x), якщо x ∈ An.

Тодi U : X → T (X) — це окiл-вiдображення. Крiм того, якщо x′, x′′ ∈ U(x′) ∩ U(x′′), то
x′, x′′ ∈ U0(x

′) ∩ U0(x
′′), звiдки випливає, що iснує номер n ∈ N такий, що x′, x′′ ∈ An.

Тодi x′, x′′ ∈ An ∩ Ũn(x′) ∩ Ũn(x′′) = Un(x′) ∩ Un(x′′). Тому, f(x′), f(x′′) ∈ V (f(x′), f(x′′)).
Отже, вiдображення f : X → Y є k-неперервним.
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З тверджень 2 i 4 та означення кусково неперервного вiдображення негайно випливає
наступний результат.

Теорема 12. Нехай X — досконало нормальний простiр, Y — топологiчний простiр i
f : X → Y — кусково неперервне вiдображення. Тодi f — k-неперервне.

8. Характеризацiя k-неперервних вiдображень.

Теорема 13. Нехай X — спадково берiв метризовний простiр, Y — нормальний простiр
i f : X → Y . Тодi наступнi умови рiвносильнi: 1. f — кусково неперервне; 2. f — k-
неперервне; 3. f — Gδ-вимiрне.

Якщо, до того ж, Y — досконалий, то умови (1)–(3) еквiвалентнi до умови:
4. f — правий H1-композитор.

Доведення. Iмплiкацiя (1) =⇒ (2) доведена у теоремi 12. Iмплiкацiя (2) =⇒ (3) випливає
з теореми 11. Iмплiкацiя (3) =⇒ (1) встановлена в [10, теорема 8.1]. Якщо ж простiр Y
досконалий, то еквiвалентнiсть умов (3) i (4) випливає з теореми 10.

Наслiдок 1. Для вiдображення f : R→ R наступнi умови рiвносильнi:
1. f — правий B1-композитор; 2. f — k-неперервне.

Доведення. Випливає з теореми 13 i рiвностi H1(R,R) = B1(R,R).
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