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We study the Mθ/G/1/m queue with the time of service, depending on the length of the
queue at the service initiation. By using Korolyuk’s potential method, we derive the average
duration of the busy time and the stationary distribution of the number of customers in such a
system. Similar results for the Mθ/G/1 queue with one threshold of switching of service modes
are obtained.

К. Ю. Жерновый. Системы типа Mθ/G/1/m с временем обслуживания, зависимым от
длины очереди // Мат. Студiї. – 2012. – Т.38, №1. – C.93–105.

Изучена система Mθ/G/1/m, в которой время обслуживания зависит от длины оче-
реди и определяется в момент начала обслуживания заявки. С помощью метода потен-
циала Королюка определена средняя продолжительность периода занятости и стацио-
нарное распределение числа заявок в системе. Аналогичные результаты получены для
системы Mθ/G/1 с одним порогом переключения режимов обслуживания.

1. Вступ. Моделi систем обслуговування, в яких iнтенсивнiсть обслуговування цiле-
спрямовано змiнюється разом з довжиною черги, а замовлення надходять групами,
часто використовуються для вивчення телекомунiкацiйних процесiв, зокрема процесiв
передавання даних у мережах АТМ з використанням технологiй мультиплексування
([1, 2]). Ми вивчимо систему Mθ/G/1/m, в якiй час обслуговування кожного замовлен-
ня визначається за правилом: якщо в момент початку обслуговування цього замовлення
у системi перебуває n замовлень, то його часу обслуговування вiдповiдає функцiя роз-
подiлу Fn(x). Аналогiчна модель змiни iнтенсивностi обслуговування розглядалась у
статтi [2], у якiй система M/D/1/m використана для моделювання процесу передаван-
ня голосових пакетiв за допомогою мультиплексора. Огляд результатiв, отриманих для
систем обслуговування з часом обслуговування, залежним вiд довжини черги, можна
знайти в [3]. У статтi [4], найближчiй за постановкою задачi до наших дослiджень, за до-
помогою марковської теорiї вiдновлення для системи Mθ/G/1, у якiй функцiя розподiлу
часу обслуговування Fn(x) визначається вiдповiдно до кiлькостi n замовлень у системi
в момент початку обсуговування кожного замовлення, записано алгебраїчну систему
рiвнянь для стацiонарних ймовiрностей, якi вiдповiдають моментам завершення обслу-
говування замовлень. Розв’язки цiєї доволi громiздкої системи, для яких не наведено
явних формул, необхiдно перерахувати за допомогою рекурентних спiввiдношень для
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отримання стацiонарного розподiлу, який вiдповiдає довiльним моментам часу (t→∞).
Разом з тим, як зазначено у статтi [2], для дослiдження процесiв передавання даних з
використанням мультиплексора важливо дослiдити систему зi скiнченним буфером.

На вiдмiну вiд працi [4], ми вивчимо систему Mθ/G/1/m зi скiнченним буфером (з
обмеженою чергою), для якої визначимо середню тривалiсть перiоду зайнятостi i отри-
маємо зручнi для числової реалiзацiї формули для стацiонарного розподiлу кiлькостi
замовлень у системi та її стацiонарних характеристик. Аналогiчнi результати одержимо
для системи Mθ/G/1 з одним порогом перемикання режимiв обслуговування.

Метод потенцiалу розроблений В. С. Королюком ([5]) для неперервних знизу ви-
падкових блукань i застосовувався його учнями в модифiкованому виглядi ([6–9]) для
аналiзу систем M/G/1 та Mθ/G/1 як з обмеженою, так i з необмеженою чергою.

У статтях [10, 11] методом потенцiалу дослiджено системи типу Mθ/G/1/m та
Mθ/G/1 з пороговим блокуванням вхiдного потоку та перемиканням режимiв обслу-
говування (r порогiв перемикання: h1 < h2 < · · · < hr). Блокування потоку замовлень
здiйснюється пiд час обслуговування кожного чергового замовлення, для якого кiль-
кiсть замовлень у системi в момент початку його обслуговування, перевищує заданий
пороговий рiвень h = h1.

2. Опис моделi та основнi позначення. Розглянемо систему обслуговування типу
Mθ/G/1/m. Нехай заданi послiдовностi незалежних однаково розподiлених випадкових
величин {αi}, {θi}, {βin} (i, n ∈ N), де αi — час мiж надходженням (i − 1)–ої та i–ої
групи замовлень, θi — кiлькiсть замовлень в i–iй групi, а βin — час обслуговування
i–го замовлення, якщо в момент початку його обслуговування в системi перебуває n
замовлень. Вважаємо, що P{αi < x} = 1− e−λx (λ > 0), P{θi = n} = an (

∑∞
n=1 an = 1).

Якщо ξ(t) — кiлькiсть замовлень у системi в момент часу t, i в момент початку
обслуговування i–го замовлення ξ(t) = n, то P{βin < x} = Fn(x) (x ≥ 0), Fn(0) = 0
(n ∈ {1, 2, . . . ,m+ 1}). Позначимо описану систему обслуговування через

Mθ/G1, . . . ,Gm+1/1/m.

Замовлення обслуговуються по одному, виконане замовлення покидає систему, i при-
стрiй, що обслуговує систему, негайно починає обслуговувати замовлення з черги за її
наявностi або чекає надходження чергової групи замовлень. Застосовується дисциплiна
обслуговування FIFO. Черга всерединi одної групи замовлень може бути органiзована
довiльно. Максимальна кiлькiсть замовлень, якi одночасно можуть перебувати у черзi,
не може перевищувати числа m.

Позначимо через Pn умовну ймовiрнiсть за умови, що в початковий момент часу
в системi перебуває n ∈ Z+ замовлень, i через M(P) умовне математичне сподiвання
(умовну ймовiрнiсть) за умови, що система починає працювати в момент надходження
першої групи замовлень.

Введемо такi позначення: η(x) — кiлькiсть замовлень, якi надiйшли в систему на
промiжку часу [0;x); ak∗n — k–кратна згортка послiдовностi an;

fn(s) =

∫ ∞
0

e−sxdFn(x), Mn =

∫ ∞
0

xdFn(x) <∞, F n(x) = 1− Fn(x);

α(z) =
∑∞

k=1
zkak; an =

∑∞

k=n
ak; pn =

∑∞

k=n
pk; qn =

∑∞

k=n
qk; b1 =

∑∞

k=1
kak;
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pni =

∫ ∞
0

P{η(x) = i+ 1}dFn(x) =
∑i+1

k=0
ak∗i+1

∫ ∞
0

e−λx
(λx)k

k!
dFn(x) (i ≥ −1); (1)

qni =

∫ ∞
0

P{η(x) = i}F n(x)dx =
∑i

k=0
ak∗i

∫ ∞
0

e−λx
(λx)k

k!
F n(x)dx (i ≥ 0). (2)

Зауважимо, що для кожного n ∈ {1, 2, . . . ,m + 1} маємо
∑∞

i=−1 pni = 1, тому по-
слiдовнiсть pni можна iнтерпретувати як розподiл стрибкiв напiвнеперервного знизу
випадкового блукання. Потенцiал цього блукання визначимо рiвнiстю∑∞

k=1
zkRnk =

z

fn
(
λ(1− α(z))

)
− z

, |z| < min{1, νn},

де νn — єдиний корiнь рiвняння fn
(
λ(1−α(z))

)
= z на промiжку [0; 1]. Враховуючи, що∑∞

k=0
zkqnk =

1− fn
(
λ(1− α(z))

)
λ(1− α(z))

,

одержимо рiвностi ∑∞

k=0
qnk = Mn. (3)

Послiдовностi qnk та Rnk можна обчислити за допомогою рекурентних спiввiдно-
шень ([8])

qn0 =
1− fn(λ)

λ
, qnk =

∑k

i=1
aiqn,k−i −

pn,k−1
λ

(k ∈ N); (4)

Rn1 =
1

pn,−1
, Rn,k+1 =

Rnk −
∑k−1

i=0 pniRn,k−i

pn,−1
(k ∈ N). (5)

3. Перiод зайнятостi та стацiонарний розподiл. Нехай τ(m) = inf{t ≥ 0: ξ(t) = 0}
позначає перший перiод зайнятостi для системи Mθ/G1, . . . ,Gm+1/1/m;

ϕn(t, k) = Pn{ξ(t) = k, τ(m) > t}, Φn(k) =

∫ ∞
0

ϕn(t, k)dt (n ∈ N, k ∈ {1, 2, . . . ,m+ 1}).

Очевидно, що ϕ0(t, k) = 0. За допомогою формули повної ймовiрностi одержимо рiвностi

ϕn(t, k) =
∑m−n

j=0

∫ t

0

P{η(x) = j}ϕn+j−1(t− x, k)dFn(x)+

+

∫ t

0

P{η(x) ≥ m+ 1− n}ϕm(t− x, k)dFn(x) +
(
P{η(t) = k − n}+

+I{k = m+ 1}P{η(t) ≥ m+ 2− n}
)
F n(t) (1 ≤ n ≤ m). (6)

Тут I{A} дорiвнює 1 або 0, залежно вiд того, вiдбулась подiя A чи нi.
Ввiвши позначення f(n)(k) = qn,k−n + I{k = m+ 1}qn,m+2−n, i враховуючи спiввiдно-

шення (1) i (2), з (6) отримаємо систему рiвнянь для визначення функцiй Φn(k)

Φn(k) =
∑m−n

j=0
pn,j−1(s)Φn+j−1(k) + pn,m−nΦm(k) + f(n)(k) (1 ≤ n ≤ m), (7)

з граничною умовою
Φ0(k) = 0. (8)

Знайдемо функцiї Φn(k), розв’язавши систему рiвнянь (7), (8).
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Теорема 1. Для всiх k ∈ {1, 2, . . . ,m+ 1} функцiї Φn(k) визначаються у виглядi

Φn(k) = Φm(k)−
∑m−n

i=1
Rnif(n+i)(k) (n ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}), (9)

де

Φm(k) = R1,1

(∑m−1

i=1
R1if(i+1)(k)−

∑m−1

j=1
p1,j−1

∑m−j

i=1
Rjif(j+i)(k) + f(1)(k)

)
, (10)

а для сталих Rni виконуються такi рекурентнi спiввiдношення

Rn,1 = Rn+1,1;

Rn,j+1 = pn+1,−1Rn+1,2Rn+1,j −Rn+1,1

∑j−1

i=1
pn+1,iRn+1+i,j−i, (11)

де j ∈ N, n ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}.

Доведення. Для доведення рiвностей (9) застосуємо метод математичної iндукцiї. Рiв-
няння (7) для n = m набуває вигляду Φm(k) = pm,−1Φm−1(k) + pm,0Φm(k) + f(m)(k),
звiдки, враховуючи, що 1− pm,0 = pm,−1 = 1/Rm,1, отримуємо

Φm−1(k) = Φm(k)−Rm,1f(m)(k) = Φm(k)−Rm−1,1f(m)(k),

що збiгається з (9) для n = m− 1.
Припустимо, що рiвностi (9) виконуються для всiх n (n ∈ {2, 3, . . . ,m−1}). Доведемо

(9) для Φn−1(k). З (7) маємо

Φn(k) = pn,−1Φn−1(k) + pn,0Φn(k) +
∑m−n

j=2
pn,j−1Φn+j−1(k) + pn,m−nΦm(k) + f(n)(k).

Звiдси

Φn−1(k) = Rn,1

(
(1− pn,0)Φn(k)−

∑m−n

j=2
pn,j−1Φn+j−1(k)− pn,m−nΦm(k)−

−f(n)(k)

)
= Rn,1

(
(1− pn,0)

(
Φm(k)−

∑m−n

i=1
Rnif(n+i)(k)

)
−

−
∑m−n

j=2
pn,j−1

(
Φm(k)−

∑m−n−j+1

i=1
Rn+j−1,if(n+j−1+i)(k)

)
− pn,m−nΦm(k)− f(n)(k)

)
=

= Φm(k)− pn,−1Rn,2

∑m−n

i=1
Rnif(n+i)(k) +Rn,1

∑m−n

j=2
pn,j−1×

×
∑m−n−j+1

i=1
Rn+j−1,if(n+j−1+i)(k)−Rn−1,1f(n)(k) =

= Φm(k)− pn,−1Rn,2

∑m−n+1

i=2
Rn,i−1f(n−1+i)(k) +Rn,1

(
pn,1

∑m−n−1

i=1
Rn+1,if(n+1+i)(k)+

+pn,2
∑m−n−2

i=1
Rn+2,if(n+2+i)(k) + · · ·+ pn,m−n−1Rm−1,1f(m)(k)

)
−Rn−1,1f(n)(k) =

= Φm(k)−
∑m−n+1

i=2

(
pn,−1Rn,2Rn,i−1 −Rn,1

∑i−2

j=1
pnjRn+j,i−1−j

)
f(n−1+i)(k)−

−Rn−1,1f(n)(k) = Φm(k)−
∑m−n+1

i=1
Rn−1,if(n−1+i)(k),

що збiгається з (9), якщо там замiнити n на n − 1. Отже, рiвностi (9) доведено. Одно-
часно ми переконалися у справедливостi спiввiдношень (11), позначивши через Rn−1,i
коефiцiєнти бiля f(n−1+i)(k) у сумi

∑m−n+1
i=1 Rn−1,if(n−1+i)(k).
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Для виведення формули (10) досить покласти n = 1 в (7) i в (9), використати
граничну умову (8), прирiвняти одержанi з (7) i (9) вирази для Φ1(k), виключити всi
Φi(k) (i ∈ {2, 3, . . . ,m − 1}) за допомогою (9) i розв’язати отримане рiвняння вiдносно
Φm(k).

Якщо система починає працювати в момент надходження першої групи замовлень,
то для всiх k ∈ {1, 2, . . . ,m + 1} за допомогою формули повної ймовiрностi отримаємо
такi рiвностi ∫ ∞

0

P{ξ(t) = k, τ(m) > t}dt =
∑m

n=1
anΦn(k) + am+1Φm+1(k). (12)

Враховуючи, що

ϕm+1(t, k) =

∫ t

0

ϕm(t− x, k)dFm+1(x) + I{k = m+ 1}Fm+1(t);

Φm+1(k) = Φm(k) + I{k = m+ 1}Mm+1,

i використовуючи спiввiдношення (9), можемо детально розписати праву частину (12)∫ ∞
0

P{ξ(t) = k, τ(m) > t}dt = Φm(k)−
∑m−1

n=1
an
∑m−n

i=1
Rnif(n+i)(k)+

+am+1I{k = m+ 1}Mm+1. (13)

Для вiдшукання
∫∞
0

P{τ(m) > t}dt = M τ(m) необхiдно додати всi рiвностi (13) для
k вiд 1 до m+ 1. Враховуючи (3), неважко переконатись, що∑m+1

k=1
f(n)(k) =

∑∞

k=0
qnk = Mn (1 ∈ {1, 2, . . . ,m}).

Отже, з (13) i (10) випливає таке твердження.

Теорема 2. Середня тривалiсть перiоду зайнятостi системи Mθ/G1, . . . ,Gm+1/1/m ви-
значається у виглядi

M τ(m) = R1,1

(
M1 +

∑m−1

i=1
R1iMi+1 −

∑m−1

j=1
p1,j−1

∑m−j

i=1
RjiMj+i

)
+

+am+1Mm+1 −
∑m−1

n=1
an
∑m−n

i=1
RniMn+i. (14)

Для виведення формул для стацiонарного розподiлу кiлькостi замовлень у системi
Mθ/G1, . . . ,Gm+1/1/m позначимо через τi(m) (i ∈ Z+), τ0(m) = 0, послiдовнi моменти
часу звiльнення системи вiд замовлень. Зрозумiло, що τ1(m) = τ(m). Нехай ξi (i ∈ Z+),
ξ0 = 0 — послiдовнi iнтервали простою системи пiсля моментiв τi(m) до часу прибу-
ття чергової групи замовлень. Очевидно, що ξi — показниково розподiленi випадковi
величини з параметром λ, i моменти ξi + τi(m) (i ∈ Z+) утворюють процес вiдновле-
ння. Використовуючи функцiю вiдновлення, що вiдповiдає цьому процесу, та вузлову
теорему вiдновлення (див. доведення теореми 2 статтi [10]), обчислимо границi

lim
t→∞

P{ξ(t) = k} =
λ

1 + λM τ(m)

∫ ∞
0
P{ξ(u) = k, τ(m) ≥ u}du (k ∈ {1, 2, . . . ,m+ 1});

lim
t→∞

P{ξ(t) = 0}=
λ

1 + λM τ(m)

∫ ∞
0
P{τ(m) < u, τ(m) + ξ1 ≥ u}du=

1

1 + λM τ(m)
. (15)

З (15) i (13) пiсля нескладних перетверень отримуємо таке твердження.
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Теорема 3. Стацiонарний розподiл кiлькостi замовлень у системi Mθ/G1, . . . ,Gm+1/1/m
визначається за формулами

ρ0(m) =
1

1 + λM τ(m)
; ρk(m) =

λ

1 + λM τ(m)

(
R1,1

(
q1,k−1 +

∑k−1

i=1
R1iqi+1,k−i−1−

−
∑k−1

j=1
p1,j−1

∑k−j

i=1
Rjiqj+i,k−j−i

)
−
∑k−1

n=1
an
∑k−n

i=1
Rniqn+i,k−n−i

)
, (16)

де k ∈ {1, 2, . . . ,m}.

ρm+1(m) =
λ

1 + λM τ(m)

(
R1,1

(
q1,m +

∑m−1

i=1
R1iqi+1,m−i −

∑m−1

j=1
p1,j−1×

×
∑m−j

i=1
Rjiqj+i,m+1−j−i

)
−
∑m−1

n=1
an
∑m−n

i=1
Rniqn+i,m+1−n−i + am+1Mm+1

)
.

4. Визначення стацiонарних характеристик. Для системи з обмеженою чергою
та груповим надходженням замовлень деякi замовлення, якi прибувають у момент
часу, коли вхiдний потiк не блокується, можуть бути втраченi (якщо сумарна кiль-
кiсть замовлень перевищує число m + 1). Тому, якщо a1 < 1, то для нашої системи
Mθ/G1, . . . ,Gm+1/1/m формула Psv(m) = 1 − ρm+1(m) для обчислення ймовiрностi об-
слуговування невiрна.

Спираючись на властивiсть ергодичностi процесу, який описує змiну кiлькостi за-
мовлень у системi, формулу для Psv(m) одержимо як вiдношення Nsv/N . Тут N = λb1 —
середня кiлькiсть замовлень, якi прибувають на вхiд системи за одиницю часу, а Nsv =(
1 − ρ0(m)

)
/M — середня кiлькiсть обслужених замовлень за одиницю часу, де M —

середнiй час обслуговування одного замовлення, який можна визначити за формулою

1

M
=

1

M τ(m)

∑m+1

n=1

Mωn(m)

Mn

.

ТутMωn(m) — середня тривалiсть частини перiоду зайнятостi, якiй вiдповiдає функцiя
розподiлу Fn(x) часу обслуговування одного замовлення. Використовуючи спiввiдно-
шення (14) для M τ(m), отримаємо таку формулу для ймовiрностi обслуговування

Psv(m) =
1

b1
(
1 + λM τ(m)

)(R1,1

(
1 +

∑m−1

i=1
R1i −

∑m−1

j=1
p1,j−1

∑m−j

i=1
Rji

)
+

+am+1 −
∑m−1

n=1
an
∑m−n

i=1
Rni

)
. (17)

Стацiонарнi характеристики черги — середню довжину черги MQ(m) i середнiй час
очiкування Mw(m) знаходимо за формулами

MQ(m) =
∑m

k=1
kρk+1(m); Mw(m) =

MQ(m)

λb1Psv(m)
. (18)

Приклад 1. Припустимо, що m = 4, λ = 2, замовлення можуть надходити групами
кiлькiстю вiд одного до п’яти з ймовiрностями ai = 0, 2 (i ∈ {1, 2, . . . , 5}), а час об-
слуговування визначається вiдповiдно до кiлькостi замовлень n у системi на початок
обслуговування замовлення i розподiлений рiвномiрно на промiжках [0, 2] (n = 1); [0, 1]
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(n = 2); [0; 0, 5] (n = 3); [0; 0, 25] (n = 4); [0; 0, 125] (n = 5) вiдповiдно. Отже, M1 = 1;
M2 = 0, 5; M3 = 0, 25; M4 = = 0, 125; M5 = 0, 0625; b1 = 3. Ввiвши позначення

Sni =
1

2λMn

(
1−

∑i

k=0

(2λMn)k

k!
e−2λMn

)
, n ∈ N, i ∈ Z+,

за формулами (1) отримуємо

pn,−1 = Sn0, pn0 = a1Sn1, pn1 = a21Sn2 + a2Sn1, pn2 = a31Sn3 + 2a1a2Sn2 + a3Sn1.

Тепер можна скористатися рiвностями (2) (або (4)), (5) i (11) для обчислення qni, Rni

та Rni.
Середня тривалiсть перiоду зайнятостi M τ(m), знайдена за формулою (14), стано-

вить 13,517.
У стрiчцi “ρk(m)” табл. 1 записано ймовiрностi ρk(m), обчисленi за формулами (16).

У цiй же таблицi для порiвняння наведено значення вiдповiдних ймовiрностей, отрима-
них за допомогою системи iмiтацiйного моделювання GPSS World ([12]) для значення
часу t = 100 000. Значення стацiонарних характеристик системи, знайденi за формула-
ми (17) i (18), а також за допомогою GPSS World, наведено у табл. 2.

Таблиця 1
Стацiонарний розподiл кiлькостi замовлень у системi (m = 4).

Кiлькiсть замовлень (k) 0 1 2 3 4 5
ρk(m) 0,0357 0,1097 0,1975 0,2017 0,1540 0,3014

ρk(m) (GPSS World, t = 105) 0,0370 0,1136 0,1955 0,1986 0,1525 0,3028

Таблиця 2
Стацiонарнi характеристики системи (m = 4).

Характеристика Psv(m) MQ(m) Mw(m)
Аналiтичне значення 0,4756 2,2687 0,7951

Значення згiдно з GPSS World (t = 105) 0,4710 2,2610 0,8030

5. Стацiонарний розподiл для системи з одним порогом. Розглянемо част-
ковий випадок системи обслуговування Mθ/G1, . . . ,Gm+1/1/m, для якої час обслуго-
вування визначається в момент початку обслуговування замовлення i залежить вiд
спiввiдношення мiж кiлькiстю замовлень у системi та заданим пороговим рiвнем h
(h ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}).

Нехай ξ(t) — кiлькiсть замовлень у системi в момент часу t, а βi — час обслугову-
вання i–го замовлення. Якщо t — момент початку обслуговування i–го замовлення, i
ξ(t) ≤ h, то P{βi < x} = F (x) (x ≥ 0), F (0) = 0. Якщо ж ξ(t) > h, то P{βi < x} = F̃ (x)

(x ≥ 0), F̃ (0) = 0. Позначимо описану систему обслуговування через Mθ/G, G̃/1/m.

Поклавши Fn(x) = F (x) (n ∈ {1, 2, . . . , h}), Fn(x) = F̃ (x) (n ∈ {h+ 1, h+ 2, . . . ,m+ 1}),
бачимо, що ця система є частковим випадком системи Mθ/G1, . . . ,Gm+1/1/m.
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Отже, твердження теорем 1–3 переносяться на випадок системи Mθ/G, G̃/1/m, якщо
у вiдповiдних формулах пiдставити

fn(s) = f(s), Mn = M, pni = pi, qni = qi, Rni = Ri,

f(n)(k) = fn(k) = qk−n + I{k = m+ 1}qm+2−n (n =∈ {1, 2, . . . , h});
fn(s) = f̃(s), Mn = M̃, pni = p̃i, qni = q̃i, Rni = R̃i,

f(n)(k) = f̃n(k) = q̃k−n + I{k = m+ 1}q̃m+2−n (n ∈ {h+ 1, h+ 2, . . . ,m+ 1}).

Нижче ми отримаємо формули для M τ(m) та стацiонарного розподiлу ρk(m) (k ∈
{1, 2, . . . ,m+ 1}) у виглядi, зручному для перходу до границi при m→∞.

Для системи обслуговування Mθ/G, G̃/1/m система рiвнянь (7) для визначення фун-
кцiй Φn(k) набуває вигляду

Φn(k) =
∑m−n

j=0
pj−1Φn+j−1(k) + pm−nΦm(k) + fn(k) (n ∈ {1, 2, . . . , h}), (19)

Φn(k) =
∑m−n

j=0
p̃j−1Φn+j−1(k) + p̃m−nΦm(k) + f̃n(k) (n ∈ {h+ 1, h+ 2, . . . ,m}). (20)

Розглянемо (20) як поки що окрему систему рiвнянь вiдносно функцiй Φn(k) (n ∈ {h, h+
1, . . . ,m}). Її розв’язки, використовуючи теорему 2 статтi [7] про розв’язки рiвняння на
вiдрiзку, можна записати у виглядi

Φn(k) = Φm(k)−
∑m−n

i=1
R̃if̃n+i(k) (n ∈ {h, h+ 1, . . . ,m}). (21)

Систему рiвнянь (19) запишемо так

Φn(k)−
∑h−n−1

j=−1
pjΦn+j(k) =

∑m−n−1

j=h−n
pjΦn+j(k) + pm−nΦm(k) + fn(k) (1 ≤ n ≤ h).

(22)

Використовуючи знову теорему 2 ([7]), з (22) для n ∈ {1, 2, . . . , h} отримаємо

Φn(k) = Rh−nΦh(k)−
∑h−n

i=1
Ri

(∑m−1

j=h
pj−n−iΦj(k) + pm−n−iΦm(k) + fn+i(k)

)
. (23)

Виразивши за допомогою (21) всi Φn(k) для n ∈ {h, h+ 1, . . . ,m− 1} i пiдставивши їх у
(23), одержимо спiввiдношення

Φn(k) = Φm(k)−Dn(k) (n ∈ {1, 2, . . . , h− 1}), (24)

де

Dn(k) = p−1Rh+1−n
∑m−h

i=1
R̃if̃h+i(k)−

−
∑h−n

u=1
Ru

∑m−1

j=h+1
pj−n−u

∑m−j

i=1
R̃if̃j+i(k) +

∑h−n

i=1
Rifn+i(k).

Поклавши в (24) n = 0, за допомогою граничної умови (8) знайдемо

Φm(k) = D0(k). (25)

Отже, рiвностi (21), (24) i (25) визначають функцiї Φn(k) (n ∈ {1, 2, . . . ,m}) для системи
обслуговування Mθ/G, G̃/1/m. Використовуючи цi функцiї i мiркуючи так само, як у
доведеннях теорем 2 i 3, одержимо таке твердження.
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Теорема 4. Середня тривалiсть перiоду зайнятостi та стацiонарний розподiл кiлькостi
замовлень для системи Mθ/G, G̃/1/m визначаються у виглядi

M τ(m) = M

(∑h

i=1
Ri −

∑h−1

n=1
an
∑h−n

i=1
Ri

)
+ M̃

(
p−1R(h)

∑m−h

i=1
R̃i−

−
∑m−1

j=h+1
rj(h)

∑m−j

i=1
R̃i −

∑m−1

n=h
an
∑m−n

i=1
R̃i + am+1

)
, (26)

ρ0(m) =
1

1 + λM τ(m)
;

ρk(m) =
λ

1 + λM τ(m)

(∑k

i=1
Riqk−i −

∑k−1

n=1
an
∑k−n

i=1
Riqk−n−i

)
(k ∈ {1, 2, . . . , h});

ρk(m) =
λ

1 + λM τ(m)

(∑h

i=1
Riqk−i −

∑h−1

n=1
an
∑h−n

i=1
Riqk−n−i+

+p−1R(h)
∑k−h

i=1
R̃iq̃k−h−i −

∑k−1

j=h+1
rj(h)

∑k−j

i=1
R̃iq̃k−j−i−

−
∑k−1

n=h
an
∑k−n

i=1
R̃iq̃k−n−i

)
(k ∈ {h+ 1, h+ 2, . . . ,m}); (27)

ρm+1(m) =
λ

1 + λM τ(m)

(∑h

i=1
Riqm+1−i −

∑h−1

n=1
an
∑h−n

i=1
Riqm+1−n−i+

+p−1R(h)
∑m−h

i=1
R̃iq̃m+1−h−i −

∑m−1

j=h+1
rj(h)

∑m−j

i=1
R̃iq̃m+1−j−i−

−
∑m−1

n=h
an
∑m−n

i=1
R̃iq̃m+1−n−i + M̃am+1

)
,

де

R(h) = Rh+1 −
∑h−1

n=1
anRh+1−n; rk(h) =

∑h

i=1
Ripk−i −

∑h−1

n=1
an
∑h−n

i=1
Ripk−n−i. (28)

6. Система з одним порогом без обмежень на довжину черги. Розглянемо
систему обслуговування Mθ/G, G̃/1, для якої знiмається обмеження на довжину черги.
Введемо позначення: ρ = λMb1, ρ̃ = λM̃b1. Для послiдовностi {R̃n} безпосередньо з
теореми 1.5 ([8, c. 38]) випливає таке твердження.

Лема 1. Якщо ρ̃ < 1, то

lim
n→∞

R̃n =
1

1− ρ̃
. (29)

Якщо ж ρ̃ ≥ 1, то lim
n→∞

R̃n =∞.

Лема 2. Для послiдовностей {pn} i {an} виконуються граничнi спiввiдношення

lim
m→∞

mpm = lim
m→∞

mam = 0. (30)

Доведення. Вiдомо, що
∑∞

k=0(k+1)pk = ρ,
∑∞

k=1 kak = b1. Оскiльки mpm =
∑∞

k=mmpk ≤∑∞
k=m kpk, то lim

m→∞
mpm = 0, бо

lim
m→∞

mpm ≤ lim
m→∞

∞∑
k=m

kpk = 0.

Аналогiчно доводимо, що lim
m→∞

mam = 0.
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Лема 3. Для послiдовностi (28) виконується рiвнiсть∑∞

k=h+1
rk(h) = p−1R(h)− ah. (31)

Доведення. Використовуючи рiвностi ([10])∑n

k=1
Rkpn−k = Rn − 1 (n ∈ N) (32)

i спiввiдношення ∑h

k=1
Rkpn−k = Rh − p−1Rh+1, (33)

яке випливає з (5), для послiдовностi (28) одержимо∑∞

k=h+1
rk(h) =

∑h

i=1
Riph−i −

∑h−1

n=1
an
∑h−n

i=1
Riph−n−i − rh(h) =

= Rh − 1−
∑h−1

n=1
an(Rh−n − 1)−Rh + p−1Rh+1 +

∑h−1

n=1
an(Rh−n − p−1Rh+1−n) =

=
∑h−1

n=1
an − 1 + p−1Rh+1 − p−1

∑h−1

n=1
anRh+1−n = p−1R(h)− ah.

Лема 4. Для послiдовностi rk(h)

∑∞

k=h+1
krk(h) = (ρ− 1 + p−1)

∑h

i=1
Riah+1−i +

∑h

i=1
Ri

(
iph+1−i−

−
∑h−i

k=1
kpk

)
−
∑h−1

n=1
an
∑h−n

i=1
Ri

(
(n+ i)ph+1−n−i −

∑h−n−i

k=1
kpk

)
. (34)

Якщо a1 = 1, то ∑∞

k=h+1
krk(h) = 1 + (ρ− 1)Rh + hp−1(Rh+1 −Rh). (35)

Доведення. Враховуючи, що
∑∞

k=0(k + 1)pk = ρ, матимемо∑∞

k=h+1
kpk−i =

∑∞

k=h+1
(k − i+ 1)pk−i + (i− 1)

∑∞

k=h+1
pk−i =

= ρ−
∑h−i

k=0
(k + 1)pk + (i− 1)ph+1−i = ρ− 1 + p−1 + iph+1−i −

∑h−i

k=1
kpk. (36)

Оскiльки∑∞

k=h+1
krk(h) =

∑h

i=1
Ri

∑∞

k=h+1
kpk−i −

∑h−1

n=1
an
∑h−n

i=1
Ri

∑∞

k=h+1
kpk−n−i,

то за допомогою (36) одержимо (34). Якщо a1 = 1, то знову використовуючи рiвностi
(32) i (33), з (34) отримаємо спiввiдношення (35).

Позначимо через τ(∞) = inf{t ≥ 0: ξ(t) = 0} перший перiод зайнятостi для системи
Mθ/G, G̃/1, а через M τ(∞) його середню тривалiсть.
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Теорема 5. Якщо ρ̃ < 1, то

M τ(∞) = M
∑h

i=1
Riah+1−i +

M̃

1− ρ̃

(
b1 −

∑h−1

k=1
kak − hp−1R(h)+

+(ρ− 1 + p−1)
∑h

i=1
Riah+1−i +

∑h

i=1
Ri

(
iph+1−i−

−
∑h−i

k=1
kpk

)
−
∑h−1

n=1
an
∑h−n

i=1
Ri

(
(n+ i)ph+1−n−i −

∑h−n−i

k=1
kpk

))
. (37)

Якщо ρ̃ < 1 i a1 = 1, то

M τ(∞) = MRh +
M̃

1− ρ̃

(
1− (1− ρ)Rh

)
. (38)

Доведення. Виконаємо перетворення, якi дадуть змогу перейти в (26) до границi при
m→∞. Маємо

S(m) = p−1R(h)
∑m−h

i=1
R̃i −

∑m−1

k=h+1
rk(h)

∑m−k

i=1
R̃i −

∑m−1

n=h
an
∑m−n

i=1
R̃i =

=
∑m−h−1

k=0
R̃m−h−k

(
p−1R(h)−

∑h+k

i=h+1
ri(h)−

∑h+k

n=h
an

)
=

= R̃m−h

(
(m− h)p−1R(h)−

∑m−1

k=h+1
(m− k)rk(h)−

∑m−1

k=h
(m− k)ak

)
+

+
(
R̃m−h − R̃m−h−1

)(
rh+1(h) + ah + ah+1 − p−1R(h)

)
+

+
(
R̃m−h − R̃m−h−2

)(
rh+1(h) + rh+2(h) + ah + ah+1 + ah+2 − p−1R(h)

)
+

+ . . .+
(
R̃m−h − R̃2

)(∑m−2

k=h+1
rk(h) +

∑m−2

k=h
ak − p−1R(h)

)
+

+
(
R̃m−h − R̃1

)(∑m−1

k=h+1
rk(h) +

∑m−1

k=h
ak − p−1R(h)

)
. (39)

З рiвностей (29) i (31) випливає, що всi доданки у сумi (39), крiм першого, при m→∞
прямують до нуля, тобто

lim
m→∞

S(m) = lim
m→∞

R̃m−h

(
(m− h)p−1R(h)−

∑m−1

k=h+1
(m− k)rk(h)−

−
∑m−1

k=h
(m− k)ak

)
=

1

1− ρ̃

(
b1 −

∑h−1

k=1
kak − hp−1R(h) +

∑∞

k=h+1
krk(h)

)
+

+ lim
m→∞

mR̃m−h

(
p−1R(h)−

∑m−1

k=h+1
rk(h)−

∑m−1

k=h
ak

)
. (40)

Оскiльки

p−1R(h)−
∑m−1

k=h+1
rk(h)−

∑m−1

k=h
ak = p−1R(h)−

∑∞

k=h+1
rk(h)−

−ah +
∑∞

k=m
rk(h) + am =

∑∞

k=m
rk(h) + am,
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то використовуючи спiввiдношення (28)–(30), одержимо

lim
m→∞

mR̃m−h

(
p−1R(h)−

∑m−1

k=h+1
rk(h)−

∑m−1

k=h
ak

)
=

=
1

1− ρ̃
lim
m→∞

m

(∑∞

k=m
rk(h) + am

)
=

=
1

1− ρ̃

(∑h

i=1
Ri lim

m→∞
mpm−i −

∑h−1

n=1
an
∑h−n

i=1
Ri lim

m→∞
mpm−n−i

)
= 0.

Враховуючи (40), (34) i (35), пiсля переходу до границi при m → ∞ у рiвностi (26)
отримаємо спiввiдношення (37) i (38).

Теорема 6. Якщо ρ̃ < 1, то стацiонарний розподiл кiлькостi замовлень у системi
Mθ/G, G̃/1 визначається за формулами

ρ0(∞) =
1

1 + λM τ(∞)
;

ρk(∞) =
λ

1 + λM τ(∞)

(∑k

i=1
Riqk−i −

∑k−1

n=1
an
∑k−n

i=1
Riqk−n−i

)
(k ∈ {1, 2, . . . , h});

ρk(∞) =
λ

1 + λM τ(∞)

(∑h

i=1
Riqk−i −

∑h−1

n=1
an
∑h−n

i=1
Riqk−n−i+

+p−1R(h)
∑k−h

i=1
R̃iq̃k−h−i−

−
∑k−1

j=h+1
rj(h)

∑k−j

i=1
R̃iq̃k−j−i −

∑k−1

n=h
an
∑k−n

i=1
R̃iq̃k−n−i

)
(k ∈ {h+ 1, h+ 2, . . .}).

(41)

Доведення. Якщо ρ̃ < 1, то згiдно з (37) M τ(∞) <∞, тому пiсля граничного переходу
при m→∞ у формулах (27) одержимо рiвностi (41).

Приклад 2. Припустимо, що замовлення можуть надходити лише по одному або по
двоє (a1 + a2 = 1), час обслуговування основного режиму розподiлений рiвномiрно на
промiжку [a, b], а час обслуговування пiсляпорогового режиму розподiлений за зако-
ном Ерланга другого порядку з параметром µ̃. Середнi значення часу обслуговування
становлять M = (a+ b)/2 та M̃ = 2/µ̃ вiдповiдно.

Ввiвши позначення Sn(a, b) = 1
λ(b−a)

∑n
k=0

(
(aλ)k

k!
e−aλ − (bλ)k

k!
e−bλ

)
, n ∈ Z+, за форму-

лами (1) отримуємо

p−1 = S0(a, b), p0 = a1S1(a, b), p1 = a21S2(a, b) + a2S1(a, b);

p2 = a31S3(a, b) + 2a1a2S2(a, b), p3 = a41S4(a, b) + 3a21a2S3(a, b) + a22S2(a, b);

p4 = a51S5(a, b) + 4a31a2S4(a, b) + 3a1a
2
2S3(a, b);

p5 = a61S6(a, b) + 5a41a2S5(a, b) + 6a21a
2
2S4(a, b) + a32S3(a, b);

p6 = a71S7(a, b) + 6a51a2S6(a, b) + 10a31a
2
2S5(a, b) + 4a1a

3
2S4(a, b);

p7 = a81S8(a, b) + 7a61a2S7(a, b) + 15a41a
2
2S6(a, b) + 10a21a

3
2S5(a, b) + a42S4(a, b);

p̃−1 =
µ̃2

(λ+ µ̃)2
; p̃0 =

2a1µ̃
2λ

(λ+ µ̃)3
; p̃1 =

3a21µ̃
2λ2

(λ+ µ̃)4
+

2a2µ̃
2λ

(λ+ µ̃)3
;

p̃2 =
4a31µ̃

2λ3

(λ+ µ̃)5
+

6a1a2µ̃
2λ2

(λ+ µ̃)4
; p̃3 =

5a41µ̃
2λ4

(λ+ µ̃)6
+

12a21a2µ̃
2λ3

(λ+ µ̃)5
+

3a22µ̃
2λ2

(λ+ µ̃)4
;
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p̃4 =
6a51µ̃

2λ5

(λ+ µ̃)7
+

20a31a2µ̃
2λ4

(λ+ µ̃)6
+

12a1a
2
2µ̃

2λ3

(λ+ µ̃)5
.

Розглянемо приклад з такими числовими даними: a1 = 0, 75; a2 = 0, 25; h = 5; λ = 1;
a = 1/3; b = 1; µ̃ = 6. Тодi M = 2/3; M̃ = 1/3; b1 = 1, 25; ρ = 5/6; ρ̃ = 5/12, i середня
тривалiсть перiоду зайнятостi M τ(∞), знайдена за формулою (37), становить 3,794.

У стрiчцi “ρk(∞)” табл. 3 записанi ймовiрностi ρk, обчисленi за формулами (41).
У цiй же таблицi для порiвняння наведенi значення вiдповiдних ймовiрностей, отриманi
за допомогою системи iмiтацiйного моделювання GPSS World.

Таблиця 3
Стацiонарний розподiл кiлькостi замовлень у системi (h = 5).

Кiлькiсть замовлень (k) 0 1 2 3 4
ρk(∞) 0,2086 0,1902 0,1754 0,1411 0,1128

ρk(∞) (GPSS World, t = 105) 0,2093 0,1900 0,1756 0,1413 0,1126
Кiлькiсть замовлень (k) 5 6 7 8 . . .

ρk(∞) 0,0891 0,0437 0,0218 0,0097 . . .
ρk(∞) (GPSS World, t = 105) 0,0898 0,0429 0,0218 0,0093 . . .
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