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Cauchy problem is numerically solved with help of iterative regularization procedure at
every step of which mixed nonstationary Dirichlet-Neumann problems for parabolic equation
arise. Using Rothe’s method mixed problems are reduced to the boundary integral equations
which have three kinds of singularities: square root, logarithmic and hypersingularity. Special
techniques are employed to cope with them so that in the case of analytic input data solution
of boundary integral equations have exponential error decay.

В. Г. Вавричук, Р. С. Хапко. О численном решении параболической задачи Коши в области
с разрезом // Мат. Студiї. – 2012. – Т.37, №2. – C.209–218.

Задача Коши численно решается с помощью итерационной регуляризирующей проце-
дуры, на каждом шагу которой возникают смешанные нестационарные задачи Дирихле-
Неймана для параболического уравнения. Используя метод Ротэ, смешанные задачи сво-
дятся к граничным интегральным уравнениям, которые имеют три типа особенностей:
квадратного корня, логарифмическую и гиперсингулярную. Применяются специальные
техники для учитывания каждой из них так, что в случае аналитических входных данных
решение граничных интегральных уравнений имеет экспотенциально спадающую погреш-
ность.

1. Постановка задачi. Нехай D̃ ⊂ IR2 однозв’язна обмежена область з границею
Γ2 = ∂D̃ з класу C3, яка мiстить розрiз Γ1 — гладку криву з класу C2 без самоперетинiв
з кiнцями x∗

−1 i x∗
+1, причому Γ1 ∩ Γ2 = ∅. Позначимо D = D̃ \ Γ1.
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Рис. 1: Обмежена область D з розрiзом Γ1
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У прикладних застосуваннях зовнiшня межа Γ2 є доступною для проведення вимi-
рювань, а внутрiшнiй розрiз Γ1 є недосяжним. Припустимо, що на Γ2 вимiряно темпе-
ратуру i потiк та ставиться завдання реконструювати температуру на Γ1. Математична
модель такої проблеми полягає у розв’язуваннi лiнiйної параболiчної задачi Кошi

∂tu−∆u = 0 для (x, t) ∈ D × (0, T ),

u = f1 i
∂u

∂ν
= f2 для (x, t) ∈ Γ2 × (0, T ),

u(x, 0) = 0 для x ∈ D,

(1)

де fℓ ∈ L2(Γ2 × (0, T )), ℓ = 1, 2 i T > 0.
Якщо xℓ(s) – деяке параметричне зображення Γℓ, ℓ = 1, 2, тодi одиничний вектор

дотичної до Γℓ задається як θ(xℓ(s)) = |x′
ℓ(s)|−1x′

ℓ(s), а одиничний вектор нормалi позна-
чимо ν = θ⊥ = (θ2,−θ1). Криву Γ2 вважатиммемо орiєнтованою в додатному напрямку
вiдносно внутрiшностi областi D, а Γ1 будемо обходити вiд x∗

−1 до x∗
+1. Для граничних

значень функцiй на Γ1 використовуватимемо стандартний запис
u±(t, x) = lim

h→+0
u(t, x± hν(x)),

∂u

∂ν

±
(t, x) = lim

h→+0
ν(x) · gradx u(t, x± hν(x))

для x ∈ Γ1. Також, для функцiй визначених на Γ1 введемо позначення [u] := u+ − u−.

Зазначимо, що питання єдиностi розв’язку параболiчної задачi Кошi дослiджено
достатньо повно (див., наприклад, [12]). Вважатимемо також, що данi Кошi є такими,
при яких розв’язок задачi (1) iснує. Однак цей розв’язок не є неперервно залежним
вiд вхiдних даних, тобто задача є некоректною i наближене розв’язування потребує
застосування регуляризуючих методiв.

Iснує велика кiлькiсть публiкацiй стосовно чисельного розв’язування стацiонарних
задач Кошi, частина з яких ґрунтується на iтерацiйних методах у поєднаннi з грани-
чними iнтегральними рiвняннями ([1, 2]). Вiдзначимо статтю [2], де розглянуто випадок
обмеженої областi з розрiзом, а чисельне розв’язування здiйснено альтернуючим мето-
дом з використанням iнтегральних рiвнянь. В [3] побудовано чисельний розв’язок для
параболiчної задачi Кошi у двозв’язнiй областi за допомогою iтерацiйного методу та
iнтегральних рiвнянь. Нашою метою в данiй роботi є поширення методiв такого типу
для нестацiонарної задачi Кошi в областi з розрiзом.

2. Iтерацiйний метод. Запропонований в [7, 8] пiдхiд до розв’язування задачi Кошi у
нерегулярних областях полягає у побудовi iтерацiйної процедури, збiжної у нормi про-
стору з певною вагою, яка враховує наявнiсть кутових точок. Випадок розрiзу можна
трактувати як границю з кутами величиною 2π в точках x∗

−1, x∗
+1. Простiр L2

β склада-
ється з функцiй, для яких

∥u∥L2
β(D×(0,T )) =

(∫ T

0

∫
D

r2β|u|2 dxdt
) 1

2

< ∞,

де r(x) = |x− x∗
−1||x− x∗

+1|, β – дiйсне число, тодi L2
0 = L2 – стандартний простiр Лебе-

га. Надалi пiд L2
β(Γ1 × (0, T )) розумiємо L2

β(Γ
+
1 × (0, T ))× L2

β(Γ
−
1 × (0, T )) зi скалярним

добутком ⟨
f±, g±

⟩
=

∫ T

0

∫
Γ1

r2β(f+g+ + f−g−) dsdt.
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На кожному кроцi iтерацiйного методу потрiбно розв’язувати такi мiшанi початково-
крайовi задачi 

∂tu−∆u = 0, в D × (0, T ),

u± = η±, на Γ1 × (0, T ),
∂u
∂ν

= f2, на Γ2 × (0, T ),

u(x, 0) = 0, для x ∈ D,

(2)

де [η](x∗
±1) = 0, η± ∈ L2

β−3/2(Γ1 × (0, T )), u ∈ L2
β−2(D × (0, T )) i

∂tv +∆ v = 0, в D × (0, T ),

v± = 0, на Γ1 × (0, T ),
∂v
∂ν

= ζ, на Γ2 × (0, T ),

v(x, T ) = 0, для x ∈ D,

(3)

де ζ ∈ L2(Γ2×(0, T )), v ∈ L2
β−2(D×(0, T )). Коректнiсть обох задач випливає з результатiв

наведених в [7, 8].
Вибираючи сталу β з промiжку 1/2 < β < 3/2, будуватимемо наближення за таким

алгоритмом:

• Задаємо довiльне початкове наближення η±0 ∈ L2
β−3/2(Γ1 × (0, T )), для якого вико-

нується [η0](x
∗
±1) = 0.

• Першу апроксимацiю u0 розв’язку задачi Кошi одержуємо, як розв’язок (2) з гра-
ничною умовою u±

0 = η±0 на Γ1 × (0, T ).

• Далi знаходимо v0, розв’язуючи (3) з другою граничною умовою замiненою на
∂v0
∂ν

= ζ0 = u0 − f1 на Γ2 × (0, T ).

• Якщо uk−1 i vk−1 знайденi, то апроксимацiю uk знаходимо розв’язуючи (2) при
u±
k = η±k на Γ1 × (0, T ), де

η±k = u±
k−1 ∓ γLr

2(3/2−β)∂vk−1

∂ν

±
,

а γL > 0 — деяка стала.

• Далi, vk знаходиться з (3) з граничною умовою
∂vk
∂ν

= ζk = uk − f1 на Γ2 × (0, T ).

Для дослiдження збiжностi iтерацiйного процесу визначимо оператор
Kβ : L

2
β−3/2(Γ1 × (0, T )) → L2(Γ2 × (0, T ))

формулою
Kβη

± = u|Γ2×(0,T ) для η± ∈ L2
β−3/2(Γ1 × (0, T )),

тут u має задовольняти (2) з f2 = 0.

Лема 1. Для спряженого до Kβ оператора маємо зображення

K∗
βζ = ±r2(3/2−β) ∂v

∂ν

±
|Γ1×(0,T ) для ζ ∈ L2(Γ2 × (0, T )),

де v — розв’язок задачi (3).
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Доведення. Застосуємо формулу Грiна до u та v з задач (2) та (3) вiдповiдно
T∫

0

∫
D

v(∆u− ∂tu)− u(∆v + ∂tv) dxdt =

T∫
0

∫
Γ1

[
v
∂u

∂ν

]
−

[
u
∂v

∂ν

]
dsdt+

T∫
0

∫
Γ2

v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν
dsdt.

Далi твердження леми одержуємо, врахувавши граничнi умови в означеннях операторiв
Kβ i K∗

β.

Теорема 1. Нехай 1/2 < β < 3/2, припустимо що параметр γL задовольняє умову
0 < γL < ||Kβ||−2. Тодi при точних вхiдних даних для розв’язку задачi Кошi u ∈
L2
β−2(D × (0, T )) i наближення uk справджується рiвнiсть

lim
k→∞

∥u− uk∥L2
β−2(D×(0,T )) = 0

для будь-якого початкового наближення η0 ∈ L2
β−3/2(Γ1 × (0, T )).

Доведення. Справдi, описаний алгоритм є iтерацiями Ландвебера
ηk = ηk−1 − γLK

∗
β(Kβηk−1 +Gf2 − f1)

для операторного рiвняння Kβη = f1 − Gf2, де G — вiдомий лiнiйний обмежений
оператор. Тепер твердження випливає з класичних результатiв про метод Ландвебе-
ра ([6]).

Якщо вхiднi данi заданi з похибкою, за критерiй зупинки iтерацiйного процесу мо-
жна використати принцип нев’язки Морозова.

3. Чисельне розв’язування мiшаних задач. Як бачимо з попереднього роздiлу на
кожному кроцi iтерацiйного методу необхiдно розв’язувати коректнi мiшанi початково-
крайовi задачi (2)–(3). Скористаємося для цього пiдходом запропонованим в [4, 5]. Вве-
демо на iнтервалi [0, T ) рiвновiддалений подiл tn = (n + 1)h для n = −1, 0, . . . , N − 1,
h = T/(N + 1) i замiнимо похiдну за часом скiнченно-рiзницевою апроксимацiєю, на-
приклад, ∂tu(x, tn) ≈ (u(x, tn) − u(x, tn−1))/h. В результатi отримаємо послiдовнiсть
елiптичних рiвнянь

∆un − κ2un = −κ2un−1 в D (4)

з граничними умовами

u±
n = g±n1 = g±1 (·, tn) на Γ1,

∂un

∂ν
= gn2 = g2(·, tn) на Γ2 (5)

для n = 0, . . . , N−1. Тут κ2 = 1/h, u−1 = 0 i un ≈ u(·, tn). Зауважимо, що порядок апро-
ксимацiї похiдної за часом може бути пiдвищений ([5]). Єдинiсть розв’язку отриманої
послiдовностi можна довести за iндукцiєю, використовуючи формулу Грiна.

Для зведення стацiонарних задач (4)–(5) до граничних iнтегральних рiвнянь подамо
розв’язки у такiй iнтегральнiй формi

un(x) =
n∑

m=0

∫
Γ1

Φn−m(x, y)φm1(y) ds(y)+

+
n∑

m=0

∫
Γ2

∂Φn−m(x, y)

∂ν(y)
φm2(y) ds(y) + χn(x), x ∈ D, (6)
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де φn1, φn2 — невiдомi густини, а χn — потенцiал подвiйного шару

χn(x) =
n∑

m=0

∫
Γ1

∂Φn−m(x, y)

∂ν(y)
[gm1](y) ds(y). (7)

У наведених потенцiалах використано фундаментальний розв’язок рiвнянь (4)

Φn(x, y) =
1

2π
{K0(κ|x− y|)vn(|x− y|) +K1(κ|x− y|)wn(|x− y|)},

де K0, K1 — модифiкованi функцiї Бесселя другого роду i vn, wn — вiдомi полiноми з
коефiцiєнтами ank. Вигляд полiномiв vn, wn можна знайти в працi [4], єдина вiдмiннiсть
полягає в тому, що значення коефiцiєнта an0 полiнома vn ми задаємо через символ
Кронекера an0 = δn0.

Як i в [11] припускаємо, що густина φn1 має вигляд

φn1(x) =
φ̃n1(x)√

|x− x∗
−1||x− x∗

+1|
, φ̃n1 ∈ C(Γ1). (8)

Пiдставимо розв’язок у виглядi (6) в граничнi умови та застосуємо теорему про не-
перервне продовження вiдповiдних потенцiалiв на границю. Одержимо послiдовнiсть
систем iнтегральних рiвнянь першого роду для n = 0, . . . , N − 1

∫
Γ1

Φ0(x, y)φn1(y) ds(y) +

∫
Γ2

∂Φ0(x, y)

∂ν(y)
φn2(y) ds(y) = Gn1(x), x ∈ Γ1,∫

Γ1

∂Φ0(x, y)

∂ν(x)
φn1(y) ds(y) +

∂

∂ν(x)

∫
Γ2

∂Φ0(x, y)

∂ν(y)
φn2(y) ds(y) = Gn2(x), x ∈ Γ2

(9)

з логарифмiчною особливiстю в iнтегралах по головнiй дiагоналi та гiперсингулярною
особливiстю в iнтегральному операторi по Γ2 у другому рiвняннi. Правi частини Gn1,
Gn2 системи (9) визначаються рекурентно через густини з попереднiх часових шарiв

Gn1(x) =
1

2

[
g+n1(x) + g−n1(x)

]
−

n−1∑
m=0

∫
Γ1

Φn−m(x, y)φm1(y) ds(y)−

−
n−1∑
m=0

∫
Γ2

∂Φn−m(x, y)

∂ν(y)
φm2(y) ds(y)−

1

2

[
χ+
n (x) + χ−

n (x)
]
, x ∈ Γ1,

Gn2(x) = gn2(x)−
n−1∑
m=0

∫
Γ1

∂Φn−m(x, y)

∂ν(x)
φm1(y) ds(y)−

−
n−1∑
m=0

∫
Γ2

∂2Φn−m(x, y)

∂ν(x)∂ν(y)
φm2(y) ds(y)−

∂χn

∂ν
(x), x ∈ Γ2,

тут наявна логарифмiчна особливiсть у випадку, коли точка спостереження збiгається
з точкою iнтегрування. Для послаблення гiперсингулярної особливостi скористаємось
перетворенням типу Maue ([10, 11])

∂

∂ν(x)

∫
Γ2

∂Φ0(x, y)

∂ν(y)
φn2(y) ds(y) =

∫
Γ2

∂Φ0(x, y)

∂θ(x)

∂φn2

∂θ
(y) ds(y)−

−κ2

∫
Γ2

Φ0(x, y) ⟨θ(x), θ(y)⟩φn2(y) ds(y), x ∈ Γ2, n = 0, . . . , N − 1.
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З метою розробки чисельної схеми розв’язування iнтегральних рiвнянь припустимо,
що кривi Γℓ, ℓ = 1, 2 заданi такими параметричними зображеннями
Γ1 = {x̃1(s) = (x̃11(s), x̃12(s)) : s ∈ [−1, 1]} , Γ2 = {x2(s) = (x21(s), x22(s)) : s ∈ [0, 2π]} ,

при цьому внаслiдок гладкостi вiдповiдних кривих |x̃′
1(s)| > 0 для s ∈ [−1, 1] та

|x′
2(s)| > 0 для s ∈ [0, 2π].
Для врахування кореневої особливостi в φn1 при пiдходi до кiнцiв розрiзу вико-

наємо запропоновану у [13] cos-замiну x1(s) = x̃1(− cos s). Бiльше того, завдяки cos-
перетворенню в подальшому всi пiдiнтегральнi функцiї будуть 2π-перiодичними, що є
передумовою високої точностi квадратур з рiвновiддаленими вузлами.

Введемо ряд позначень для фундаментального розв’язку та його похiдних

H ıℓ
n (1; s, σ) = 2πΦn(xı(s), xℓ(σ)), H ıℓ

n (2; s, σ) = 2π
∂Φn(xı(s), xℓ(σ))

∂ν(xℓ(σ))
|x′

ℓ(σ)|,

H ıℓ
n (3; s, σ) = 2π

∂2Φn(xı(s), xℓ(σ))

∂ν(xı(s))∂ν(xℓ(σ))
|x′

ı(s)||x′
ℓ(σ)| −

1

4 sin2 s−σ
2

δn0δı2δℓ2,

де n = 0, . . . , N − 1; ı, ℓ = 1, 2; s, σ ∈ [0, 2π]. Видiлимо логарифмiчну особливiсть в
ядрах Hℓℓ

n у виглядi спецiальних вагових функцiй

H11
n (k; s, σ) = H1

n1(k; s, σ) ln
2

e
|cos s− cosσ|+H1

n2(k; s, σ), k = 1, 2, (10)

H22
n (k; s, σ) = H2

n1(k; s, σ) ln
4

e
sin2 s− σ

2
+H2

n2(k; s, σ), k = 1, 2, 3, (11)

де неперервнi функцiї Hℓ
n1 задаються такими спiввiдношеннями

Hℓ
n1(1; s, σ) =

1

ℓ
[−I0(κrℓℓ(s, σ))vn(rℓℓ(s, σ)) + I1(κrℓℓ(s, σ))wn(rℓℓ(s, σ))] ,

Hℓ
n1(2; s, σ) =

1

ℓ

[
−I0(κrℓℓ(s, σ))v1n(rℓℓ(s, σ)) + I1(κrℓℓ(s, σ))w1

n(rℓℓ(s, σ))
]
×

×
⟨
rℓℓ(σ, s), x

′
ℓ(σ)

⊥⟩ ,
H2

n1(3; s, σ) =
1

2
I0(κr22(s, σ))

[
v1n(r22(s, σ)) ⟨x′

2(s), x
′
2(σ)⟩+ v2n(r22(s, σ))h(s, σ)

]
−

−1

2
I1(κr22(s, σ))

[
w1

n(r22(s, σ)) ⟨x′
2(s), x

′
2(σ)⟩+ w2

n(r22(s, σ))h(s, σ)
]
,

тут I0, I1 — модифiкованi функцiї Бесселя першого роду, rıℓ(s, σ) = xı(s) − xℓ(σ),
rıℓ(s, σ) = |rıℓ(s, σ)|, h(s, σ) =

⟨
r22(s, σ), x

′
2(s)

⊥⟩ ⟨r22(s, σ), x′
2(σ)

⊥⟩ |r22(s, σ)|−2, а v1n, w1
n,

v2n, w2
n — вiдомi полiноми. Неважко знайти наступнi дiагональнi значення

Hℓ
02(1; s, s) = ln

2√
eκ|x′

ℓ(s)|
+ δℓ1 ln

2| sin s|√
e

− CE, Hℓ
02(2; s, s) =

⟨
x′
ℓ(s), x

′′
ℓ (s)

⊥⟩
−2|x′

ℓ(s)|2
,

H2
n1(3; s, s) =

(
κ2

4
an0 −

κ
2
an1 + an2

)
|x′

2(s)|2, n ≥ 0,

H2
n2(3; s, s) =

(
− 1

12
+

⟨x′
2(s), x

′′′
2 (s)⟩

6|x′
2(s)|2

− ⟨x′
2(s), x

′′
2(s)⟩

2

4|x′
2(s)|4

+

⟨
x′
2(s), x

′′
2(s)

⊥⟩2
4|x′

2(s)|4
)
δn0+

+
(
ln

√
eκ|x′

2(s)|
2

+ CE

)(κ2

2
an0 − κan1 + 2an2

)
|x′

2(s)|2 −
(κ2

4
an0 − an2 +

2

κ
an3

)
|x′

2(s)|2,

n ≥ 0, де CE — стала Ейлера, а для n ≥ 1 має мiсце Hℓ
n2(1; s, s) = an1/κ, Hℓ

n2(2; s, s) = 0.
Зауважимо, що хоча деякi з даних виразiв є невизначеними в кутах i центрi квадрата
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[0, 2π]×[0, 2π], необхiдностi обчислювати там їхнi значення не буде. Також, за допомогою
розкладу в ряд Тейлора можна пересвiдчитися, що гладкiсть ядер Hℓ

nk при ℓ = 1, 2,
n = 0, . . . , N − 1, k = 1, 2 обмежується лише тим, наскiльки гладкими є граничнi кривi.

Для того, щоб записати систему (9) в операторному виглядi введемо такi iнтегральнi
оператори

(Tµ)(s):=
1

4π

∫ 2π

0

cot
σ − s

2
µ′(σ) dσ, (Sµ)(s):=

1

4π

∫ 2π

0

ln

(
4

e
sin2 s− σ

2

)
µ(σ) dσ,

(Sℓ
nµ)(s):=

1

2(3− ℓ)π

∫ 2π

0

Hℓ
n1(ℓ+ δℓ2; s, σ) ln

(
4

e
sin2 s− σ

2

)
µ(σ) dσ,

(Aℓ
nµ)(s):=

1

2(3− ℓ)π

∫ 2π

0

Hℓ
n2(ℓ+ δℓ2; s, σ)µ(σ) dσ

та

(B12
n µ)(s):=

1

2π

∫ 2π

0

H12
n (2; s, σ)µ(σ) dσ, (B21

n µ)(s):=
1

4π

∫ 2π

0

H12
n (2;σ, s)µ(σ) dσ,

тут ℓ = 1, 2, s ∈ [0, 2π]. Пiсля серiї додаткових перетворень (див. наприклад [2, 9, 10]),
а також врахування спiввiдношення

∂2Φ0(x, y)

∂θ(x)∂θ(y)
+

∂2Φ0(x, y)

∂ν(x)∂ν(y)
= −κ2Φ0(x, y) ⟨θ(x), θ(y)⟩

та проведення замiн µn1(σ) = φn1(x1(σ))|x′
1(σ)|, µn2(σ) = φn2(x2(σ)), gn1(s) = gn1(x1(s)),

gn2(s) = gn2(x2(s))|x′
2(s)| одержимо еквiвалентну (9) систему iнтегральних рiвнянь в

операторному виглядi

(U + B0)µ̃n = g̃n −
n−1∑
m=0

Bn−mµ̃m − χ̃n, n = 0, . . . , N − 1, (12)

тут вживаються такi позначення для векторiв

µ̃n:= (µn1, µn2)
⊤ , g̃n:=(gn1, gn2)

⊤, χ̃n:=(χn(x1(s)),
∂χn

∂ν
(x2(s))|x′

2(s)|)⊤

i для матриць

U :=
(
S 0
0 T

)
, Bn:=

(
S1
n + A1

n − δn0S B12
n

B21
n S2

n + A2
n

)
для n = 0, . . . , N − 1. Тепер можемо довести коректнiсть систем iнтегральних рiв-
нянь (12). Через Hm[0, 2π] позначимо простiр Соболєва 2π-перiодичних функцiй з по-
казником m ≥ 0 i через Hm

e [0, 2π] — пiдпростiр парних функцiй з Hm[0, 2π].

Теорема 2. Для m ∈ IN, m ≤ p, де p характеризує гладкiсть кривих Γ1 i Γ2, gn1 ∈
Hm

e [0, 2π], gn2 ∈ Hm−1[0, 2π] кожна система iнтегральних рiвнянь послiдовностi (12) має
єдиний розв’язок µn1 ∈ Hm−1

e [0, 2π], µn2 ∈ Hm[0, 2π].

Доведення. Оскiльки оператори S: Hm−1
e [0, 2π] → Hm

e [0, 2π], T: Hm[0, 2π] → Hm−1[0, 2π]
обмеженi та мають обмеженi оберненi, подiявши на перше рiвняння послiдовностi (12)
матрицею diag(S−1, T−1), одержимо операторне рiвняння другого роду з компактним
оператором. У результатi на основi теорiї Рiса-Шаудера ([11]) отримуємо коректнiсть
цього рiвняння. Далi твердження теореми слiдує за iндукцiєю.

Для виконання повної дискретизацiї застосовується метод квадратур з вузлами

sj =
(j + 1/2)π

M
, j = 0, . . . , 2M − 1. (13)
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Незважаючи на дещо iнший вибiр sj, тим не менше є правильними наведенi в [11]
квадратурнi формули (14), якi отримуються шляхом тригонометричної iнтерполяцiї
гладкої частини пiдiнтегральної функцiї i подальшого точного iнтегрування. Одержимо

1

2π

∫ 2π

0

f(σ) dσ ≈ 1

2M

∑2M−1

j=0
f(sj),

1

2π

∫ 2π

0

f(σ) ln
4

e
sin2 sk − σ

2
dσ ≈

∑2M−1

j=0
R|k−j|f(sj), (14)

1

2π

∫ 2π

0

f ′(σ) cot
σ − sk

2
dσ ≈

∑2M−1

j=0
T|k−j|f(sj)

з вiдомими вагами Rk i Tk ([11]). Застосування цих квадратур у вiдповiдних iнтегралах
системи (12) i подальша колокацiя з використанням вузлiв (13) в якостi точок колокацiї
приводить до послiдовностi систем лiнiйних рiвнянь

∑M−1

j=0
µ
(j)
n1

{
R|k−j| +Rk+j+1

2
H1

01(1; sk, sj) +
1

2M
H1

02(1; sk, sj)

}
+

+
∑2M−1

j=0
µ
(j)
n2

1

2M
H12

0 (2; sk, sj) = G
(k)
n1 , k = 0, . . . ,M − 1,∑2M−1

j=0
µ
(j)
n2

{
1

2
T|k−j| +R|k−j|H

2
01(3; sk, sj) +

1

2M
H2

02(3; sk, sj)

}
+

+
∑M−1

j=0
µ
(j)
n1

1

2M
H12

0 (2; sj, sk) = G
(k)
n2 , k = 0, . . . , 2M − 1,

де µ
(j)
nℓ ≈ µnℓ(sj), ℓ = 1, 2, а G

(k)
n1 , G(k)

n2 — правi частини, що обчислюються послiдовно
для n = 0, . . . , N − 1 за аналогiчним принципом. Зважаючи на парнiсть густин µn1,
розмiрнiсть системи була понижена до 3M ×3M , крiм того матриця одержаної системи
є симетричною. У випадку аналiтичних вхiдних даних такий метод забезпечує експо-
ненцiйну швидкiсть збiжностi чисельних розв’язкiв систем iнтегральних рiвнянь.

На основi властивостей потенцiалiв у зображеннi (6) одержимо наступнi спiввiд-
ношення для знаходження граничних значень, необхiдних для реалiзацiї iтерацiйного
алгоритму (див. п. 2)

∂u±
n

∂ν
(x1(s))|x′

1(s)| = ∓1

2
µn1(s) +

1

4π

n∑
m=0

∫ 2π

0

H11
n−m(2;σ, s)µm1(σ) ds(y)+

+
1

2π

n∑
m=0

∫ 2π

0

H12
n−m(3; s, σ)µm2(σ) ds(y) +

∂χn

∂ν
(x1(s))|x′

1(s)|, s ∈ (0, π)

i

un(x2(s)) = −1

2
µn2(s) +

1

4π

n∑
m=0

∫ 2π

0

H21
n−m(1; s, σ)µm1(σ) dσ+

+
1

2π

n∑
m=0

∫ 2π

0

H22
n−m(2; s, σ)µm2(σ) dσ + χn(x2(s)), s ∈ [0, 2π],

χn(x2(s)) =
1

4π

n∑
m=0

∫ 2π

0

H21
n−m(2; s, σ)[gm1](σ) sign(sin σ) dσ, s ∈ [0, 2π].

Очевидно, що при розв’язуваннi задачi (3) виконується ∂χn

∂ν
= 0. Далi у наведених

виразах видiляється логарифмiчна особливiсть (11) i застосовуються квадратурнi фор-
мули (14).



РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧI КОШI В ОБЛАСТI З РОЗРIЗОМ 217

4. Чисельнi експерименти.
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а) Приклад 1.
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б) Приклад 2.

Рис. 2: Вигляд областi D.

Приклад 1. Розглянемо задачу Кошi в областi, зображенiй на рисунку 2а. Необхiднi
нам данi Кошi синтезуємо, використовуючи пряму задачу (4–5), для цього виберемо
T = 1, N = 19, M = 128, i на Γ1 задамо g±n1 = sin(πtn), а на Γ2 — gn2 = 1. Тепер,
знайшовши наближений розв’язок uM

n задачi (4-5), можна покласти f1(·, tn) = uM
n |Γ2

та f2 = 1. Параметри iтерацiйного методу вибиралися γL = 1, β = 1.25, а параметри
дискретизацiї при розв’язуваннi прямих задач рiвнi N = 9, M = 64. Результати роботи
алгоритму зображенi на рис. 3. Зауважимо, що для генерування “точних” вхiдних даних
Кошi була використана густiша сiтка для того, щоб уникнути ефекту “inverse crime”.

а) Наближення η+2000

0 500 1000 1500 2000

0.1

0.2

0.3

0.4

б) Похибка ∥u− ηk∥L2
−1/4

(Γ1×(0,1))

Рис. 3: Реконструкцiя u|Γ1×(0,1) з прикладу 1.

Приклад 2. Нехай D̃, утворена кривою Ляме, мiстить розрiз — вiдрiзок [−0.5, 0.5] осi
абсцис (див. рис. 2б). Використаємо вже описаний пiдхiд для синтезу даних Кошi за
допомогою задачi Дiрiхле-Неймана. Таким чином при “точному” розв’язку задачi Кошi
u(t, x)|Γ1 = 4tx2

2 та параметрах дискретизацiї N = 9, M = 64, матимемо деякi вхiднi
данi f1(·, tn) = uM

n |Γ2 та f2(·, tn) = tn, де uM
n — наближений розв’язок вiдповiдної прямої

задачi. Для симуляцiї похибки вимiрiв у значення f1 поточково вносився 5% випадковий
шум. При незмiнних iнших параметрах результати обчислень зображенi на рисунку 4.

Таким чином, для наближеного розв’язування параболiчної задачi Кошi в плоскiй
обмеженiй областi з розрiзом запропоновано iтерацiйний метод типу Ландвебера у по-
єднаннi з методом граничних iнтегральних рiвнянь. Проведенi чисельнi експерименти
пiдтверджують застосовнiсть i ефективнiсть розробленого алгоритму.
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а) Наближення η+380
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Рис. 4: Реконструкцiя u|Γ1×(0,1) з прикладу 2.
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