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A property of boolean independent sequences of pairs of sets is obtained. This completes
the proof of Bourgain-Rosenthal’s theorem on narrow operators.

В. В. Михайлюк. Булево независимые последовательности и одна теорема Бургейна-
Розенталя // Мат. Студiї. – 2012. – Т.37, №2. – C.174–178.

Установлено одно свойство булево независимых последовательностей пар множеств,
которое заполняет пробел в доказательстве теоремы Бургейна-Розенталя об узких опера-
торах.

1. Вступ. Поняття вузького оператора запроваджено в роботi [1] як узагальнення поня-
ття компактного оператора. У цiй же роботi проведено перше систематичне дослiджен-
ня класу вузьких операторiв, проте окремi результати про вузькi оператори фактично
були отриманi рiзними математиками ранiше (сучасний огляд теорiї вузьких операто-
рiв опублiкований у недавнiй статтi [2]). Одним з найглибших результатiв про вузькi
оператори є наступна теорема Дж. Бургейна i Г. Розенталя ([3]).

Теорема 1 ([3]). Нехай X — банахiв простiр i T : L1 → X — лiнiйний обмежений опера-
тор, який не є iзоморфним вкладенням при звуженнi на жодний пiдпростiр, iзоморфний
до `1. Тодi T — вузький.

Один з важливих крокiв у доведеннi цiєї теореми в [3] сформульований у виглядi
такої теореми (див. теорема 3.5 в [3]).

Теорема 2 ([3]). Нехай S — деяка множина, (fn)∞n=1 — рiвномiрно обмежена послi-
довнiсть функцiй fn : S → R, 0 < a < b < ∞, An = {s ∈ S : |fn(s)| < a} i
Bn = {s ∈ S : |fn(s)| > b} для кожного n ∈ N, причому послiдовнiсть ((An, Bn) : n ∈ N)
булево незалежна. Тодi iснує пiдпослiдовнiсть (gk)∞k=1 послiдовностi (fn)∞n=1 така, що для
довiльних n ∈ N i набору дiйсних скалярiв (ck)

n
k=1 виконується нерiвнiсть

sup
s∈S

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckgk(s)

∣∣∣∣∣ ≥ b− a
2

n∑
k=1

|ck|.
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Замiсть доведення цього факту автори посилаються на статтю Г. Розенталя [4], вка-
зуючи, що з результатiв роздiлу 2 цiєї статтi легко отримати доведення даної теореми.
Слiд зауважити, що зазначений роздiл мiстить 6 результатiв, з яких, зокрема, випливає
лише слабший варiант теореми 2 для додатних функцiй. На це звернув увагу автора да-
ної статтi професор М.М. Попов. В данiй статтi за допомогою однiєї властивостi булево
незалежних послiдовностей пар множин дамо повне доведення теореми 2 (теореми 3.5
з [3]).

2. Булево незалежнi послiдовностi. Нехай α = ((An, Bn) : n ∈ N), I, J ⊆ N —
скiнченнi множини такi, що I ∩ J = ∅. Позначимо

Cα(I, J) =
(⋂
i∈I

Ai

)⋂(⋂
j∈J

Bj

)
.

Нехай α = ((An, Bn) : n ∈ N)— послiдовнiсть множин An, Bn ⊆ S таких, що An∩Bn = ∅
для кожного n ∈ N, i T ⊆ S. Послiдовнiсть α називатимемо булево незалежною на T ,
якщо Cα(I, J) ∩ T 6= ∅ для довiльних скiнченних множин I, J ⊆ N, I ∩ J = ∅.

З означень випливає такий факт.

Твердження 1. Нехай послiдовнiсть α = ((An, Bn) : n ∈ N) — булево незалежна на S
i I, J ⊆ N — скiнченнi множини з I ∩ J = ∅. Тодi послiдовнiсть α′ = ((An, Bn) : n ∈
N \ (I ∪ J)) булево незалежна на S ∩ Cα(I, J).

Твердження 2. Нехай α = ((An, Bn) : n ∈ N) — булево незалежна на S i S = S1 ∪ S2.
Тодi iснує номер N такий, що послiдовнiсть α′ = ((An, Bn) : n > N) булево незалежна
на S1 або булево незалежна на S2.

Доведення. Припустимо, що послiдовнiсть α не є булево незалежною на S1. Тодi iснують
скiнченнi множини I1, J1 ⊆ N, I1 ∩ J1 = ∅ такi, що Cα(I1, J1) ∩ S1 = ∅. Позначимо
N = max(I1 ∩ J2). Тодi для довiльних скiнченних множин натуральних чисел I2, J2 ⊆
(N,+∞), I2 ∩ J2 = ∅ маємо

C ′α(I2, J2) ∩ S2 ⊇ Cα(I1 ∪ I2, J1 ∪ J2) ∩ S2 = Cα(I1 ∪ I2, J1 ∪ J2) ∩ S 6= ∅.

Тому послiдовнiсть α′ булево незалежна на S2.

Твердження 3. Нехай α = ((An, Bn) : n ∈ N) — булево незалежна на S, (nk)∞k=1 — стро-
го зростаюча послiдовнiсть номерiв nk ∈ N, (Ik)∞k=1 i (Jk)∞k=1 — послiдовностi скiнченних
множин Ik, Jk ⊆ N ∩ (nk, nk+1), Ik ∩ Jk = ∅. Тодi послiдовнiсть α′ = ((A′k, B

′
k) : k ∈ N)

пар (A′k, B
′
k) множин A′k = Ank

∩ Cα(Ik, Jk) i B′k = Bnk
також булево незалежна на S.

Доведення. Нехай I ′, J ′ ⊆ N — скiнченнi множини такi, що I ′ ∩ J ′ = ∅. Покладемо
I =

⋃
k∈I′ Ik i J =

⋃
k∈J ′ Jk. Множини I та J неперетиннi i Cα′(I ′, J ′) ∩ S = Cα(I, J) ∩ S

6= ∅.

3. Подiл множин булево незалежних послiдовностей. Наступна властивiсть бу-
лево незалежних послiдовностей заповнює прогалину у доведеннi теореми 2.

Твердження 4. Нехай α = ((An, Bn) : n ∈ N) — булево незалежна на S i An = Un ∪
Vn для кожного n ∈ N. Тодi iснують строго зростаюча послiдовнiсть (nk)

∞
k=1 номерiв

nk ∈ N i послiдовнiсть (A′k)
∞
k=1 множин A′k ∈ {Unk

, Vnk
} такi, що послiдовнiсть α′ =

((A′k, B
′
k) : k ∈ N), де B′k = Bnk

, також булево незалежна на S.
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Доведення. Спочатку розглянемо випадок, коли виконується така умова:
(1) iснують множина T ⊆ S i булево незалежна на T пiдпослiдовнiсть β =

((Ain , Bin) : n ∈ N) послiдовностi α такi, що для кожного m ∈ N iснують n > m i
A ∈ {Uin , Vin} такi, що послiдовнiсть ((Aik , Bik) : k > n) не є булево незалежною на
A ∩ T .

Зауважимо, що без обмеження загальностi мiркувань ми можемо вважати, що β = α
i T = S, тобто

(2) для кожного m ∈ N iснують n = n(m) > m, A = A(m) ∈ {Un, Vn} i скiнченнi
множини I = I(m), J = J(m) ∈ N∩ (n,+∞) з I ∩ J = ∅ такi, що (S ∩A)∩Cα(I, J) = ∅.

Використовуючи умову (2) побудуємо зростаючi послiдовностi (mk)
∞
k=1 i (nk)∞k=1 но-

мерiв mk, nk ∈ N такi, що

1 = m1 < n1 = n(m1) < m2 = max(I(m1) ∪ J(m1)) < n2 = n(m2) <

< m3 = max(I(m2) ∪ J(m2)) < n3 = n(m3) < ...

Для кожного k ∈ N покладемо Ik = I(mk), Jk = J(mk), A′k = Unk
, якщо A(mk) = Vnk

, i
A′k = Vnk

, якщо A(mk) = Unk
. Зауважимо, що за умовою (2),

Pk = S ∩ A′k ∩ Cα(Ik, Jk) = S ∩ A′k ∩ Cα(Ik, Jk)

для кожного k ∈ N. З твердження 3 випливає, що послiдовнiсть ((Pk, B
′
k) : k ∈ N) булево

незалежна на S. Тому послiдовнiсть ((A′k, B
′
k) : k ∈ N) також булево незалежна на S.

Тепер нехай (1) не виконується, тобто виконується умова:
(3) для довiльних множини T ⊆ S i булево незалежної на T пiдпослiдовностi β =

((Ain , Bin) : n ∈ N) послiдовностi α iснує номер m ∈ N такий, що для довiльних n > m i
A ∈ {Uin , Vin} послiдовнiсть ((Aik , Bik) : k > n) булево незалежна на A ∩ T .

Iндукцiєю за k побудуємо строго зростаючу послiдовнiсть (nk)
∞
k=1 номерiв nk ∈ N i

послiдовнiсть (A′k)∞k=1 множин A′k ∈ {Unk
, Vnk
} такi, що для кожного k ∈ N послiдовнiсть

αk = ((P
(k)
i , Q

(k)
i ) : i ∈ N) пар

(P
(k)
i , Q

(k)
i ) =

{
(A′i, B

′
i), i ≤ k,

(Ai+nk−k, Bi+nk−k), i > k,

булево незалежна на S.
За умовою (3), застосованою до послiдовностi i α множини S, виберемо номер n1 i

множину A′1 ∈ {Un1 , Vn1} так, що послiдовнiсть ((An, Bn) : n > n1) булево незалежна на
A′1 ∩ S. Тодi послiдовнiсть

α1 = ((A′1, B
′
1), (An1+1, Bn1+1), (An1+2, Bn1+2), ...)

булево незалежна на S.
Припустимо, що скiнченнi послiдовностi (ni)

k
i=1 i (A′i)

k
i=1 такi, що послiдовностi

α1, α2, ..., αk булево незалежнi на множинi S. Позначимо через T систему всiх множин
T = (

⋂
i∈I A

′
i) ∩ (

⋂
j∈J B

′
j), де {1, 2, . . . , k} = I t J . Зауважимо, що система T скiнченна

i, тому, за твердженням 1 послiдовнiсть βk = ((An, Bn) : n > nk) булево незалежна на
кожнiй множинi T ∈ T . Застосовуючи умову (3) до послiдовностi βk i кожної множини
T ∈ T знайдемо номер nk+1 > nk такий, що послiдовнiсть βk+1 = ((An, Bn) : n > nk+1)
булево незалежна на кожнiй множинi A∩T , де A ∈ {Unk+1

, Vnk+1
} i T ∈ T . Виберемо до-

вiльно A′k+1 ∈ {Unk+1
, Vnk+1

}. Зауважимо також, що за твердженням 1 послiдовнiсть βk+1
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булево незалежна на кожнiй множинi Bnk+1
∩T , де T ∈ T . Врахувавши, що B′k+1 = Bnk+1

,
одержимо, що послiдовнiсть

αk+1 = ((A′1, B
′
1), . . . , (A

′
k+1, B

′
k+1), (Ank+1+1, Bnk+1+1), (Ank+1+2, Bnk+1+2), . . . )

булево незалежна на S.
Тепер зауважимо, що для будь-яких скiнченних множин I, J ⊆ N, I ∩ J = ∅ i

max(I ∪ I) ≤ k маємо C ′α(I, J) = Cαk
(I, J). Тому послiдовнiсть α′ булево незалежна

на S.

4. Доведення теореми Бургейна-Розенталя.

Доведення теореми 2. Для кожного n ∈ N покладемо A(1)
n = {s ∈ S : 0 ≤ fn(s) < a},

A
(0)
n = {s ∈ S : 0 < −fn(s) < a}, B(1)

n = {s ∈ S : fn(s) > b} i B(0)
n = {s ∈ S : − fn(s)

> b}. За допомогою твердження 4 побудуємо булево незалежну на S послiдовнiсть
пар ((A′k, B

′
k) : k ∈ N) множин A′k ∈ {A

(1)
nk , A

(0)
nk } i B′k ∈ {B

(1)
nk , B

(0)
nk }. Тепер виберемо

i, j ∈ {0, 1} так, що множина N1 = {k ∈ N : A′k = A
(i)
nk , B

′
k = B

(j)
nk } нескiнченна. Без

обмеження загальностi можна вважати, що N1 = N.
Покладемо gk = fnk

для кожного k ∈ N i покажемо, що пiдпослiдовнiсть (gk)
∞
k=1 шу-

кана. Нехай (ck)
n
k=1 — фiксований набiр дiйсних скалярiв. Покладемо I = {k ≤ n : ck ≥

0} i J = {k ≤ n : ck < 0} i вiзьмемо довiльнi точки s1 ∈ Cα(I, J) i s2 ∈ Cα(J, I), де
α = ((A′k, B

′
k) : k ∈ N). Спочатку розглянемо випадок, коли i = j = 1, тобто gk(s) ≥ 0

для довiльних k ∈ N i s ∈ A′k ∪B′k. Тепер маємо∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckgk(s1)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckgk(s2)

∣∣∣∣∣ ≥
(
−
∑
k∈J

ckgk(s1)−
∑
k∈I

ckgk(s1)

)
+

+

(∑
k∈I

ckgk(s2) +
∑
k∈J

ckgk(s2)

)
≥

(
−b
∑
k∈J

ck − a
∑
k∈I

ck

)
+

(
b
∑
k∈I

ck + a
∑
k∈J

ck

)
=

= (b− a)

(∑
k∈I

ck −
∑
k∈J

ck

)
.

Подiбна оцiнка одержується у випадку, коли i = j = 0, тобто gk(s) < 0 для будь-яких
k ∈ N i s ∈ A′k ∪B′k.

Тепер нехай i = 0 та j = 1, тобто gk(s′) < 0 i gk(s′′) ≥ 0 для будь-яких k ∈ N, s′ ∈ A′k
i s′′ ∈ B′k. Тодi маємо∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ckgk(s1)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckgk(s2)

∣∣∣∣∣ =
(∑
k∈J

ckgk(s1) +
∑
k∈I

ckgk(s1)

)
−

−

(∑
k∈I

ckgk(s2) +
∑
k∈J

ckgk(s2)

)
≥

(
−b
∑
k∈J

ck + a
∑
k∈I

ck

)
+

(
b
∑
k∈I

ck − a
∑
k∈J

ck

)
=

= (b+ a)

(∑
k∈I

ck −
∑
k∈J

ck

)
.
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Подiбно мiркуємо у випадку, коли i = 1 i j = 0. Отже, так чи iнакше, маємо∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckgk(s1)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckgk(s2)

∣∣∣∣∣ ≥ (b− a)

(∑
k∈I

ck −
∑
k∈J

ck

)
= (b− a)

n∑
k=1

|ck|,

тому

sup
s∈S

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckgk(s)

∣∣∣∣∣ ≥ 1

2

(∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckgk(s1)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckgk(s2)

∣∣∣∣∣
)
≥ b− a

2

n∑
k=1

|ck|.

На завершення висловлюю щиру подяку професору М. М. Попову за цiннi поради i
допомогу при написаннi цiєї статтi.
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