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We consider Szegő type inequality, where the norm of the derivatives of the conjugate
trigonometric polynomials is measured by the norm of the polynomial itself in L0 space. We
improve the estimate of the constant in it, which was got by V. V. Arestov before.

А. Н. Адамов. О производных сопряженных тригонометрических полиномов в L0 // Мат.
Студiї. – 2012. – Т.37, №2. – C.147–154.

Рассматривается неравенство типа Сеге, оценивающее норму производных сопряжён-
ного тригонометрического полинома через норму самого полинома в пространстве L0.
Улучшается полученная ранее В. В. Арестовым оценка постоянной в этом неравенстве.

1. Введение. Пусть Tn множество тригонометрических полиномов

Tn (t) =
n∑

k=−n

ake
ikt

порядка n с коэффициентами ak из поля C комплексных чисел. Полином

T̃n (t) = i

(
n∑
k=1

ake
ikt −

n∑
k=1

a−ke
−ikt

)
называют сопряженным для Tn. Определим функционал ‖f‖p на отрезке при 0 ≤ p ≤ ∞
обычным образом

‖f‖p =
( 1

2π

∫ 2π

0

|f (t)|pdt
)1/p

, 0 < p <∞, (1)

‖f‖0 = lim
p→+0

‖f‖p = exp
( 1

2π

∫ 2π

0

ln |f (t)| dt
)
, (2)

‖f‖∞ = ‖f‖C = ess sup{|f (t)| : 0 ≤ t ≤ 2π}. (3)

Следуя Малеру ([1]), функционал ‖f‖0 будем называть мерой функции f.
Один из первых вопросов который возникает в связи с изучением сопряженных

тригонометрических полиномов — о связи нормы сопряженного полинома с нормой
исходного полинома. Если обозначить

Bn,p = sup
{
‖T̃n‖p

/
‖Tn‖p : Tn ∈ Tn

}
,
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то давно известна асимптотическая оценка Bn,∞ = 2
π

lnn + O (1) [2, т. I, глава II, §12].
В 1990 г. Л. В. Тайков ([3]) определил значение

Bn,∞ =
2

n+ 1

[(n+1)/2]∑
k=0

ctg
2k + 1

2 (n+ 1)
.

Относительно других значений p, 0 ≤ p < ∞, В. В. Арестов ([4]) доказал, что
Bn,0 ≥ Bn,p. Поэтому принципиально важным является нахождение постоянной Bn,0.
Результат В. В. Арестова выглядит так

1

n
Cn+1

2n ≤ Bn,0 ≤ 2Cn+1
2n .

В работе автора ([5]) получено уточнение этой двусторонней оценки, которое приводит
к выводу, что

Bn,0

Cn+1
2n

→ 1, n→∞.

Дальнейшее исследование свойств сопряженных тригонометрических полиномов T̃n
относится к их производным T̃

(r)
n , а именно к оценке их норм через нормы самих поли-

номов. История начинается с 1928 г., когда Г. Сеге ([6]) доказал такую оценку

‖T ′n cosα + T̃ ′n sinα‖∞ ≤ n‖Tn‖∞, Tn ∈ Tn, α ∈ R, (4)

а А. Зигмунд распространил (1959 г. — [2, т. II, глава X, (3.25)]) (4) на нормы ‖·‖p при
1 ≤ p ≤ ∞

‖T ′n cosα + T̃ ′n sinα‖∞ ≤ n‖Tn‖∞, Tn ∈ Tn, 1 ≤ p ≤ ∞. (5)
Из (5) вытекает, что

‖T̃ (r)
n ‖p ≤ nr‖Tn‖p, Tn ∈ Tn, r ≥ 1, 1 ≤ p ≤ ∞. (6)

Неравенства (5) и (6) точные и обращаются в равенства на полиномах
Tn (t) = c cosn (t− t0). Для p = 0 В. В. Арестовым доказано ([4]), что постоянная в
неравенстве типа (6) является мерой некоторого полинома

un,r (t) =


2

n∑
k=1

krCk
2n sin kt, r чётное,

2
n∑
k=1

krCk
2n cos kt, r нечётное,

(7)

и

‖T̃ (r)
n ‖0 ≤ ‖un,r‖0 · ‖Tn‖0, r ≥ 1. (8)

Для 0 < p < 1 неравенство (8) остается верным ‖T̃ (r)
n ‖p ≤ ‖un,r‖0 · ‖Tn‖p, но уже не

является точным. Для ‖un,r‖0 получены следующие оценки

‖un,r‖0 = nr, r ≥ n ln 2n, (9)
‖un,r‖0 ≤ 2nrCn+1

2n , 1 ≤ r < n ln 2n. (10)

В настоящей работе оценка (10) уточняется. При разбиении промежутка 1 ≤ r < n ln 2n
на два промежутка, были получены следующие оценки

‖un,r‖0 ≤ C (r)Cn+1
2n , 1 ≤ r ≤ n

2
и C (r) зависит только от r, (11)

‖un,r‖0 ≤ 4
(

max
{
n,

√
nr

2

})r
Cn+k0

2n ,
n

2
< r < n ln 2n, и k0 =

[√r2 + 8nr − r
4

]
. (12)
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2. Вспомогательные леммы и факты. Пусть ak, 1 ≤ k ≤ n, некоторая последова-
тельность. Как обычно, обозначим

∆0ak = ak, ∆mak = ∆m−1ak −∆m−1ak+1 =
m∑
j=0

(−1)jCj
mak+j, где an+1 = an+2 = . . . = 0.

Лемма 1. ПустьWn (t) =
∑n

k=1 ak sin kt и Vn (t) =
∑n

k=1 ak cos kt — тригонометрические
полиномы порядка n. Тогда для любого 0 ≤ m ≤ n− 1 справедливы неравенства

‖Wn‖0 ≤
m−1∑
j=0

2m−1−j
∣∣∆ja1

∣∣+
n∑
k=1

|∆mak|, ‖Vn‖0 ≤
m−1∑
j=0

2m−1−j
∣∣∆ja1

∣∣+
n∑
k=1

|∆mak|. (13)

Доказательство. Достаточно рассмотреть полином Wn, для Vn рассуждения анало-
гичны. Применим преобразование типа Абеля, для чего обозначим z = eit, |z| = 1,
0 ≤ t ≤ 2π и умножим полином Wn на (z − 1)m. Покажем, что

i(z − 1)mWn (t) = −
m−1∑
k=0

∆ka1

(zm + (−1)k

2

)
(z − 1)m−1−k+

+
n∑
k=1

∆mak

(zk+m − (−1)mz−k

2

)
. (14)

Действительно, при m = 0, Wn (t) =
n∑
k=1

∆0ak

(zk − z−k
2i

)
. При m = 1 имеем

i (z − 1)Wn (t) = −a1
(z + 1

2

)
+

n∑
k=1

∆1ak

(zk+1 + z−k

2

)
.

По индукции легко получаем (14). Так как |z − 1| = 2 sin t
2
≤ 2 и |z| = 1, то∣∣∣(2 sin

t

2

)m
Wn(t)

∣∣∣ ≤ m−1∑
k=0

2m−1−k
∣∣∆ka1

∣∣+
n∑
k=1

|∆mak|.

Отсюда следуют соответствующие неравенства для меры функции
(
2 sin t

2

)m
Wn(t) по

определению (2) ∥∥∥(2 sin
t

2

)m
Wn(t)

∥∥∥
0
≤

m−1∑
j=0

2m−1−j
∣∣∆ja1

∣∣+
n∑
k=1

|∆mak|.

Мера функций мультипликативна, и, так как
∥∥2 sin t

2

∥∥
0

= 1, то из этих неравенств
следует (13).

Для оценки меры полинома un,r (7) воспользуемся леммой 1, где ak = krCn+k
2n . Чтобы

исследовать поведение ∆mak, выразим биномиальные коэффициенты через гамма-фун-
кцию и перейдем от натуральных k к непрерывному аргументу. В результате возникают
функции f и g

f (x) =
xrΓ (2n+ 1)

Γ (n+ x+ 1) Γ (n− x+ 1)
= xrg (x) , g (x) =

Γ (2n+ 1)

Γ (n+ x+ 1) Γ (n− x+ 1)
,

и ak = f (k). Тогда возможно конечные разности ∆mak выразить через производные
функции f. Сначала получим два вспомогательных соотношения.
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Лемма 2. Пусть n ≥ 3 и 0 ≤ x ≤ n√
2
. Тогда справедливо неравенство

g (x) ≤ g (0) · exp

(
1

18
− 2x2

3n

)
. (15)

Доказательство. Записывая для гамма-функции формулу Стирлинга ln Γ (α + 1) =
ln
√

2π +
(
α− 1

2

)
lnα− α + θ

12α
, 0 < θ < 1, получим

ln
(g (x)

g (0)

)
= ln

( (Γ (n+ 1))2

Γ (n+ x+ 1) Γ (n+ x− 1)

)
≤ 2
(1

2
ln 2π +

1

2
lnn+ n lnn− n

)
+

+
1

6n
−
(1

2
ln 2π +

1

2
ln (n+ x) + (n+ x) ln (n+ x)− (n+ x)

)
−

−
(1

2
ln 2π +

1

2
ln (n− x) + (n− x) ln (n− x)− (n− x)

)
=

= lnn− 1

2
(ln (n+ x) + ln (n− x)) + 2n lnn−

− (n+ x) ln (n+ x)− (n− x) ln (n− x) +
1

6n
=

= lnn− 1

2

(
lnn+ ln

(
1 +

x

n

)
+ lnn+ ln

(
1− x

n

))
+ 2n lnn−

−n
(

1 +
x

n

)(
lnn+ ln

(
1 +

x

n

))
− n

(
1− x

n

)(
lnn+ ln

(
1− x

n

))
+

1

6n
.

Обозначим для удобства записи v = x
n
, тогда

ln
(g (x)

g (0)

)
≤ −1

2
ln
(
1− v2

)
+ 2n lnn− n (1 + v) (lnn+ ln (1 + v))−

−n (1− v) (lnn+ ln (1− v)) +
1

6n
=

= −
(
n+

1

2

)
ln
(
1− v2

)
− nv (ln (1 + v)− ln (1− y) v) +

1

6n
=

=
(
n+

1

2

)(
v2 +

v4

2
+
v6

3
+ . . .+

v2k

k
+ . . .

)
−

−nv
(

2v +
2v3

3
+ . . .+

2v2k+1

2k + 1
+ . . .

)
+

1

6n
≤

≤ nv2 + n
v4

2
+
v2

2
+ n
(v6

3
+
v8

3
. . .+

v2k

3
+ . . .

)
+

1

6n
+

+
1

2

(v4
2

+
v6

2
+ . . .+

v2k

2
+ . . .

)
− 2nv2 − 2nv4

3
=

= −nv2 − nv4

6
+
v2

2
+
nv4

3
· v2

1− v2
+
v2

4
· v2

1− v2
+

1

6n
.

Так как v2 = x2

n2 ≤ 1
2
, то возвращаясь к прежним обозначениям имеем

ln
(g (x)

g (0)

)
≤ −x

2

n
− x4

6n3
+

x2

2n2
+

x4

3n3
· 1 +

x2

4n2
· 1 +

1

6n
=

= −x
2

n
+

1

12n

(
2 + 9

x2

n
+ 2

x4

n2

)
=

=
1

6n
− x2

n

(
1− 3

4n
− x2

6n2

)
≤ 1

18
− x2

n

(
1− 1

4
− 1

12

)
=

1

18
− 2x2

3n
.

Отсюда и следует (15).
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Лемма 3. Пусть 0 ≤ x ≤ n√
2
и m > 0. Тогда

∣∣g(m) (x)
∣∣ ≤ Cxm

nm |g (x)|, где коэффициент C
зависит только от m.

Доказательство. Найдем первую производную g

g′ (x) = g (x)

(
Γ′ (n− x+ 1)

Γ (n− x+ 1)
− Γ′ (n+ x+ 1)

Γ (n+ x+ 1)

)
.

Обозначим ϕ (x) =
Γ′ (n− x+ 1)

Γ (n− x+ 1)
− Γ′ (n+ x+ 1)

Γ (n+ x+ 1)
, 0 ≤ x ≤ n. Тогда g′ (x) = ϕ(x)g (x),

g′′ (x) = (ϕ′(x) + ϕ2 (x)) g (x), g′′′ (x) = (ϕ′′(x) + 3ϕ (x)ϕ′ (x) + ϕ3 (x)) g (x), и в итоге по
индукции имеем

g(m) (x) = g (x)
∑

αj∈Z+ :
m−1∑
j=0

αj(j+1)=m

Ck,α0,α1,...,αm−1

m−1∏
j=0

(
ϕ(j) (x)

)αj
, (16)

где Ck,α0,α1,...,αk−1
— некие целочисленные коэффициенты. В сумму (16) входят члены

вида ϕm, ϕ(m−1), ϕϕ(m−2), ϕ2ϕ(m−3), и другие. Каждый из них при дифференцировании,
очевидно, что представляется суммой некоторого числа членов более высокого порядка
m+ 1, и, так как для m = 1, 2, 3 формула (16) верна, в общем случае имеем

g(m+1) (x) = g′ (x)
∑

∑
αj(j+1)=m

Ck,α0,α1,...,αm−1

m−1∏
j=0

(
ϕ(j) (x)

)αj
+

+g (x)

( ∑
∑
αj(j+1)=m

Ck,α0,α1,...,αm−1

m−1∏
j=0

(
ϕ(j) (x)

)αj

)′
=

= g (x)
∑

∑
αj(j+1)=m

Ck,α0,α1,...,αm−1ϕ (x)
m−1∏
j=0

(
ϕ(j) (x)

)αj
+

+g (x)
∑

∑
αj(j+1)=m

Ck,α0,α1,...,αm−1

(
m−1∏
j=0

(
ϕ(j) (x)

)αj

)′
=

= g (x)
∑

∑
αj(j+1)=m+1

Ck,α0,α1,...,αm−1,am

m∏
j=0

(
ϕ(j) (x)

)αj
.

Для оценки производных функции ϕ выразим ее через пси-функцию

ψ (z) =
d

dz
ln Γ (z) =

Γ′ (z)

Γ (z)

следующим образом: ϕ (x) = ψ (n− x+ 1) − ψ (n+ x+ 1). Нам понадобятся соотноше-
ния 6.354 и 6.356 из монографии [7]

ψ (z)− ψ (y) =
∞∑
k=0

( 1

y + k
− 1

z + k

)
и ψ(j) (z) = (−1)j+1j!

∞∑
k=0

1

(z + k)j+1 .

Тогда имеем

ϕ (x) = −
∞∑
k=0

( 1

n− x+ 1 + k
− 1

n+ x+ 1 + k

)
. (17)
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Отсюда несложно увидеть, что ϕ (x) монотонна при 0 ≤ x ≤ n, и для дальнейшей
оценки ϕ заметим, что при целых значениях x

ϕ (x) = − lim
m→+∞

m∑
k=0

( 1

n− x+ 1 + k
− 1

n+ x+ 1 + k

)
= −

2x−1∑
k=0

1

n− x+ 1 + k
+

+ lim
m→+∞

m∑
k=m−2x+1

1

n+ x+ 1 + k
= −

2x−1∑
k=0

1

n− x+ 1 + k
.

И соответственно
2x

n
≤ |ϕ (x)| ≤ 2x

n− x
≤ Cx

n
. (18)

С учетом монотонности ϕ (18) распространяется на все 0 ≤ x ≤ n√
2
. Аналогично из (17)

имеем

ϕ(j) (x) = (−1)j+1j!
∞∑
k=0

( 1

(n− x+ 1 + k)j+1 −
1

(n+ x+ 1 + k)j+1

)
и ∣∣ϕ(j) (x)

∣∣ ≤ j!
∞∑
k=0

( 1

(n− x+ 1 + k)j+1 −
1

(n+ x+ 1 + k)j+1

)
≤ 2Cx

nj+1
,

где C зависит только от j. Последнее неравенство так же справедливо не только для
целых x. Подставляя эти соотношения в (16), получаем требуемое неравенство.

Лемма 4. Для ak = krCn+k
2n и 0 ≤ r ≤ n

2
выполняется неравенство |∆r+4ak| ≤ C

Cn+1
2n

n2 .

Доказательство. Так как ak = f (k), то, пользуясь выражением конечной разности
через производную в промежуточной точке [8, с. 159, следствие 1], получаем

∆mak =
m∑
j=0

(−1)jCj
mf (k + j) = (−1)m∆m

1 f (x) = (−1)mf (m) (k + θm) , 0 < θ < 1. (19)

Полагаяm = r+4 имеем в (19) |∆r+4ak| =
∣∣f (r+4) (k + θ (r + 4))

∣∣, 0 < θ < 1. Представляя
f (x) = xrg (x) имеем

f (m) (x) =

min(m,r)∑
j=0

Cj
mr!

(r − j)!
xr−jg(m−j) (x), и f (r+4) (x) =

r∑
j=0

Cj
r+4r!

(r − j)!
xr−jg(r+4−j) (x).

Пользуясь леммой 3 при 0 ≤ x ≤ n√
2
получаем

∣∣f (r+4) (x)
∣∣ ≤ r∑

j=0

Cj
r+4r!

(r − j)!
xr−j

∣∣g(r+4−j) (x)
∣∣ ≤ 1

n2
|g (x)|

r+2∑
k=1

Ck

(
x2

n

)k
,

где Ck некоторые коэффициенты, зависящие только от r и k. Для удобства обозначая

y = x2

n
и P (y) =

r+2∑
k=1

Cky
k, при помощи леммы 2 получаем

∣∣f (r+4) (x)
∣∣ ≤ 1

n
|g (0)| |P (y)| exp

(
1

18
− 2y

3

)
.

Так как |P (y)| exp
(

1
18
− 2y

3

)
очевидно стремится к 0 при y → +∞, то эта величина

ограничена на 0 ≤ y ≤ +∞ некоторой величиной C, зависящей только от r. Отсюда
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следует, что лемма справедлива при k + (r + 4) ≤ n√
2
. При k + (r + 4) ≥ n√

2
очевидно

ak = krCn+k
2n монотонно убывают, и |∆r+4ak| ≤ ak. Как несложно заметить, тогда ak ≤

C
Cn+1

2n

n2 , и лемма справедлива при таких k.

Замечание. При выбореm = r+4 второе слагаемое в правой части (13) меньше первого
по порядку. При меньших m такого добиться этим методом нельзя, большее m ничего
не изменяет по-существу во втором слагаемом, но увеличивает первое.

3. Основной результат.

Теорема. Пусть Tn — тригонометрический полином порядка n, T̃n — сопряженный к
нему, 1 ≤ r < n ln 2n. Тогда

∥∥∥T̃ (r)
n

∥∥∥
0
≤ Cn+1

2n

(
r+4∑
k=1

2r+5−kkr +
Cr
n

)
· ‖Tn‖0, 1 ≤ r ≤ n

2
, (20)

∥∥∥T̃ (r)
n

∥∥∥
0
≤ 4

(
max

(
n,

√
nr

2

))r
Cn+k0

2n · ‖Tn‖0,
n

2
≤ r < n ln 2n, (21)

где Cr — коэффициент зависящий только от r, а k0 =
[√

r2+8nr−r
4

]
.

Доказательство. Из (8), следует, что для получения (20) и (21) необходимо оценить
меру полинома un,r. При 1 ≤ r ≤ n

2
воспользуемся первой леммой, считая m = r + 4,

‖un,r‖0 ≤
r+3∑
j=0

2r+4−j ∣∣∆ja1
∣∣+ 2

n∑
k=1

∣∣∆r+4ak
∣∣. (22)

Для первого слагаемого в (22), учитывая, что |∆ja1| ≤ aj+1, получаем
r+3∑
j=0

2r+4−j ∣∣∆ja1
∣∣ ≤ r+4∑

k=1

2r+5−kak =
r+4∑
k=1

2r+5−kkrCn+k
2n ≤ Cn+1

2n

r+4∑
k=1

2r+5−kkr.

Для второго слагаемого в (22), пользуясь леммой 4, имеем

2
n∑
k=1

∣∣∆r+4ak
∣∣ ≤ 2

n∑
k=1

C
Cn+1

2n

n2
= C

Cn+1
2n

n
.

Отсюда сразу следует (20).
При n

2
≤ r < n ln 2n применим к un,r первую лемму с m = 1

‖un,r‖0 ≤ 2 |a1|+ 2
n∑
k=1

|∆ak|. (23)

Так как |∆ak| = f ′ (k + θ), 0 < θ < 1, имеем
f ′ (x) = rxr−1g (x) + xrg′ (x) = rxr−1g (x) + xrϕ (x) g (x) = xr−1g (x) (r + xϕ (x)) .

Так как последовательность ak монотонно возрастает только при r ≥ n ln 2n (см. [4]),
то f ′ (x) обращается в 0 на 0 ≤ x ≤ n. Так как на этом промежутке ϕ (x) монотонно
убывает, то ноль у f ′ (x) только 1, который обозначим x0. Для оценки x0 воспользуемся
неравенством (18). Тогда
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√
r2 + 8nr − r

4
≤ x0 ≤

√
nr

2
,
n

2
≤ r ≤ 2n,

√
r2 + 8nr − r

4
≤ x0 ≤ n, 2n ≤ r < n ln 2n.

Соответственно ∆ak сначала отрицательны, потом положительны, и
n∑
k=1

|∆ak| ≤ 2 sup
k
ak − a1 ≤ 2f (x0)− a1.

Тогда из (23) следует, что ‖un,r‖0 ≤ 4f (x0). При n
2
≤ r ≤ 2n имеем

‖un,r‖0 ≤ 4xr0
Γ (2n+ 1)

Γ (n+ x0 + 1) Γ (n− x0 + 1)
≤ 4

(√
nr

2

)r
Γ (2n+ 1)

Γ (n+ x̃+ 1) Γ (n− x̃+ 1)
,

и при 2n ≤ r < n ln 2n

‖un,r‖0 ≤ 4xr0
Γ (2n+ 1)

Γ (n+ x0 + 1) Γ (n− x0 + 1)
≤ 4nr

Γ (2n+ 1)

Γ (n+ x̃+ 1) Γ (n− x̃+ 1)
.

Очевидно, что
Γ (2n+ 1)

Γ (n+ x̃+ 1) Γ (n− x̃+ 1)
≤ Cn+k0

2n , где k0 = [x̃] =
[√r2 + 8nr − r

4

]
.

Отсюда следует (21).
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