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S. I. Bilavska, I. S. Vasyunyk. Reduction of a pair of matrices to a special triangular form over
a ring of almost stable range 1 , Mat. Stud. 37 (2012), 136–141.

In the paper it is considered a notion of a ring of almost stable range 1. It is shown that
an arbitrary pair of matrices over commutative Bezout domain of almost stable range 1, where
at least one of the matrices is not a zero divisor, reduced to a special triangular form with the
corresponding elementary divisors on the main diagonal by using the unilateral transformations.
It is also proved that elementary divisors of the product of matrices over a commutative Bezout
domain of almost stable range 1 are elementary divisors of every multiplier.

C. И. Билявська, И. С. Васюнык. Сведение пары матриц к специальному треугольному
виду над кольцом почти стабильного ранга 1 // Мат. Студiї. – 2012. – Т.37, №2. – C.136–
141.

В статье на основе понятия кольца почти стабильного ранга 1, доказано, что произволь-
ная пара матриц над коммутативной областью Безу почти стабильного ранга 1, где хотя
бы одна из матриц не является делителем нуля, применением идентичных односторонних
преобразований сведется к специальному треугольному виду с соответствующими элемен-
тарными делителями на главной диагонали. Также доказано, что элементарные делители
произведения матриц над коммутативной областью Безу почти стабильного ранга 1 де-
лятся на соответствующие элементарные делители каждого сомножителя.

Нехай R — комутативне кiльце з 1 i 1 6= 0. Кiльце R називається кiльцем стабiль-
ного рангу 1, якщо для довiльних елементiв a, b ∈ R таких, що aR + bR = R iснує
елемент t ∈ R такий, що (a + bt)R = R ([1]). Кiльце R є кiльцем майже стабiльного
рангу 1, якщо для довiльного ненульового i необоротнього елемента a ∈ R стабiльний
ранг фактор-кiльця R/aR дорiвнює 1 ([6]). Кiльце R є кiльцем елементарних дiльникiв,
якщо довiльна матриця A розмiру m× n володiє канонiчною дiагональною редукцiєю,
а саме для матрицi A iснують оборотнi матрицi P ∈ GLm(R), Q ∈ GLn(R) такi, що
матриця

PAQ =



ε1 0 0 . . . 0 . . . 0
0 ε2 0 . . . 0 . . . 0
0 0 ε3 . . . 0 . . . 0
...

...
... . . . ...

...
...

0 0 0 . . . εr . . . 0
...

...
...

...
... . . . ...

0 0 0 0 0 . . . 0


,
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де εi|εi+1, i = 1, . . . , r−1. Елементи ε1, ε2, ..., εr називаються елементарними дiльниками
матрицi A.

За результатами робiт [3, 5, 6] кiльце майже стабiльного рангу 1 є кiльцем елемен-
тарних дiльникiв. Тодi згiдно з [6], маємо таку теорему.

Теорема 1. Нехай R — комутативне кiльце майже стабiльного рангу 1 i елементи
a, b, c ∈ R/{0} такi, що aR+ bR+ cR = R. Тодi iснує елемент r ∈ R такий, що aR+ (b+
cr)R = R.

Доведення. Нехай R = R/aR i для деякого елемента x ∈ R, x = x + aR. Оскiльки
bR + cR = R, то iснує такий елемент r з кiльця R, що (b+ cr)R = R. Покажемо, що
aR+ (b+ cr)R = R. Доведення проведемо вiд супротивного. Припустимо, що aR+ (b+
cr)R 6= R, тодi iснує максимальний iдеал M з кiльця R такий, що aR + (b+ cr)R ∈ M .
Але це неможливо, оскiльки M є максимальним iдеалом в кiльцi R, що мiстить b+ cr.
Отже, aR + (b+ cy)R = R.

Теорема 2. Нехай A1, A2 — матрицi розмiру 2 × k1(R), 2 × k2(R) над комутативною
областю Безу майже стабiльного рангу 1, причому хоча б одна з цих матриць не є
дiльником нуля. Тодi iснують оборотнi матрицi P ∈ GL2(R), Q1 ∈ GLk1(R) i Q2 ∈
GLk2(R) такi, що

PAiQi =

(
εi1 0 0 . . . 0
∗ εi2 0 . . . 0

)
,

де εi1, εi2 — елементарнi дiльники матрицi Ai, i = 1, 2.

Доведення. Вважаємо, що матриця A2 не є дiльником нуля. Оскiльки R — кiльце еле-
ментарних дiльникiв, тодi для матриць A1 та A2 iснують оборотнi матрицi S ∈ GL2(R),
N1 ∈ GLk1(R), N2 ∈ GLk2(R) такi, що

SA1N1 =

(
ε′1 0 0 . . . 0
0 ε′2 0 . . . 0

)
, ε′1 | ε′2, SA2N2 =

(
a b 0 . . . 0
0 c 0 . . . 0

)
, c 6= 0, a, b, c ∈ R.

Для випадку, коли a ∈ U(R), теорему доведено. Припустимо тепер, що aR+bR+cR = R.
Нехай a 6= 0. Тодi за теоремою 1, для елементiв a, b, c ∈ R iснує елемент r ∈ R такий,

що aR + (b+ cr)R = R. Розглянемо матрицю T =

(
1 r
0 1

)
, де T ∈ GL2(R). Тодi

TSA1N1 =

(
1 r
0 1

)(
ε′1 0 0 . . . 0
0 ε′2 0 . . . 0

)
=

(
ε′1 rε′2 0 . . . 0
0 ε′2 0 . . . 0

)
,

TSA2N2 =

(
1 r
0 1

)(
a b 0 . . . 0
0 c 0 . . . 0

)
=

(
a b+ rc 0 . . . 0
0 c 0 . . . 0

)
.

Оскiльки aR+(b+rc)R = R, то iснують елементи u, v ∈ R такi, що au+(b+rc)v = 1.
Якщо стабiльний ранг кiльця R дорiвнює 2, тодi R є кiльцем Ермiта, звiдки, uR+

+vR = R, тому iснує оборотна матриця U =

(
u ∗
v ∗

)
∈ GL2(R). Звiдси
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TSA2N2K =

(
a b+ rc 0 . . . 0
0 c 0 . . . 0

)


0 . . . 0
U 0 . . . 0

...
...

...

0 . . . 0 1 0
...

...
...

...
... . . . ...

0 0 . . . . . . 0 1


=

=

(
au+ (b+ rc)v ∗ 0 . . . 0

cv ∗ 0 . . . 0

)
=

(
1 ∗ 0 . . . 0
cv ∗ 0 . . . 0

)
,

де 

0 . . . 0
U 0 . . . 0

...
...

...

0 . . . 0 1 0
...

...
...

...
... . . . ...

0 0 . . . . . . 0 1


∈ GLk2(R).

Оскiльки ε′1 | ε′2, то ε′2 = xε′1, тодi rε′2 = xrε′1. Отже rε′2 = yε′1, де y = xr для деяких
елементiв x, y ∈ R. Тому

(
ε′1 rε′2 0 . . . 0
0 ε′2 0 . . . 0

)

1 −y 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1

 =

=

(
ε′1 −yε′1 + rε′2 0 . . . 0
0 ε′1 0 . . . 0

)
=

(
ε′1 0 0 . . . 0
0 ε′2 0 . . . 0

)
,

оскiльки −yε′1+ rε′2 = −xrε′2+ rxε′2 = 0. Дана рiвнiсть завершує доведення теореми для
випадку aR + bR + cR = R.

Розглянемо випадок, коли aR+bR+cR = dR, де d — необоротний елемент кiльця R.
Оскiльки R є кiльцем Безу, то iснують елементи a0, b0, c0 ∈ R такi, що a = a0d, b = b0d,
c = c0d i a0R + b0R + c0R = R. Тодi матриця

SA2N2 =

(
a b 0 . . . 0
0 c 0 . . . 0

)
=

(
d 0
0 d

)(
a0 b0 0 . . . 0
0 c0 0 . . . 0

)
= DB.

Виберемо елемент r ∈ R такий, що a0R + (b0 + rc0)R = R. Дана рiвнiсть виконується з

огляду на попередню теорему. Розглянемо вiдповiдну матрицю T =

(
1 r
0 1

)
. Тодi

TB =

(
1 r
0 1

)(
a0 b0 0 . . . 0
0 c0 0 . . . 0

)
=

(
a0 b0 + rc0 0 . . . 0
0 c0 0 . . . 0

)
=

=

(
1 0 0 . . . 0
∗ c0 0 . . . 0

)
.

Не важко перевiрити, що матриця TB i матриця TSAiNi домноженням справа на
вiдповiднi оборотнi матрицi зведуться до потрiбного вигляду.



ПРИВЕДЕННЯ ПАРИ МАТРИЦЬ ДО СПЕЦIАЛЬНОГО ТРИКУТНОГО ВИГЛЯДУ 139

Теорема 3. Нехай Ai, i = 1, 2 — матрицi розмiру m × ki над комутативною областю
Безу майже стабiльного рангу 1, причому хоча б одна з цих матриць не є дiльником
нуля. Тодi iснують оборотнi матрицi P ∈ GLm(R) i Qi ∈ GLki(R) такi, що

PAiQi =



εi1 0 . . . . . . . . . 0

∗ εi2 0 . . . . . .
...

∗ ∗ . . . . . . . . .
...

...
...

... εir . . .
...

...
...

... . . .
. . . ...

∗ . . . . . . . . . ∗ 0


,

де εij, j = 1, . . . r, r ≤ m є елементарними дiльниками матрицi Ai.

Доведення. Доведення проведемо iндукцiєю за кiлькiстю рядкiв у матрицi Ai, i = 1, 2.
Базу iндукцiї вже встановлено в теоремi 2. Припустимо, що наше твердження вiрне
для всiх матриць з кiлькiстю рядкiв m − 1. Нехай Ai = (aits) — потрiбнi матрицi, де
A2 не є дiльником нуля, i = 1, 2. Розглянемо пiдматрицi A′i вiдповiдних розмiрiв Ai,
якi отримуються з матрицi Ai шляхом викреслення всiх рядкiв починаючи з третього.
Очевидно, що матриця A′2 не є дiльником нуля. За базою iндукцiї, а саме за теоремою 2,
iснують оборотнi матрицi P ′ ∈ GL2(R), Q

′
1 ∈ GLk1(R), Q

′
2 ∈ GLk2(R) такi, що

P
′
AiQ

′

i =

(
εi1 0 0 . . . 0
∗ εi2 0 . . . 0

)
, де εi1 = НСД(aitki

), t = 1, 2.

Розглянемо матрицю

P =



0 . . . 0
P

′
0 . . . 0
...

...
...

0 . . . 0 1 0
...

...
...

...
... . . . ...

0 0 . . . . . . 0 1


.

Очевидно, що P ∈ GLm(R) i тодi

PAiQ
′

i =

 εi1 0 0 . . . 0
∗ εi2 0 . . . 0
a31 a32 a33 . . . a3ki

 = Ci.

Розглянемо пiдматрицi B′i розмiру (m − 1) × ki, якi отримаються з матриць Ci ви-
кресленням першого рядка. Очевидно, що пiдматриця B′2 не є дiльником нуля. За при-
пущенням iндукцiї, iснують оборотнi матрицi T ′ ∈ GLm−1(R), S

′
i ∈ GLki(R) такi, що

T
′
BiS

′

i =

ψ
i
2 0 . . . 0

∗ . . .
∗ ∗ ψm

 ,

де ψi
2 є найбiльшим спiльним дiльником елементiв матрицi Bi, i = 1, 2.
Розглянемо матрицю

T =


1 0 0 . . . 0
0
... T
0

 .
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Очевидно, що T ∈ GLm(R)) i тодi

TCiS
′

i =


εi1 0 . . . 0

∗ ψi
2

...
... . . . 0
∗ ∗ ψi

m

 = Ki.

НехайK ′
i — це пiдматрицi вiдповiдних матрицьKi, якi отримуються зKi шляхом викре-

слення всiх рядкiв матриць починаючи з третього рядка. Очевидно, що матриця K ′
2 не є

дiльником нуля. За припущенням iндукцiї iснують такi оборотнi матрицi M ′ ∈ GL2(R),
N

′
i ∈ GLki(R), що

M
′
K

′

iN
′

i =

(
ψi
1 0 0 . . . 0
∗ ψi

2 0 . . . 0

)
,

де ψi
1 є найбiльшим спiльним дiльником елементiв матрицi K ′

i , i = 1, 2.
Очевидно, що цей найбiльший спiльний дiльник елементiв матрицi збiгається з най-

бiльшим спiльним дiльником всiх елементiв матрицi A′
i, тобто є елементарним дiльни-

ком вiдповiдної матрицi A′
i, який розташований на першiй позицiї рядка та стовпця.

Розглянемо матрицю

M =



0 . . . 0
M

′
0 . . . 0
...

...
...

0 . . . 0 1 0
...

...
...

...
... . . . ...

0 0 . . . . . . 0 1


.

Очевидно, що M ∈ GLm(R). Отже,

MKiN
′

i =


ψi
1 0 . . . 0
∗ ψi

2 0
... . . . ...
∗ ∗ ∗

 ,

де ψi
1 — перший елементарний дiльник матриць A′

i, i = 1, 2. Iндукцiя за кiлькiстю рядкiв
матрицi Ai, i = 1, 2 завершує доведення.

Теорема 4. Нехай A = B · C, де матриця A не є дiльником нуля i B, C — матрицi
над комутативною областю Безу майже стабiльного рангу 1. Тодi елементарнi дiльники
матрицi A дiляться на елементарнi дiльники матриць B i C.

Доведення. З отриманих вище результатiв очевидно, що R є кiльцем елементарних дiль-
никiв. Тодi iснують такi оборотнi матрицi P , Q1, Q2 вiдповiдних розмiрiв над кiльцем R,
що PAQ1 = PBQ2Q

−1
2 CQ1. Тодi

εA1 0 0 . . . 0

∗ εA2
... 0 . . . 0

... . . . 0 0 · ·
∗ . . . ∗ εAm 0 . . . 0

 =


εB1 0 0 . . . 0

∗ εB2
... 0 . . . 0

... . . . 0 0 · ·
∗ . . . ∗ εBm 0 . . . 0

Q−12 CQ1.

Очевидно, що матриця Q−12 CQ1 є трикутною
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Q−12 CQ1 =


c11 0 . . . 0
c21 c22 . . . 0
... . . .
cm1 cm2 . . . cmm

 .

Звiдси 
εA1 0 0 . . . 0

∗ εA2
... 0 . . . 0

... . . . 0 0 · ·
∗ . . . ∗ εAm 0 . . . 0

 =

=


εB1 0 0 . . . 0

∗ εB2
... 0 . . . 0

... . . . 0 0 · ·
∗ . . . ∗ εBm 0 . . . 0



c11 0 . . . 0
c21 c22 . . . 0
... . . .
cm1 cm2 . . . cmm

 =

=


c11ε

B
1 0 . . . 0 . . . 0

c11 + c22ε
B
2 c22ε

B
2 0 0 . . . 0

∗ . . . ...
...

∗ ∗ . . . cmmε
B
m . . . 0

 .

Отже, εA1 = c11ε
B
1 , εA2 = c22ε

B
2 ,...., εAm = cmmε

B
m.

Кiльце R називається кiльцем нормування, якщо для довiльних елементiв a, b з кiль-
ця R отримаємо a | b або b | a.

Оскiльки кiльце нормування є кiльцем майже стабiльного рангу 1 ([5]), то отримаємо
наступну теорему.

Теорема 5. Нехай довiльну матрицю A можна представити у виглядi A = B · C над
кiльцем нормування. Тодi елементарнi дiльники матрицi A дiляться на елементарнi
дiльники матриць B i C.
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