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The full description of the two-dimensional representations of the dihedral group Dm =〈
a, b

∣∣ am = 1, b2 = 1, bab−1 = a−1
〉
, m > 1 over the commutative local rings, is proposed

from the point of view of a unified position. The conditions for their irreducibility, indecompo-
sable and equivalency are found.

Ю. В. Петечук. Описание двумерных представлений груп диедра над коммутативными
локальными кольцами // Мат. Студiї. – 2012. – Т.37, №2. – C.115–131.

В работе, с единых позиций, предложено полное описание двумерных представлений
групп диедра Dm =

〈
a, b

∣∣ am = 1, b2 = 1, bab−1 = a−1
〉
, m > 1 над коммутативными ло-

кальными кольцами. Найдены условия их неприводимости, неразложимости и эквива-
лентности.

У данiй статтi вперше з єдиних позицiй отримано повне описання, з’ясовано умови
незвiдностi, нерозкладностi i еквiвалентностi двовимiрних зображень груп дiедра Dm,
m > 1 над довiльними комутативними локальними кiльцями. Це складає перший крок
до повного описання зображень груп дiедра Dm, m > 1 над комутативними локальними
кiльцями. Труднощi, якi при цьому виникають, простежуються уже при описаннi мо-
дулярних зображень груп дiедра Dm, m > 1 вищих степенiв отриманих в [12] за умови
оборотностi натурального числа m в кiльцi R.

Як вiдомо, найбiльшi досягнення в теорiї немодулярних зображень скiнченних груп
над полями досягнуто на основi теореми Машке i леми Шура. У теорiї ж модулярних
зображень скiнченних груп навiть над полями доводиться шукати спецiальнi методи i
пiдходи. У випадку груп дiедра модулярнi зображення над комутативними локальними
кiльцями перегукуються з немодулярними зображеннями над комутативними локаль-
ними кiльцями, якi не мiстять коренiв з одиницi вiдповiдного степеня.

Iсторiю питання i попереднi результати можна знайти в [1], [3], [10]–[13], а деяку
загальнiшу й детальнiше викладену iнформацiю — в [2], [4]–[9], [14].

Нехай R — асоцiативне кiльце з одиницею 1, R∗ — група оборотних елементiв кiль-
ця R, J (R) — радикал R,

R = R/J (R), ΛJ(R) : R→ R/J (R), ΛJ(R) : GL (2, R)→ GL
(

2, R/J (R)

)
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— натуральнi гомоморфiзми, E — одинична матриця, Dm = 〈a, b|am = 1, b2 = 1, bab−1 =
a−1〉 — група дiедра порядку 2m, Λ: Dm → GL (2, R) — двовимiрне зображення гру-
пи Dm, m > 1, Λ = ΛJ(R)Λ, f (x) = det (xE − Λa) = x2 − tr Λax + det Λa — характери-
стичний многочлен матрицi Λa, де tr Λa –– слiд, а det Λa –– визначник матрицi Λa.

У данiй статтi доведено, що описання двовимiрних зображень груп дiедраDm ,m > 1
над комутативними локальними кiльцями зводяться до двох випадкiв. У першому з них
обидвi матрицi Λa i Λb є одночасно скалярними, а у другому випадку — не є одночасно
скалярними матрицями. Бiльш конкретно, у першому випадку

Λa = E + V, Λb = E + V0 при 2 ∈ J (R) i Λa,Λb належать до {±E} при 2 ∈ R∗,
де V i V0 –– матрицi над J (R) . У другому випадку, з точнiстю до еквiвалентностi,

Λa =

(
a1 a2
−εa2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
Λaδ,

де ε2 = 1, (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = 0, a1a4 + a22 = 1 , ε = det Λa, δ ∈ {0; 1} , а f (x) дiлить
двочлен xm − 1 з остачею r (x− a1) = r (x− a4) , де r ∈ R, ra2 = 0.

Зокрема, якщо Λa — нескалярна матриця, то r = 0, f (x) дiлить двочлен xm − 1 без
остачi.

У випадку, коли Λa — нескалярна матриця, неповне описання двовимiрних зобра-
жень груп дiедра Dm, m > 1 над комутативними локальними кiльцями отримане в [10],
а у випадку, коли Λa — скалярна матриця — в [11]. Доведено, що зображення Λ є не-
звiдним тодi i тiльки тодi, коли у першому випадку 2 ∈ J (R) i пара матриць V i V0 є
незвiдною, а у другому випадку не iснує елементiв x ∈ R, для яких виконуються рiвно-
стi x2 = 1 i a1 − a4 = (1 + ε)xa2. Крiм цього з’ясовано умови, за яких зображення Λ є
нерозкладним. Встановлено, що зображення Λ є нерозкладним тодi i тiльки тодi, коли у
першому випадку 2 ∈ J (R) i пара матриць V i V0 є нерозкладною, а у другому випадку
2 ∈ J (R) або 2 ∈ R∗ i Λa2 6= E.

У роботi розглядається питання еквiвалентностi зображень. Зрозумiло, що еквiва-
лентними можуть бути тiльки тi зображення Λ: Dm → GL (2, R) i Λ′ : Dm → GL (2, R) ,
якi належать до розглянутих вище випадкiв.

Зокрема, у першому випадку зображення Λ i Λ′, якi визначенi за правилом
Λa = E + V, Λb = E + V0, Λ′a = E + V ′, Λ′b = E + V

/
0 при 2 ∈ J (R)

або коли матрицi Λa, Λb, Λ′a, Λ′b належать до {±E} при 2 ∈ R∗ є еквiвалентними тодi
i тiльки тодi, коли пари матриць V, V0, i V ′, V

|
0 еквiвалентнi або вiдповiдно Λa = Λ′a i

Λb = Λ′b.
Зображення Λ i Λ′, якi у другому випадку визначенi за правилом

Λa =

(
a1 a2
−εa2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
Λaδ, Λ′a =

(
a
/
1 a

/
2

−ε′a/2 a
/
4

)
, Λ′b =

(
0 1
1 0

)
Λ′aδ

′
,

де δ, δ′ ∈ {0; 1}, ε = det Λa, ε′ = det Λ′a, є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли

δ = δ′, ε = ε′ i iснує матриця g0 ∈ GL (2, R) така, що g0 =

(
1 t
t 1

)
або g0 =

(
t 1
1 t

)
,

де 1 − t2 ∈ R∗, i виконуються рiвностi g0
(

a1 a2
−εa2 a4

)
=

(
a
/
1 a

/
2

−εa/2 a
/
4

)
g0, де (1− ε) a1 =

(1− ε) a4 = (1− ε) a/1 = (1− ε) a/4 = 0, характеристичнi многочлени матриць Λa i Λ′a
однаковi i дiлять двочлен xm − 1 з остачею

r (x− a1) = r (x− a4) = r
(
x− a/1

)
= r

(
x− a/4

)
, де r ∈ R, ra2 = ra

/
2 = 0.
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Стаття складається з трьох частин. У першiй частинi зiбранi загальнi поняття i
твердження, якi використовуються у данiй роботi. Зокрема, запропоновано доведення
теореми Гамiльтона-Келi над довiльними комутативними кiльцями.

У другiй частинi розвивається технiка лишкових пiдмодулiв ендоморфiзмiв модулiв
скiнченної розмiрностi над асоцiативними кiльцями, описуються, з точнiстю до спря-
ження, iнволюцiї повної лiнiйної групи довiльного степеня над локальними кiльцями.
Отримане описання застосовується при описаннi зображень груп дiєдра у двовимiрному
випадку.

У третiй частинi повнiстю, з точнiстю до еквiвалентностi, описуються двовимiрнi
зображення груп дiедра над комутативними локальними кiльцями, знаходяться умови
їх незвiдностi, нерозкладностi i еквiвалентностi.

1. Загальнi поняття i твердження. У цьому роздiлi, для зручностi, сформулюємо
добре вiдомi поняття, означення та твердження.

НехайM — непорожня сукупнiсть пiдмножин множини Ω. Елемент M називається
максимальним, якщо вiн не належить, до вiдмiнного вiд нього, елементаM.

ЯкщоM — множина всiх правих, або лiвих, або двостороннiх iдеалiв асоцiативного
кiльця, вiдмiнних вiд нього самого, то максимальний елемент M називається макси-
мальним правим, або лiвим, або двостороннiм iдеалом кiльця, вiдповiдно. Подiбно да-
ється означення максимального правого, або лiвого пiдмодуля довiльного модуля над
асоцiативним кiльцем.

Лема Цорна (аксiома). Якщо об’єднання будь-якої впорядкованої за включенням
послiдовностi пiдмножин з M є елементом, який належить до M, то M мiстить ма-
ксимальний елемент.

З леми Цорна випливає, що в асоцiативному кiльцi з одиницею будь-який правий
iдеал, вiдмiнний вiд самого кiльця, мiститься в деякому максимальному правому iдеалi.

Аналогiчно доводиться, що в будь-якому скiнченнопородженому правому модулi над
асоцiативним кiльцем iснує максимальний правий пiдмодуль, який мiстить деякий фi-
ксований правий пiдмодуль заданого модуля. Цей максимальний правий пiдмодуль мо-
же бути i нульовим пiдмодулем, якщо фiксований правий пiдмодуль є нульовим.

Означення 1. Елемент r асоцiативного кiльця R з одиницею 1 називається оборотним
злiва, якщо iснує елемент r1 ∈ R такий, що r1r = 1. У протилежному випадку r нази-
вається необоротним злiва.

Подiбно елемент r асоцiативного кiльця R з 1 називається оборотним справа, якщо
iснує елемент r2 ∈ R такий, що rr2 = 1. У протилежному випадку r називається необо-
ротним справа.

Означення 2. Оборотними називаються елементи, якi оборотнi злiва i справа одно-
часно. Елементи асоцiативного кiльця з одиницею, якi не є оборотними називаються
необоротними.

Очевидно, що якщо r1r = rr2 = 1, то r1 = r1 (rr2) = (r1r) r2 = r2. В цьому випадку
елемент r1 = r2 будемо називати оберненим до r i позначати r−1.

Оборотнi елементи асоцiативного кiльця R з 1 утворюють групу за множенням, яку,
як було вказано вище, позначаємо R∗.
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Зрозумiло, що будь-який одностороннiй або двостороннiй iдеал асоцiативного кiльця
з одиницею, який вiдмiнний вiд самого кiльця, не мiстить одностороннiх або двосторон-
нiх оборотних елементiв вiдповiдно i складається з необоротних елементiв кiльця.

Означення 3. Радикалом Джекобсона J(R) асоцiативного кiльця R називається пере-
тин всiх його максимальних правих iдеалiв.

Очевидно, що J(R) — правий iдеал.

Лема 1. Нехай R — асоцiативне кiльце з 1. Тодi J(R) = {r ∈ R | (1− rt)R = R
для всiх t ∈ R } .

З леми 1 випливає, що радикал J(R) складається з елементiв r ∈ R таких, що всi
елементи множини 1− rR є оборотними справа.

Лема 2. Радикал Джекобсона J(R) асоцiативного кiльця R з 1 є двостороннiм iдеалом,
1− J (R) ⊆ R∗ i J(R) є перетином всiх максимальних лiвих iдеалiв кiльця R.

Означення 4. Асоцiативне кiльце з 1 називається локальним, якщо множина всiх його
необоротних елементiв утворює двостороннiй iдеал.

Лема 3. Асоцiативне кiльце R з 1 є локальним тодi i тiльки тодi, коли всi необоротнi
елементи кiльця R утворюють радикал J(R).

Лема 4. Асоцiативне кiльце R з 1 є локальним тодi i тiльки тодi, коли r ∈ R∗ або
1− r ∈ R∗ для довiльного елемента r кiльця R.

Означення 5. Елемент асоцiативного кiльця називається iдемпотентом, якщо вiн
спiвпадає з своїм квадратом. Iдемпотент асоцiативного кiльця з одиницею називається
нетривiальним, якщо вiн вiдмiнний вiд нульового i одиничного елементiв кiльця.

Нехай R — локальне кiльце i e2 = e — iдемпотент кiльця R. Оскiльки e (1− e) = 0
i e або 1 − e належать до R∗, то e = 0 або e = 1. Це означає, що локальне кiльце не
мiстить нетривiальних iдемпотентiв.

Зауважимо, що в локальному кiльцi R елементи другого порядку належать до {±1}
при 2 ∈ R∗ або належать до множини 1 + J (R) при 2 ∈ J (R) .

Подiбно доводиться, що матриця другого порядку, яка є скалярною за модулем ра-
дикала локального кiльця R належить до {±E} при 2 ∈ R∗ або має вигляд E + V при
2 ∈ J (R) , де V — матриця над J (R) .

Теорема (Гамiльтона-Келi). Нехай R – комутативне кiльце, A ∈ Rn ≡ End (n, V ) ,
де n = dimV, f (x) = det (xE − A) — характеристичний многочлен матрицi A. Тодi
f (A) = 0.

Доведення. Нехай R — алгебраїчно замкнене поле. Можна вважати, що з точнiстю до

спряження, A =

(
a0 ∗
0 A0

)
, де a0 ∈ R, A0 ∈ Rn−1, f0 (x) = det (xE − A0) .

За iндукцiєю f0 (A0) = 0. Оскiльки f (x) = (x− a0) f0 (x) , то f (A) = 0.
Якщо R — довiльне комутативне кiльце, A = (xij) , то f (A) = (gkl (xij)) , де gkl (xij) ∈

Z [xij, 1 ≤ i, j ≤ n] для всiх 1 ≤ k, l ≤ n. За доведеним вище gkl (xij) = 0 над будь-яким
алгебраїчно замкненим полем i для будь-яких значень невiдомих величин xij. Це є
можливим тiльки в тому випадку, коли всi коефiцiєнти многочленiв gkl (xij) дорiвнюють
нулю. Тим самим доведено, що f (A) = 0 над довiльним комутативним кiльцем.
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Нехай R — асоцiативне кiльце з 1, G — група. Пiд груповим кiльцем RG розумiти-
мемо множину однозначно визначених скiнченних сум вигляду

∑
g αgg, αg ∈ R, g ∈ G

iз заданими на них операцiями додавання i множення∑
g

αgg +
∑
g

α′gg =
∑
g

(
αg + α′g

)
g,

∑
g

αgg ·
∑
h

αhh =
∑
g,h

αgαhgh =
∑
t

(∑
g

αgαg−1t

)
t.

Вважатимемо, що одиницi кiльця R i групи G збiгаються з одиницею групового
кiльця RG. Тому R ∈ RG i G ∈ RG.

Якщо R — комутативне кiльце, то групове кiльце RG перетворюється у лiву вiльну
алгебру RG, в ролi базиса якої виступають елементи групи G, за правилом

r
(∑

g

αgg
)

=
∑
g

(rαg) g =
∑
g

(αgr) g =
∑
g

αg (rg) , де r ∈ R.

Пiд централiзатором CR(X) деякої множини X асоцiативного кiльця R розумiють
сукупнiсть елементiв R, якi комутують з кожним елементом множини X. Зокрема,
централiзатор всього кiльця R в R називають центром кiльця R i позначають ζR.

Нехай V — лiвий R-модуль зi скiнченним R-базисом, n = dimV, n ≥ 1, End (n, V )
— кiльце ендоморфiзмiв HomR(V, V ) модуля V, GL (n, V ) = End (n, V )∗ — група ав-
томорфiзмiв модуля V. У фiксованому базисi модуля V будемо ототожнювати кiльце
End (n, V ) з Rn–кiльцем всiх n×n матриць над кiльцем R, GL (n, V ) з GL (n,R)–групою
всiх оборотних матриць кiльця Rn. Одиничну матрицю з групи GL (n,R) позначатиме-
мо через En або через E або навiть через 1, якщо з контексту буде зрозумiло про яку
одиничну матрицю йдеться.

Гомоморфiзм Λ: G → GL (n,R) ≡ GL (n, V ) , n ≥ 1 називатимемо зображенням
групи G у групу GL (n,R) ≡ GL (n, V ) .

Використовуватимемо позначення
r = ΛJ(R)r, r ∈ R, h = ΛJ(R)h, h ∈ GL (n,R) , g = Λg, g ∈ G.

Вiдображення ih : G → G, де ih (g) = hgh−1, g ∈ G є автоморфiзмом, який нази-
вається внутрiшнiм автоморфiзмом групи G з породжуючим елементом h ∈ G, а
елемент ih (g) є визначеним g з точнiстю до спряження елементом h.

Зображення Λ перетворює лiвий R-модуль V у лiвий RG-модуль V за правилом(∑
g
αgg
)
v =

∑
g
αgΛgv, де g ∈ G, v ∈ V, αg ∈ R.

Домовимося RG-модуль V з скiнченним R-базисом називати модулем, у якому реа-
лiзується зображення Λ групи G, а його RG-пiдмодулi називати G-iнварiантними пiд-
модулями або просто G-пiдмодулями.

Неважко побачити, що у фiксованому скiнченному R-базисi модуля V, n = dimV,
n ≥ 1 кiльце ендоморфiзмiв HomRG (V, V ) RG-модуля V можна ототожнити з централi-
затором CRn (ΛG) групи ΛG у кiльцi Rn.

Пiд нетривiальними пiдмодулями деякого модуля розумiтимемо вiдмiннi вiд нього
ненульовi пiдмодулi.

Означення 6 (модульне формулювання). Зображення Λ: G → GL (n, V ) , n ≥ 1,
називається звiдним, якщо iснує нетривiальний RG-пiдмодуль модуля V зi скiнченним
R-базисом, який можна доповнити до R-базиса модуля V. У протилежному випадку
зображення Λ називається незвiдним.
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Означення 7 (матричне формулювання). Зображення Λ: G → GL (n,R) , n ≥ 1,
називається звiдним, якщо iснує матриця c ∈ GL (n,R) така, що

cΛgc−1 =

(
Λ1g Λ0g

0 Λ2g

)
,

де Λig ∈ GL (ni, R) для всiх g ∈ G, ni < n, 1 ≤ i ≤ 2. Якщо вказана вище матриця c не
iснує, то таке зображення Λ називається незвiдним.

Очевидно, що означення 6 i 7 є рiвносильними.

Означення 8. Зображення Λ: G → GL (n, V ) , n ≥ 1, називається незвiдним, якщо
RG-модуль V не мiстить нетривiальних RG-пiдмодулiв.

Зрозумiло, що якщо зображення Λ є незвiдним за означенням 8, то, згiдно з лемою
Шура, HomRG (V, V ) — тiло, яке мiстить центр кiльця R i яке у такому випадку є полем.

Очевидно, що незвiдний модуль за означенням 8 є незвiдним i за означенням 6.
Навпаки не завжди вiрно, хоча над тiлами цi поняття збiгаються, адже одновимiрнi зо-
браження довiльної групи над кiльцями, якi не мiстять тiл, є звiдними за означенням 8,
хоча за означенням 6 вони є незвiдними.

У подальшому пiд незвiдним зображенням, якщо не буде обумовлено iнше, розумi-
тимемо незвiдне зображення у сенсi означень 6 i 7.

Правильне таке твердження.

Лема 5 (критерiй незвiдностi). Нехай R — локальне кiльце, Λ: G→ GL (2, R) — зо-
браження групи G. Зображення Λ є незвiдним тодi i тiльки тодi, коли не iснує елементiв
x ∈ R таких, що

(
g0Λgg

−1
0

)
21

= 0 для всiх g ∈ G, де

g0 =

(
0 1
1 x

)
або g0 =

(
1 0
x 1

)
.

Доведення. Введемо позначення

h =

(
h1 h2
h3 h4

)
∈ GL (2, R) , h−1 =

(
H1 H2

H3 H4

)
, X =

(
x1 x2
x3 x4

)
∈ R2.

Тодi h3H1 + h4H3 = 0, (hXh−1)21 = (h3x1 + h4x3)H1 + (h3x2 + h4x4)H3.

Якщо h3 ∈ R∗, то H3 /∈ J (R) i тому H3 ∈ R∗. Введемо позначення

x = h−13 h4 = −H1H
−1
3 , g0 =

(
0 1
1 x

)
.

Аналогiчно, якщо h4 ∈ R∗, то H1 ∈ R∗ i позначаємо

x = h−14 h3 = −H3H
−1
1 , g0 =

(
1 0
x 1

)
.

Тодi (hXh−1)21 = h3
(
g0Xg

−1
0

)
21
H3 при h3 ∈ R∗ i (hXh−1)21 = h4

(
g0Xg

−1
0

)
21
H1 при

h4 ∈ R∗.
Тому (hXh−1)21 = 0 тодi i тiльки тодi, коли

(
g0Xg

−1
0

)
21

= 0. Тим самим доведено,
що зображення Λ є незвiдним тодi i тiльки тодi, коли не iснує елементiв x ∈ R таких,
що

(
g0Λgg

−1
0

)
21

= 0 для всiх g ∈ G.

Зрозумiло, що в критерiї незвiдностi достатньо вимагати, щоб рiвнiсть
(
g0Λgg

−1
0

)
21

= 0 виконувалась для деякої системи породжуючих елементiв групи G.
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Означення 9 (модульне формулювання). Зображення Λ: G → GL (n, V ) , n ≥ 1
називається розкладним, якщо RG-модуль V є прямою сумою нетривiальних RG-пiдмо-
дулiв зi скiнченними R-базисами. У протилежному випадку зображення Λ називається
нерозкладним.

Означення 10 (матричне формулювання). Зображення Λ: G→ GL (n,R) , n ≥ 1,
є розкладним, якщо iснує матриця c ∈ GL (n,R) така, що

cΛgc−1 =

(
Λ1g 0

0 Λ2g

)
,

де Λig ∈ GL (ni, R) для всiх g ∈ G, ni < n, 1 ≤ i ≤ 2. Якщо вказана вище матриця c не
iснує, то таке зображення Λ називається нерозкладним.

Очевидно, що означення 9 i 10 — рiвносильнi.
Зрозумiло, що розкладнi зображення — звiднi. Тому незвiднi зображення — нероз-

кладнi. Те, що незвiднi зображення знаходяться серед нерозкладних зображень дає
можливiсть характеризувати їх через ознаки, якими вони видiляються у класi нероз-
кладних зображень. Тому можна описувати спочатку нерозкладнi зображення, а потiм
знаходити серед них незвiднi зображення.

Якщо порядок групи G є оборотним в кiльцi R, то, за теоремою Машке, звiднi зобра-
ження є розкладними i внаслiдок цього нерозкладнi зображення групи G є незвiдними.

Отже, поняття нерозкладностi i незвiдностi зображень скiнченної групи скiнченного
степеня над кiльцями, в яких порядок групи є оборотним, збiгаються.

Означення незвiдностi i нерозкладностi зображень груп подiбно формулюються для
будь-яких матричних вiдображень, а тому i для будь-яких матричних множин.

Нехай R — локальне кiльце i Λ — зображення групи G таке, що V = V1⊕V2, де V1, V2 —
нетривiальнi RG-модулi. Як вiдомо, проективнi модулi над локальними кiльцями вiльнi.
Тому V1 i V2 — нетривiальнi RG-пiдмодулi модуля V зi скiнченними R-базисами, якi
доповнюють R-базиси один одного до R-базиса модуля V. Це означає, що зображення Λ
є розкладним. Навпаки очевидно.

Тим самим доведено, що у визначеннi поняття розкладного зображення над локаль-
ними кiльцями вимога про скiнченнiсть R-базисiв в означеннi 9 є зайвою. Це означає, що
нерозкладнi зображення групи G над локальними кiльцями реалiзуються в G-модулях,
якi не розкладаються в пряму суму G-пiдмодулiв.

Iз сказаного випливає, що довiльний RG-модуль зi скiнченним R-базисом над ло-
кальним кiльцем R є скiнченною прямою сумою нерозкладних RG-пiдмодулiв.

В такому випадку будемо казати, що зображення групи G реалiзується у RG-моду-
лi V, який є сумою нерозкладних зображень групи G.

Лема 6 (критерiй нерозкладностi). Нехай R — локальне кiльце, V — лiвий R-модуль
зi скiнченним R-базисом, n = dimV, n ≥ 1, в якому реалiзується зображення Λ групи
G. Модуль V є нерозкладним RG-модулем тодi i тiльки тодi, коли кiльце ендоморфiзмiв
HomRG (V, V ) ≡ CRn (ΛG) не мiстить нетривiальних iдемпотентiв.

Доведення. Нехай V = V1⊕V2 — розкладний RG-модуль. Ендоморфiзм е модуля V, який
визначений за правилом e (v1 + v2) = v1 для будь-яких v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, є нетривiальним
iдемпотентом кiльця ендоморфiзмiв HomRG (V, V ) .

Навпаки. Якщо е — нетривiальний iдемпотент кiльця ендоморфiзмiв HomRG (V, V ) ,
то з пiрсового розкладу V = eV ⊕(1− e)V випливає, щоV — розкладний RG-модуль.



122 Ю. В. ПЕТЕЧУК

Наслiдок. Нехай R — локальне кiльце, 2 ∈ J (R) . Тодi матриця
(

0 1
1 0

)
є нерозкла-

дною.

Нехай R — асоцiативне кiльце з одиницею, G — група, V i V ′ — лiвi вiльнi R-модулi
зi скiнченними R-базисами, n = dimV, n′ = dimV ′.

Як i вище, зображення
Λ: G→ GL (n,R) ≡ GL (n, V ) , Λ′ : G→ GL (n′, R) ≡ GL (n′, V ′)

перетворюють лiвi R-модулi V i V ′ у лiвi RG-модулi V i V ′.

Означення 11 (модульне формулювання). Зображення Λ i Λ′ називаються еквiва-
лентними, якщо модулi V i V ′, в яких вони реалiзуються, iзоморфнi як RG-модулi. У
протилежному випадку зображення Λ i Λ′ називаються нееквiвалентними.

Означення 12 (матричне формулювання). Зображення Λ i Λ′ називаються еквiва-
лентними, якщо n = n′ i iснує матриця C ∈ GL (n,R) така, що cΛgc−1 = Λ′g для всiх
g ∈ G. У протилежному випадку зображення Λ i Λ′ називаються нееквiвалентними.

З модульної еквiвалентностi зображень Λ i Λ′ випливає, що iснує iзоморфiзм f :
V → V ′ R-модулiв V i V ′ такий, що f (gv) = gf (v) для будь-яких g ∈ G i v ∈ V.
Тому n = n′, fΛg = Λ′gf i для фiксованих базисiв модулiв V i V ′ виконуються рiвностi
cΛgc−1 = Λ′g для всiх g ∈ G, де матриця c ∈ GL (n, ζR) вiдповiдає iзоморфiзму f.

Це означає, що з модульної еквiвалентностi випливає матрична еквiвалентнiсть зо-
бражень. Аналогiчно доводиться, що з матричної еквiвалентностi випливає модульна
еквiвалентнiсть зображень.

Ключовими класичними твердженнями в теорiї зображень скiнченних груп, як уже
вiдзначалось вище, є лема Шура i теорема Машке.

Лема Шура (модульне формулювання). Адитивна група гомоморфiзмiв
HomRG (V, V ′) = 0, якщо V i V ′ — неiзоморфнi незвiднi за означенням 8 лiвi RG-модулi
i n = n′, ненульовi елементи HomRG (V, V ′) — оборотнi у протилежному випадку. Зокре-
ма, HomRG (V, V ) — тiло.

Якщо R — алгебраїчно замкнене поле, то HomRG (V, V ) ≡ R.

Лема Шура (матричне формулювання). Нехай С — матриця n′×n над кiльцем R
така, що CΛg = Λ′gC для всiх g ∈ G. Тодi C = 0, якщо Λ i Λ′ — нееквiвалентнi незвiднi
за означенням 8 зображення i n = n′, C = 0 або C ∈ GL (n,R) у протилежному випадку.
Зокрема, якщо Λ′ = Λ, то такi матрицi С утворюють тiло.

Якщо Λ′ = Λ i R — алгебраїчно замкнене поле, то С — скалярнi матрицi.

Теорема Машке (матричне формулювання). Нехай R — асоцiативне кiльце з 1,
G — скiнченна група, |G| ∈ R∗, Λ: G→ GL (n,R) — зображення групи G таке, що

Λg =

(
Λ1g T (g)

0 Λ2g

)
, де Λ1g ∈ GL (n1, R) ,Λ2g ∈ GL (n2, R) для всiх g ∈ G, n1 < n,

n2 < n. Тодi iснує матриця C =

(
1 −T
0 1

)
така, що CΛgC−1 =

(
Λ1g 0

0 Λ2g

)
.

Теорема Машке (модульне формулювання). Нехай R — асоцiативне кiльце з 1,
V — вiльний R-модуль зi скiнченним R-базисом, група G — скiнченна i |G| ∈ R∗. Тодi
кожний G-iнварiантний пiдмодульW ⊂ V зi скiнченним R-базисом, який доповнюється
до R-базиса модуля V, має G-iнварiантне доповнення.
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2. Ендоморфiзми модулiв над асоцiативними кiльцями. Нехай V — довiльний
лiвий R-модуль над асоцiативним кiльцем R з 1, σ — довiльний ендоморфiзм модуля V.

Означення 13. Лишковими пiдмодулями модуля V ендоморфiзма σ будемо називати
пiдмодулi R (σ) = (σ − 1)V i P (σ) = ker (σ − 1) .

Зрозумiло, що
R (σ) = {(σ − 1) v | v ∈ V } i P (σ) = {v ∈ V | σv = v} ,

а також R (1− σ) = σV i P (1− σ) = kerσ.
Легко бачити, що якщо σ — автоморфiзм модуля V, то з рiвностi σ−1−1 = (σ − 1)×

× (−σ−1) випливає, що
R (σ−1) = R (σ) i P (σ−1) = P (σ) .

Якщо g — довiльний ендоморфiзм модуля V такий, що gσ = σ±1g, то g (σ − 1) =
(σ±1 − 1) g i тому

gR (σ) ⊆ R (σ±1) = R (σ) i gP (σ) ⊆ P (σ±1) = P (σ) .
Зокрема, якщо g – автоморфiзм модуля V такий, що gσg−1 = σ±1, то

gR (σ) = R (σ) i gP (σ) = P (σ) .
Те саме випливає iз загальних формул

gR (σ) = R (gσg−1) i gP (σ) = P (gσg−1) ,

якi внаслiдок рiвностi gσg−1−1 = g (σ − 1) g−1 правильнi для будь-якого ендоморфiзму
σ i будь-якого автоморфiзму g модуля V.

Виконуються очевиднi включення
R (σ1σ2) ⊆ R (σ1) +R (σ2) , P (σ1σ2) ⊇ P (σ1)

⋂
P (σ2) ,

якi випливають з рiвностей σ1σ2 − 1 = (σ1 − 1)σ2 + σ2 − 1 = σ1 (σ2 − 1) + σ1 − 1.

Лема 7. Нехай R — асоцiативне кiльце з 1, V — лiвий R-модуль (не обов’язково вiль-
ний), σ ∈ GL (V ) , σm = 1, m ∈ R∗. Тодi V = R (σ)⊕ P (σ), де

P (σ) = {v ∈ V |(σ − 1) v = 0} i R (σ) = {v ∈ V |(1 + σ + · · ·+ σm−1) v = 0} .

Доведення. Нехай e = (1 + σ + · · ·+ σm−1)m−1. Оскiльки eσi = σie = e для всiх i ≥ 0,
то e2 = e (1 + σ + · · ·+ σm−1)m−1 = e — iдемпотент i справджується пiрсовий розклад

V = eV ⊕ (1− e)V, де v = ev + (1− e) v, v ∈ V.
Очевидно, що

eV = {v ∈ V |(1− e) v = 0} = ker (1− e) i (1− e)V = {v ∈ V |ev = 0} = ker e.

Оскiльки e (1− σ) = (1− σ) e = 0 i 1− e = (1− σ) t, де t ∈ EndV i σt = tσ, то
eV ⊆ P (σ) ⊆ ker (1− e) ⊆ eV i (1− e)V ⊆ R (σ) ⊆ ker e ⊆ (1− e)V.

Тим самим доведено, що P (σ) = eV = ker (1− e) = {v ∈ V |(σ − 1) v = 0} , R (σ) =
(1− e)V = ker e = {v ∈ V |(1 + σ + · · ·+ σm−1) v = 0} .

2.1. Iнволюцiї повної лiнiйної групи над локальними кiльцями, в яких еле-
мент два — оборотний. Елементи другого порядку довiльної групи прийнято нази-
вати iнволюцiями.

У цьому i наступному пунктах опишемо, з точнiстю до спряження, всi iнволюцiї
повної лiнiйної групи степеня не меншого за 1 над довiльними локальними кiльцями.
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Лема 8 (модульне формулювання). Нехай R — локальне кiльце, 2 ∈ R∗, b ∈
GL (n, V ) , n ≥ 1, b2 = 1. Тодi iснує базис R-модуля V, в якому b має дiагональний
вигляд з плюс, мiнус одиницями на дiагоналi. Число одиниць на дiагоналi визначається
автоморфiзмом b однозначно i дорiвнює dimP (b).

Доведення. Справдi, e = (1 + b) 2−1, 1− e = (1− b) 2−1. Тодi V = eV ⊕ (1− e)V, де
eV = P (b) = {v ∈ V |bv = v} , (1− e)V = ker e = {v ∈ V |bv = −v} .

Оскiльки проективнi модулi eV i (1− e)V над локальними кiльцями — вiльнi, то
iснує базис модуля V, який складається з базисiв пiдмодулiв eV i (1− e)V, в якому
b має дiагональний вигляд з плюс, мiнус одиницями на дiагоналi. Число одиниць на
дiагоналi b не залежить вiд вибраного базису i дорiвнює dimP (b) , адже, якщо g ∈
GL (n, V ) , то P (gbg−1) = gP (b) .

На матричнiй мовi лема 8 означає, що будь-яка iнволюцiя, з точнiстю до спряження,
має дiагональний вигляд з плюс, мiнус одиницями на дiагоналi, число яких визначає-
ться iнволюцiєю однозначно.

Бiльше того, будь-яка множина попарно комутативних iнволюцiй, з точнiстю до
еквiвалентностi, має дiагональний вигляд з плюс, мiнус одиницями на дiагоналях.

Зокрема, двовимiрнi iнволюцiї спiвпадають з ±E або, з точнiстю до спряження,
мають вигляд ±diag(−1, 1).

Зрозумiло, що нерозкладними iнволюцiями групи GL(n,R), n ≥ 1, а, отже, i незвi-
дними iнволюцiями є одновимiрнi матрицi вигляду ±1.

2.2. Iнволюцiї повної лiнiйної групи над локальними кiльцями, в яких еле-
мент два — необоротний.

Лема 9. Нехай R — тiло, charR = 2, b ∈ GL (n,R) ≡ GL (n, V ) , n ≥ 1, b2 = 1. Тодi, з
точнiстю до спряження,

b =

El 0 El
0 E 0
0 0 El

 , CRn (b) ⊆


Rl ∗ ∗

0 Rn−2l ∗
0 0 Rl

 ,

де El означає одиничну матрицю групи GL (l, R) , 0 ≤ l ≤ n
2
, l визначається матрицею b

однозначно i дорiвнює dimR (b) , CRn (b) — централiзатор b у кiльцi Rn.

Доведення. Неважко побачити, що (b− 1)2 = 0, R (b) ⊆ P (b) . Якщо b = 1, то твердже-
ння леми 9 виконується при l = 0. Нехай b 6= 1. Тодi P (b) 6= V, R (b) 6= 0, P (b) 6= 0.
Нехай V = P (b) ⊕W. Тодi l = dimW = dimV − dimP (b) = dimR (b) — визначається
матрицею b однозначно. Очевидно, що

R (b) = (b− 1)W, 1 ≤ l ≤ n− l, bP (b) = P (b) , bR (b) = R (b) .

Нехай en−l+1, ..., en — базис W. Тодi e1 = ben−l+1 − en−l+1, . . . , el = ben − en — ба-
зис R (b). Доповнимо базис e1, ..., el пiдпростору R (b) до базису e1, ..., el, el+1, ..., en−l про-
стору P (b) . В такому разi e1, ..., el, el+1, ..., en−l, en−l+1, ..., en — базис простору V, в якому
b має шуканий вигляд.

Оскiльки з рiвностi gb = bg, де g ∈ Rn ≡ End (n, V ) випливає, що gR (b) ⊆ R (b) i
gP (b) ⊆ P (b) , то централiзатор CRn (b) має вказаний вище вигляд.

Лема 10 (матричне формулювання). Нехай R — локальне кiльце, 2 ∈ J (R) , b ∈
GL (n,R) ≡ GL (n, V ) , n ≥ 1, b2 = 1. Тодi матриця b спряжена з матрицею
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bl,J = diag

((
−1 1
0 1

)
, ...,

(
−1 1
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

2l

, E + J

)

де l = dimR
(
b
)
, 0 ≤ l ≤ n

2
визначається матрицею b однозначно, а J — матриця розмiрiв

(n− 2l) × (n− 2l) над J (R) , J (J + 2E) = 0, яка визначається матрицею b з точнiстю
до спряження.

Доведення. За лемою 9 b = 1 i тодi твердження леми 10 виконується при l = 0, або, з
точнiстю до спряження, можна вважати, що

b =

El 0 El
0 E 0
0 0 El

+

J11 J12 J13
J21 J22 J23
J31 J32 J33

 ,

де El означає одиничну матрицю групи GL (l, R) , 1 ≤ l ≤ n
2
, l = dimR

(
b
)
визначається

матрицею b (а, отже, i матрицею b), однозначно, а Jij — матрицi вiдповiдних розмiрiв
над J (R) , 1 ≤ i, j ≤ 3.

Оскiльки El + J13 ∈ GL (l, R) , то, з точнiстю до спряження матрицею (El + J13)
−1 0 0

−J23 (El + J13)
−1 E 0

−J33 (El + J13)
−1 0 El

 ,

можна вважати, що J13 = 0, J23 = 0, J33 = 0. Подiбно, з точнiстю до спряження
матрицею El 0 0

0 E 0
0 J12 El

 ,

можна вважати, що J12 = 0. З рiвностi b2 = 1 випливає, що J21 = 0, J31 = 0, J32 = 0,
El + J11 = −El. Тим самим доведено, що, з точнiстю до спряження,

b =

−El 0 El
0 E + J 0
0 0 El

 .

Неважко побачити, що з рiвностi

g

−El 0 El
0 E + J 0
0 0 El

 =

−El 0 El
0 E + J ′ 0
0 0 El

 g,

де J, J ′ — матрицi над J (R) , g = (gij) ∈ Rn, 1 ≤ i, j ≤ 3 випливає, що g22J = J ′g22. За
лемою 9 g21, g31, g32 — матрицi над J (R) . Тому, якщо g ∈ GL (n,R) , то g ∈ GL

(
n,R

)
,

g22 ∈ GL
(
n− 2l, R

)
, g22 ∈ GL (n− 2l, R) . Це означає, що матриця J визначається ма-

трицею b з точнiстю до спряження.
Накiнець, з точнiстю до спряження матрицями вигляду

diag

(
1, ..., 1,

(
0 1
1 0

)
, 1, ..., 1

)
,

матриця b спряжена з матрицею bl,J , де l визначається матрицею b однозначно, а ма-
триця J з точнiстю до спряження.

Зокрема, двовимiрнi iнволюцiї мають вигляд E + V, де V — двовимiрна матриця

над радикалом J (R) або спряженi з матрицею
(
−1 1
0 1

)
, яка в свою чергу спряжена з
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матрицею
(

0 1
1 0

)
.

Зрозумiло, що нерозкладними iнволюцiями групиGL (n,R) , n ≥ 1 є матрицi вигляду
E+V, де V — нерозкладна матриця над радикалом J (R) або, з точнiстю до спряження,

звiдна двовимiрна iнволюцiя
(
−1 1
0 1

)
, образ якої є нерозкладним над тiлом R i, як

наслiдок, сама iнволюцiя є нерозкладною над кiльцем R.
Пiдкреслимо, що з останнього випливає, що над локальними кiльцями, в яких еле-

мент два є необоротним, поняття нерозкладних зображень навiть циклiчної групи дру-
гого порядку є ширшим вiд поняття їх незвiдностi.

Також зрозумiло, що незвiдними iнволюцiями групи GL (n,R) є тiльки матрицi ви-
гляду E + V, де V — незвiдна матриця над радикалом J (R) .

3. Двовимiрнi зображення груп дiедра над комутативними локальними кiль-
цями.

3.1. Загальний вигляд зображень. Нехай R — комутативне локальне кiльце, J (R) —
радикал кiльця R, R/J (R) — поле, ΛJ(R) : GL (2, R)→ GL (2, R/J (R)

)
— гомоморфiзм,

iндукований гомоморфiзмом ΛJ(R) : R → R/J (R), Dm =
〈
a, b

∣∣ am = b2 = (ba)2 = 1
〉
—

група дiедра, Λ — зображення групи Dm,m > 1 у групу GL (2, R) , Λ = ΛJ(R)Λ, f (x) =
x2 − tr Λax+ det Λa — характеристичний многочлен матрицi Λa.

Теорема 1. Довiльне двовимiрне зображення Λ: Dm → GL (2, R) групи Dm, m > 1
над комутативним локальним кiльцем R має вигляд Λa = E + V, Λb = E + V0, при
2 ∈ J (R) або Λa, Λb належать до {±E} при 2 ∈ R∗, де V i V0 — матрицi над J (R)
(перший випадок), або, з точнiстю до еквiвалентностi,

Λa =

(
a1 a2
−εa2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
Λaδ (другий випадок),

де ε2 = 1, (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = 0, a1a4 + a22 = 1, ε = det Λa, а f (x) дiлить двочлен
xm− 1 з остачею r (x− a1) = r (x− a4) , де r ∈ R, ra2 = 0, δ = 0, якщо Λb — нескалярна
матриця i δ = 1, якщо Λb — скалярна, а Λa — нескалярна матрицi. Зокрема, якщо Λa
— нескалярна матриця, то r = 0.

Доведення. Нехай Λb i Λa — скалярнi матрицi (перший випадок). Тодi виконуються
рiвностi

Λb = ±E i Λa = ±E.
Якщо 2 ∈ J (R) , то Λa = E + V, Λb = E + V0, де V i V0 — матрицi над J (R) такi, що

2V0 + V 2
0 = 0, (E + V )m = E, 0 = V Λb+ ΛbV + V ΛbV = 2V + V 2 + V V0 + V0V + V V0V.

Якщо 2 ∈ R∗, то матрицi Λa, Λb належать до {±E} .
Нехай Λb — нескалярна матриця (другий випадок). Тодi, з точнiстю до спряження,

виконуються рiвностi

Λb =

(
0 1
1 0

)
, Λa =

(
a1 a2
a3 a4

)
.

Нехай ε = det Λa. З визначальних спiввiдношень (ba)2 = 1 групи дiедра Dm,m > 1
випливає, що ε2 = 1. Оскiльки(

a4 a3
a2 a1

)
= ΛbΛaΛb−1 = Λa−1 = ε

(
a4 −a2
−a3 a1

)
,
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то (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = 0, a3 = −εa2, a1a4 + εa22 = ε, a1a4 + a22 = 1.
Нехай характеристичний многочлен x2 − tr Λax+ det Λa матрицi Λa дiлить двочлен

xm− 1 з остачею r (x) = rx+ r0, де r, r0 — елементи кiльця R. За теоремою Гамiльтона-
Келi r (Λa) = 0. Тому ra2 = ra3 = 0, r0 = −ra1 = −ra4, r (x) = r (x− a1) = r (x− a4) .
Тим самим доведено, що

Λb =

(
0 1
1 0

)
, Λa =

(
a1 a2
−εa2 a4

)
,

де ε2 = 1, (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = 0, a1a4 + a22 = 1, ε = det Λa, а f (x) дiлить двочлен
xm − 1 з остачею r (x− a1) = r (x− a4) , ra2 = 0.

Зокрема, якщо Λa – скалярна матриця, то
a1 ∈ R∗, a4 ∈ R∗, ε = 1, a3 = −a2, a1a4 + a22 = 1,

а f (x) дiлить двочлен xm − 1 з остачею r (x− a1) = r (x− a4) , ra2 = 0.
Якщо Λa — нескалярна матриця, то з рiвностей r (a1 − a4) = ra2 = ra3 = 0 випливає,

що r = 0, тобто, що тричлен x2 − tr Λax+ det Λa дiлить без остачi двочлен xm − 1.

Якщо при цьому 2 ∈ R∗, то, з точнiстю до спряження, Λb = ±
(
−1 0
0 1

)
. Збережемо

позначення Λa =

(
a1 a2
a3 a4

)
, ε = det Λa. З рiвностi bab−1 = a−1 випливає, що(

a1 −a2
−a3 a4

)
= ε

(
a4 −a2
−a3 a1

)
.

Оскiльки Λa — нескалярна матриця, то ε = 1, a1 = a4. Тому a2 або a3 є оборо-
тними елементами кiльця R. Без обмеження загальностi, можна вважати, що a2 ∈ R∗.

Спряження матрицею
(

1 0
−a1 −a2

)
показує, що

Λb = ±
(
−1 0
α 1

)
, Λa =

(
0 −1
1 α

)
, де α = 2a1.

Нехай Λb — скалярна i Λa — нескалярна матрицi (другий випадок).
Тодi Λba−1 — нескалярна матриця i, згiдно з попереднiм випадком, з точнiстю до

еквiвалентностi,

Λba−1 =

(
0 1
1 0

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
Λa, Λa =

(
a1 a2
−εa2 a4

)
,

де ε2 = 1, (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = 0, a1a4+a22 = 1, ε = det Λa, тричлен x2−tr Λax+det Λa
дiлить без остачi двочлен xm − 1. Зокрема, якщо 2 ∈ R∗, то, з точнiстю до спряження,
Λb є дiагональною матрицею з плюс, мiнус одиницями на дiагоналi. Оскiльки Λb —
скалярна матриця, то Λb = ±E. Враховуючи, що (ba)2 = 1 отримуємо, що Λa2 = E.
Тому, з точнiстю до спряження, можна вважати, що

Λb = ±E, Λa = ±
(
−1 0
0 1

)
.

Зберемо всi випадки, якi зустрiчаються в теоремi 1 при 2 ∈ R∗. За доведеним вище,
з точнiстю до еквiвалентностi, Λa i Λb = ±E — дiагональнi матрицi з плюс, мiнус
одиницями на дiагоналях, або

Λa =

(
0 −1
1 α

)
, Λb = ±

(
−1 0
α 1

)
, якщо Λa — нескалярна матриця,
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або

Λa =

(
a1 a2
−a2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
, де a1a4 + a22 = 1, якщо Λa — скалярна матриця,

i в останнiх двох випадках характеристичний многочлен x2− tr Λax+det Λa матрицi Λa
дiлить двочлен xm−1 без остачi, якщо Λa — нескалярна матриця i з остачею r (x− a1) =
r (x− a4) , ra2 = 0, якщо Λa — скалярна матриця.

3.2. Незвiднiсть зображень. Питання незвiдностi зображень групи дiедра Dm,m > 1
повнiстю розв’язує така теорема.

Теорема 2. Нехай R — комутативне локальне кiльце. Зображення Λ у випадку 1 теоре-
ми 1 є незвiдним тодi i тiльки тодi, коли пара матриць V i V0 є незвiдною. У випадку 2
теореми 1 зображення Λ є незвiдним тодi i тiльки тодi, коли не iснує елементiв x ∈ R
таких, що x2 = 1 i (Λa)11 − (Λa)22 = (1 + ε)x (Λa)12.

Доведення. За критерiєм незвiдностi, зображення Λ є незвiдним тодi i тiльки тодi, коли
не iснує елементiв x ∈ R таких, що

(
g0Λag

−1
0

)
21

=
(
g0Λbg

−1
0

)
21

= 0, де

g0 =

(
0 1
1 x

)
або g0 =

(
1 0
x 1

)
.

У випадку 1 теореми 1, якщо 2 ∈ J (R), то зображення Λ є звiдним тодi i тiльки
тодi, коли (

g0V g
−1
0

)
21

=
(
g0Λag

−1
0

)
21

= 0,
(
g0V0g

−1
0

)
21

=
(
g0Λbg

−1
0

)
21

= 0,

тобто, коли пара матриць V i V0 є звiдною i незвiдним тодi i тiльки тодi, коли пара
матриць V i V0 є незвiдною.

Якщо 2 ∈ R∗, то матрицi Λa, Λb, Λ′a, Λ′b належать до {±E} . Тому зображення Λ є
розкладним i, як наслiдок, звiдним.

У випадку 2 теореми 1, тобто, якщо Λa =

(
a1 a2
−εa2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
Λaδ, δ ∈ {0; 1} ,

ε = det Λa, ε2 = 1, (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = 0, a1a4 +a22 = 1, а f (x) дiлить двочлен xm− 1
з остачею r (x− a1) = r (x− a4) , ra2 = 0 зображення Λ є звiдним тодi i тiльки тодi,
коли (

g0

(
a1 a2
−εa2 a4

)
g−10

)
21

=

(
g0

(
0 1
1 0

)
g−10

)
21

= 0.

Цi рiвностi еквiвалентнi до системи{
a1 − a4 = (1 + ε)xa2,

x2 = 1.

Тому у випадку 2 теореми 1 зображення Λ є незвiдним тодi i тiльки тодi, коли не
iснує елементiв x ∈ R таких, що x2 = 1 i (Λa)11 − (Λa)22 = (1 + ε)x (Λa)12 .

Умови незвiдностi зображення Λ у випадку 2 теореми 1 можна переформулювати.

Наслiдок. Нехай x2 = 1 i a1− a4 = (1 + ε)xa2, де ε = det Λa. В такому разi a = tr Λa =
a1 + a4 = a1 − a4 + 2a4 = (1 + ε) (xa2 + a4) . Позначимо γ = xa2 + a4 . Отримаємо, що
α = (1 + ε) γ i 1− γ2 = 1− a22 − 2xa2a4 − a24 = (a1 − a4 − 2xa2) a4 = (ε− 1)xa2a4 = 0. Це
означає, що iснує елемент γ ∈ R такий, що γ2 = 1 i ε = γ (α− γ) .

Якщо Λa — нескалярна матриця, то вiрно i навпаки.
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Справдi, нехай iснує елемент γ ∈ R такий, що γ2 = 1 i ε = γ (α− γ) , де ε = det Λa i
α = tr Λa. З точнiстю до спряження, можна вважати, що a2 ∈ R∗. Тодi iснує елемент x ∈
R такий, що γ−a4 = xa2. Як наслiдок, виконується рiвнiсть (1− x2) a22 = a22−(γ − a4)2 =
= a22− 1 + 2γa4−a24 = a4 (−a1 + 2γ − a4) = a4 (2γ − α) = a4 (γ + γ − α) = a4γ (1− ε) = 0.
Тим самим доведено, що x2 = 1 i a1 − a4 = α− 2a4 = (1 + ε) γ − 2a4 = (1 + ε) (γ − a4) =
(1 + ε)xa2.

Якщо Λa — скалярна матриця, а Λb — нескалярна матриця, то подiбного твердження
нема. Це випливає iз наступного прикладу.

Приклад. Нехай R — комутативне локальне кiльце, 2 ∈ R∗, m = m·1 = 0, J (R) мiстить
бiльше трьох елементiв, J (R)2 = 0. Тодi в J (R) iснують елементи j 6= 0 i j′ 6= ±j, а
елементи другого порядку кiльця R належать до {±1} .

Задамо вiдображення Λ: Dm → GL (2, R) на породжуючих елементах a i b групи
дiедра Dm,m > 1 за правилом

Λa = E +

(
j j′

−j′ −j

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
i продовжимо його за мультиплiкативнiстю на всю групуDm,m > 1. Неважко побачити,

що Λb2 = E, Λ (ba)2 = E, Λak = E + k

(
j j′

−j′ −j

)
, k ≥ 1. Зокрема, Λam = E. Тому Λ —

зображення групи Dm,m > 1, ε = det Λa = 1, α = tr Λa = 2, ε = γ (α− γ) , де γ = 1. З
iншого боку, (Λa)11 = 1 + j, (Λa)12 = j′, (Λa)22 = 1− j. Оскiльки (1 + ε)x (Λa)12 = ±2j′

для будь-якого x2 = 1, то (Λa)11 − (Λa)22 = 2j 6= ±2j′ = (1 + ε)x (Λa)12 .

3.3. Нерозкладнiсть зображень. Питання нерозкладностi зображень групи дiед-
ра Dm, m > 1 повнiстю визначає така теорема.

Теорема 3. Нехай R — комутативне локальне кiльце. Зображення Λ у випадку 1 те-
ореми 1 є нерозкладним тодi i тiльки тодi, коли 2 ∈ J (R) i пара матриць V i V0 є
нерозкладною. У випадку 2 теореми 1 зображення Λ є нерозкладним тодi i тiльки тодi,
коли 2 ∈ J (R) або 2 ∈ R∗ i Λa2 6= E.

Доведення. Якщо Λ — розкладне зображення, то, з точнiстю до еквiвалентностi, Λa i
Λb — дiагональнi матрицi. Тому ΛaΛb = ΛbΛa i Λa2 = Λb2Λa2 = Λ (ba)2 = E.

Якщо 2 ∈ R∗, то вiрно i навпаки, адже, в такому разi з рiвностi Λa2 = E випливає,
що ΛaΛb = ΛbΛa. За лемою 8 комутативнi матрицi другого порядку Λa i Λb, з точнiстю
до еквiвалентностi, мають дiагональний вигляд з плюс, мiнус одиницями на дiагоналях.
Це означає, що Λ — розкладне зображення.

Отже, при 2 ∈ R∗ зображення Λ є нерозкладним тодi i тiльки тодi, коли Λa2 6= E.
Нехай 2 ∈ J (R) . Якщо Λ — зображення з випадку 1 теореми 1, то Λ — нерозкладне

зображення тодi i тiльки тодi, коли пара матриць V i V0 є нерозкладною.
У випадку 2 теореми 1 зображення Λ є нерозкладним, адже, за наслiдком з критерiю

нерозкладностi, матриця Λb є нерозкладною, а тому Λ — нерозкладне зображення.

3.4. Еквiвалентнiсть зображень. Питання еквiвалентностi зображень групи дiедра
Dm,m > 1 повнiстю розв’язує така теорема.

Теорема 4. Нехай R — комутативне локальне кiльце, Λ: Dm → GL (2, R) , Λ′ : Dm →
GL (2, R) — двовимiрнi зображення групи дiедра Dm,m > 1.
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Зображення Λ i Λ′ у випадку 1 теореми 1, якi визначаються за правилом
Λa = E + V, Λb = E + V0, Λ′a = E + V ′, Λ′b = E + V

/
0 при 2 ∈ J (R)

є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли пари матриць V, V0 i V ′, V |0 — еквiвалентнi.
Зображення Λ i Λ′ з випадку 1 теореми 1, якi визначаються умовою, що матрицi

Λa,Λb,Λ′a,Λ′b належать до {±E} при 2 ∈ R∗ є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли
Λa = Λ′a i Λb = Λ′b.

Зображення Λ i Λ′ з випадку 2 теореми 1, якi визначаються за правилом

Λa =

(
a1 a2
−εa2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
Λaδ, Λ′a =

(
a
/
1 a

/
2

−ε′a/2 a
/
4

)
, Λ′b =

(
0 1
1 0

)
Λ′aδ

′
,

де δ, δ′ ∈ {0; 1} , ε = det Λa, ε′ = det Λ′a є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, коли δ = δ′,
ε = ε′ i iснує матриця g0 ∈ GL (2, R) така, що

g0 =

(
1 t
t 1

)
або g0 =

(
t 1
1 t

)
, де 1− t2 ∈ R∗

i виконуються рiвностi

g0

(
a1 a2
−εa2 a4

)
=

(
a
/
1 a

/
2

−εa/2 a
/
4

)
g0,

де (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = (1− ε) a/1 = (1− ε) a/4 = 0, характеристичнi многочлени
матриць Λa i Λ′a збiгаються i дiлять двочлен xm − 1 з остачею

r (x− a1) = r (x− a4) = r
(
x− a/1

)
= r

(
x− a/4

)
, де r ∈ R, ra2 = ra

/
2 = 0.

Доведення. Нехай Λ i Λ′ — зображення групи Dm,m > 1 у групу GL (2, R) . Зобра-
ження Λ i Λ′ можуть бути еквiвалентними тiльки тодi, коли вони обидва належать
до одного з випадкiв зображень, описаних в теоремi 1. Зрозумiло, що характеристичнi
многочлени образiв вiдповiдних елементiв еквiвалентних зображень збiгаються.

Нехай зображення Λ i Λ′ належать до першого випадку теореми 1. Це означає, що,
з точнiстю до спряження, Λa = E + V, Λb = E + V0, Λ′a = E + V ′, Λ′b = E + V

|
0 при

2 ∈ J (R) , де V, V0, V ′, V
|
0 — матрицi над J (R) або Λa, Λb, Λ′a, Λ′b належать до {±E}

при 2 ∈ R∗.
Тому зображення Λ i Λ′ еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли iснує матриця g ∈

GL (2, R) така, що gV g−1 = V ′ i gV |0g−1 = V
|
0 або Λa = Λ′a i Λb = Λ′b.

Нехай зображення Λ i Λ′ належать до другого випадку теореми 1. Тодi, з точнiстю
до еквiвалентностi, можна вважати, що

Λa =

(
a1 a2
−εa2 a4

)
, Λb =

(
0 1
1 0

)
Λaδ, Λ′a =

(
a
/
1 a

/
2

−ε′a/2 a
/
4

)
, Λ′b =

(
0 1
1 0

)
Λ′aδ

′
,

де δ, δ′ ∈ {0; 1} , ε = det Λa, ε′ = det Λ′a.
Якщо зображення Λ i Λ′ еквiвалентнi, то iснує матриця g ∈ GL (2, R) така, що

gΛag−1 = Λ′a i gΛbg−1 = Λ′b. Це означає, що ε = ε′. Оскiльки скалярнiсть матриць Λa,
Λb i матриць Λ′a, Λ′b вiдповiдно однаковi, то δ = δ′.

Зрозумiло, що при цьому (1− ε) a1 = (1− ε) a4 = (1− ε) a/1 = (1− ε) a/4 = 0 i хара-
ктеристичнi многочлени матриць Λa i Λ′a спiвпадають i дiлять двочлен xm−1 з остачею
r (x− a1) = r (x− a4) = r

(
x− a/1

)
= r

(
x− a/4

)
, де r ∈ R, ra2 = ra

/
2 = 0.

Оскiльки g комутує з матрицею

ΛbΛa−δ = Λ′bΛ′a−δ
′
=

(
0 1
1 0

)
, то g =

(
g1 g2
g2 g1

)
, де g21 − g22 ∈ R∗.
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Окрiм цього виконуються рiвностi

g

(
a1 a2
−εa2 a4

)
=

(
a
/
1 a

/
2

−εa/2 a
/
4

)
g.

Якщо g1 ∈ R∗, то покладемо t = g2g
−1
1 , g0 =

(
1 t
t 1

)
, а якщо g2 ∈ R∗, то покладемо

t = g1g
−1
2 , g0 =

(
t 1
1 t

)
. Тодi g = g1g0 або g = g2g0, вiдповiдно, 1− t2 ∈ R∗,

g0

(
a1 a2
−εa2 a4

)
=

(
a
/
1 a

/
2

−εa/2 a
/
4

)
g0.

Отже, з еквiвалентностi зображень Λ i Λ′ випливає, що iснує елемент t ∈ R такий,

що 1− t2 ∈ R∗ i g0
(

a1 a2
−εa2 a4

)
=

(
a
/
1 a

/
2

−εa/2 a
/
4

)
g0, де g0 =

(
1 t
t 1

)
або g0 =

(
t 1
1 t

)
.

Навпаки очевидно.
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