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В статье изучаются связи между различными видами достижимых пространств. Вво-
дится класс дискретно насыщенных пространств, который содержит все метризуемые про-
странства, наследственно сепарабельные совершенно нормальные пространства, и прове-
ряются все разновидности достижимости для дискретно насыщенных пространств с пер-
вой аксиомой счетности. Кроме того, доказывается, что слабо дискретно достижимые
пространства являются счетно разложимыми.

1. Вступ. При дослiдженнi задачi про побудову функцiї з того чи iншого функцiональ-
ного класу з даним коливанням часто важливу роль вiдiграють, так званi, досяжнi
простори i їх рiзновиди ([1, 2, 3]). Так, в [1, 2] за допомогою досяжностi та сильної
досяжностi розв’язано задачi про побудову нарiзно неперервних функцiй з даним ко-
ливанням. В [3] розглянуто поняття парної досяжностi та застосовано його до побу-
дови квазiнеперервних функцiй з даним коливанням. Насправдi, в згаданих роботах
неявно використовувався ще один рiзновид досяжностi — слабка досяжнiсть. В пп. 2-3
даної статтi ми природно доповнимо цей перелiк рiзновидiв досяжностi i встановимо
схему зв’язкiв мiж ними. З мiркувань гармонiї i уникнення термiнiв схожих на “слаб-
ко сильно досяжний” нам довелось перейменувати “сильну досяжнiсть” на “дискретну
досяжнiсть”. В роботах [1, 2, 3] встановлено досяжнiсть метризовних i подiбних до них
просторiв. В п.4 даної статтi ми вводимо клас дискретно насичених просторiв i встанов-
люємо його зв’язки з рiзними видами досяжностi. В п.5 ми встановлюємо, що слабко
дискретно досяжний простiр є розкладним, чим дещо узагальнюємо аналогiчний ре-
зультат з [1, 2]. I, насамкiнець, в п.6 ми з’ясовуємо, що схема зв’язкiв мiж рiзновидами
досяжностi, яка була отримана в п.3 не може бути доповнена iншими нетривiальними
iмплiкацiями.
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2. Рiзнi види досяжностi. Нехай X — топологiчний простiр i M ⊆ X. Сiм’ю (As) на-
зивають дискретною (локально скiнченною) на множинi M , якщо для довiльної точки
x ∈M iснує такий її окiл U , для якого множина {s ∈ S : As ∩ U 6= ∅} мiстить не бiльше
однiєї точки (скiнченна). Систему A називатимемо дискретною (локально скiнченною)
на множинi M , якщо такою є сiм’я (A)A∈A. Для послiдовностi (An)∞n=1 пiдмножин про-

сторуX покладемо Lim
n→∞

An =
∞⋂
n=1

⋃
m≥n

Am. Тобто, множина Lim
n→∞

An складається з усiх тих

точок x ∈ X, в яких послiдовнiсть (An)
∞
n=1 не є локально скiнченною. Межею множини

A ⊆ X, як звичайно, називатимемо множину frA = A \ intA. Множину G називати-
мемо дотичною до множини E, якщо G вiдкрита i E ⊆ frG. Для пiдмножин A та B
топологiчного простору X запис A⊂B, або точнiше, A⊂XB, означає, що A ⊆ B.

Пiдмножину E топологiчного простору X називатимемо
(A) досяжною, (Aw) слабко досяжною,
(Ad) дискретно досяжною, (Awd ) слабко дискретно досяжною,
(Ap) парно досяжною, (Awp ) слабко парно досяжною,
(Apd) парно дискретно досяжною, (Awpd) слабко парно дискретно досяжною,

якщо для неї вiдповiдно виконуються такi властивостi:

для довiльної спадної послiдовностi дотичних до E множин Gn, iснує послiдов-
нiсть вiдкритих множин An⊂Gn таких, що E = Lim

n→∞
An (A)

для довiльної спадної послiдовностi дотичних до E множин Gn, iснує послiдов-
нiсть замкнених дискретних множин An ⊆ Gn таких, що E = Lim

n→∞
An (Ad)

для довiльної спадної послiдовностi дотичних до E множин Gn, iснують по-
слiдовностi вiдкритих множин An, Bn⊂Gn таких, що E = Lim

n→∞
An = Lim

n→∞
Bn i

∞⋃
n=1

An ∩
∞⋃
n=1

Bn = ∅.
(Ap)

для довiльної спадної послiдовностi дотичних до E множин Gn, iсну-
ють послiдовностi замкнених дискретних множин An, Bn ⊆ Gn таких, що

E = Lim
n→∞

An = Lim
n→∞

Bn i
∞⋃
n=1

An ∩
∞⋃
n=1

Bn = ∅.
(Apd)

для довiльної дотичної до E множини G iснує вiдкрита множина A ⊆ G така,
що A \G = E. (Aw)

для довiльної дотичної до E множини G iснує замкнена дискретна в G множина
A ⊆ G така, що A \G = E. (Awd )

для довiльної дотичної до E множини G iснують неперетиннi вiдкритi множини
A,B ⊆ G такi, що A \G = B \G = E. (Awp )

для довiльної дотичної до E множини G iснують неперетиннi замкненi в G
дискретнi множини A,B⊆U такi, що A\G=B\G=E. (Awpd)

Топологiчний простiр X називатимемо (слабко, парно, дискретно, досяжним), якщо
такою є кожна його нiде не щiльна замкнена пiдмножина.

3. Зв’язки мiж рiзними видами досяжностi. Зараз ми з’ясуємо, як пов’язанi мiж
собою рiзновиди досяжностi.

Теорема 1. Нехай X — топологiчний простiр i E — його замкнена нiде не щiльна
пiдмножина. Тодi правильна наступна схема iмплiкацiй:
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Доведення. По-перше, зауважимо, що iмплiкацiї (Apd) ⇒ (Ad), (Awpd)⇒ (Awd ),
(Awp )⇒ (Aw) i (Ap)⇒ (A) очевидно випливають з означень.

(Ad)⇒ (Apd). Нехай X не має iзольованих точок. Розглянемо деяку замкнену нiде не
щiльну множину E i спадну послiдовнiсть вiдкритих множин Gn з E ⊆ frGn. За рахунок
дискретної досяжностi E виберемо замкненi дискретнi множини An ⊆ Gn такi, що
E = Lim

n→∞
An. Оскiльки послiдовнiсть (An)

∞
n=1 локально скiнченна на X \E, то множина

A = ∪∞n=1An також дискретна i замкнена в X \ E. Тодi, оскiльки X не має iзольованих
точок, то A нiде не щiльна. Отже, покладаючиHn = Gn\A, матимемо, щоHn = Gn ⊇ E.
Тому E ⊆ frHn. Тепер, застосувавши означення дискретної досяжностi до послiдовностi
(Hn)

∞
n=1, виберемо таку послiдовнiсть замкнених дискретних множин Bn ⊆ Hn, для якої

E = Lim
n→∞

Bn. Зрозумiло, що послiдовностi множин (An)
+∞
n=1 та (Bn)

+∞
n=1 забезпечують

парну дискретну досяжнiсть множини E.
Iмплiкацiя (Awd )⇒ (Awpd) доводиться аналогiчно до (Ad)⇒ (Apd).
(A) ⇒ (Aw). Нехай E — досяжна множина i G така вiдкрита множина, для якої

E ⊆ frG. Використавши означення досяжностi для послiдовностi Gn = G, побудуємо
послiдовнiсть вiдкритих непорожнiх множин An⊂G, для яких E = Lim

n→∞
An. Покладемо

A = ∪∞n=1An. Тодi E = Lim
n→∞

An ⊆ A. Крiм того, оскiльки послiдовнiсть (An) локально

скiнченна на X \ E i A ⊆ G ⊆ X \ E, то E = A \G. Отже, E — слабко досяжна.
Iмплiкацiї (Ad) ⇒ (Awd ), (Ap) ⇒ (Awp ) i (Apd) ⇒ (Awpd) доводяться аналогiчно до

(A)⇒ (Aw).
(Ad)⇒ (A). Нехай тепер X — досконало нормальний i E дискретно досяжна пiдмно-

жина X. Покажемо, що E досяжна. Розглянемо деяку спадну послiдовнiсть вiдкритих
множин Gn з E ⊆ frGn. Виберемо спадну послiдовнiсть вiдкритих околiв Un множи-
ни E, для якої E = ∩∞n=1Un. Покладемо Hn = Un ∩Gn. Тодi E = ∩∞n=1Hn Користуючись
сильною досяжнiстю множини E для послiдовностi (Hn), побудуємо замкненi дискретнi
множини Bn ⊆ Hn, для яких E = Lim

n→∞
Bn. Далi, оскiльки X нормальний, то iснують

вiдкритi множини An, для яких Bn ⊆ An⊂Hn. Тодi

E = Lim
n→∞

Bn ⊆ Lim
n→∞

An ⊆ Lim
n→∞

Hn =
∞⋂
n=1

Hn = E.

Отже, E = Lim
n→∞

An.
Подiбно встановлюємо iмплiкацiю (Apd)⇒ (Ap).



ДОСЯЖНI ПРОСТОРИ ТА ЇХ АНАЛОГИ 101

(Awd )⇒ (Aw). Нехай простiр X \E нормальний. Розглянемо слабко дискретно дося-
жну множину E i покажемо, що вона є слабко досяжною. Нехай G така вiдкрита мно-
жина, для якої E ⊆ frG. Використавши слабку дискретну досяжнiсть виберемо таку
замкнену вG дискретну множину, для якої A\G = E. Тодi множини B = X\(G∪E) i A є
замкненими i неперетинними в нормальному просторi X\E. Тодi iснують вiдкритi непе-
ретиннi множини U, V ⊆ X\G, для яких A ⊆ U i B ⊆ V . Але U ⊆ X\V ⊆ X\B = G∪E.
Тому

E = A \G ⊆ U \G ⊆ E,

звiдки, U \G = E. Отже, E слабко досяжна.
Iмплiкацiя (Awpd)⇒ (Awp ) доводиться подiбно.

4. Дискретно насиченi простори. Нехай X — топологiчний простiр i S ⊆ X. Мно-
жину S називатимемо сильно дискретною, якщо iснує дискретна на X вiдкрита сiм’я
(Us)s∈S така, що s ∈ Us для кожного s ∈ S. Зрозумiло, що кожна сильно дискретна
множина є замкненою (якщо X є T1-простором) i дискретною. Крiм того, якщо X є па-
ракомпактом, то кожна замкнена дискретна множина, очевидно, є сильно дискретною.
Множину S називатимемо σ-сильно дискретною, якщо iснує послiдовнiсть сильно дис-
кретних множин Sn, для якої S = ∪∞n=1Sn. Зауважимо, що оскiльки кожна пiдмножи-
на сильно дискретної множини є такою ж, то покладаючи S ′n = Sn \ ∪k<nSk, подамо
множину S у виглядi диз’юнктного об’єднання сильно дискретних множин S ′n. Каза-
тимемо, що множина E є σ-сильно дискретною, якщо вона має щiльну пiдмножину,
яка є σ-сильно дискретною в X. Зауважимо, що у досконалому просторi кожна дис-
кретна множина подається у виглядi злiченного об’єднання послiдовностi замкнених
дискретних множин. Тому, для досконалого паракомпакту X σ-сильна дискретнiсть
рiвносильна до σ-дискретностi.

Топологiчний простiр X називатимемо дискретно насиченим, якщо вiн досконало
нормальний i кожна його замкнена пiдмножина є σ-сильно дискретною. Система A
пiдмножин топологiчного простору X називається сiткою, якщо для довiльної точки
x ∈ X i ї ї околу U iснує A ∈ A таке, що x ∈ A ⊆ U . Тому, якщо сiтка складається з
вiдкритих множин, то вона є базою простору. Система A називається σ-дискретною,
якщо iснує послiдовнiсть дискретних на X систем An, для яких A = ∪∞n=1An.

Теорема 2. Нехай для простору X виконується одна з наступних умов:

(i) X — досконало нормальний спадково сепарабельний;

(ii) X — регулярний зi злiченною сiткою;

(iii) X — паракомпакт з σ-дискретною сiткою;

(iv) X — метризовний.

Тодi X є дискретно насиченим.

Доведення. По-перше, кожний регулярний простiр зi злiченною сiткою є лiндельофо-
вим, а, тому, нормальним. Крiм того, вiн, очевидно, є досконалим i спадково сепара-
бельним (доведення цих фактiв аналогiчне до випадку (iii), що розглянутий нижче).
Отже, з (ii) випливає (i), звiдки випливає дискретна насиченiсть. Далi, зауважимо, що з
теореми Стоуна [4, c. 414] випливає, що кожний метризовний простiр є паракомпактним
i має σ-дискретну базу. Тому з (iv) випливає (iii).
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Отож, нехай для X виконується умова (iii). Розглянемо деяку сiтку A = ∪∞n=1An
простору X, для якої системи An дискретнi. З [4, c. 445] випливає, що X нормальний.
Перевiримо, що X — досконалий. Для цього вiзьмемо вiдкриту множину G i покажемо
G є Fσ-множиною. Покладемо

Fn =
⋃{

A : A ∈ An iA ⊆ G
}
.

Оскiльки An дискретна, то Fn замкнена. А з того, що A є сiткою i X регулярний
випливає, що G = ∪∞n=1Fn. Отже, G є Fσ-множиною. Тому, X є досконало нормальним.

Вiзьмемо тепер замкнену пiдмножину E простору X. Для довiльного A ∈ A з
A ∩ E 6= ∅ виберемо точку xA ∈ A ∩ E. Множину усiх таких точок xA позначимо че-
рез S. Оскiльки A — сiтка, то S = E. Далi, з того, що система A є σ-дискретною
випливає, що множина S також є σ-дискретною, а, отже, i σ-сильно дискретною, адже
X — досконалий паракомпакт.

З попереднього твердження зокрема випливає, що пряма Зорґенфрея L є прикладом
неметризовного простору з першою аксiомою злiченностi, який є дискретно насиченим.

5. Досяжнiсть дискретно насичених просторiв.

Теорема 3. Нехай X — дискретно насичений простiр з першою аксiомою злiченностi.
Тодi X є парно дискретно досяжним.

Доведення. Вiзьмемо деяку замкнену нiде не щiльну пiдмножину E простору X i пе-
ревiримо її сильну парну досяжнiсть. Вiзьмемо деяку спадну послiдовнiсть вiдкритих
непорожнiх множин Gn з E ⊆ frGn. Оскiльки X досконало нормальний, то iснує спа-
дна послiдовнiсть вiдкритих множини Uk ⊇ E, для яких E = ∩∞k=1Uk. Далi виберемо
σ-сильно дискретну множину S, таку, що S = E. Розглянемо диз’юнктну послiдовнiсть
сильно дискретних множин Sn, для якої S =

⊔∞
n=1 Sn. Для кожного номера n виберемо

вiдкриту дискретну сiм’ю (Us)s∈Sn таку, що s ∈ Us для кожного s ∈ Sn. Далi, для ко-
жного s ∈ S виберемо злiченну базу яка складається з вiдкритих множин Us,k таких,
що Us,k ⊆ Us ∩ Uk. Покладемо Tn = ∪k≤nSk для кожного n.

Зараз ми iндукцiєю за n побудуємо диз’юнктну послiдовнiсть множин Fn = {xs,n : s ∈
Tn}, де xs,n ∈ Us,n для довiльних n ∈ N i s ∈ Tn. Припустимо, що для деякого n ∈ N
уже побудованi множини Fk для k < n. Оскiльки xs,k ∈ Us,k ⊆ Us i сiм’я (Us)s∈Tn
локально скiнченна, як об’єднання скiнченного числа дискретних сiмей, то множини
Fk замкненi i дискретнi. Вiзьмемо s ∈ Tn. Оскiльки Us,n окiл точки s i s 6∈ Fk при k < n
то Us,n \∪k<nFk також є околом s. Але s ∈ Gn. Тому Gn ∩ (Us,n \∪k<nFk) 6= ∅. Виберемо
xs,n ∈ Gn ∩ (Us,n \ ∪k<nFk).

Як уже зауважувалось ранiше, всi множини Fn замкненi i дискретнi. Покладемо
Ak = F2k−1 i Bk = F2k для довiльного k ∈ N. Оскiльки Fn ⊆ Gn i множини Gn спадають,
то Ak, Bk ⊆ Gk. За рахунок диз’юнктностi множини Fn матимемо, що( ∞⋃

k=1

Ak

)
∩
( ∞⋃
k=1

Bk

)
= ∅.

Вiзьмемо деяке s ∈ S i виберемо n, такий, що s ∈ Sn. Тодi для довiльного k ≥ n
матимемо, що s ∈ Tk, а, отже, xs,k ∈ Us,k. Але множини Us,k утворюють базу околiв
точки s. Тому, xs,k → s, (k → +∞). Отже, s ∈ Lim

k→∞
Ak i s ∈ Lim

k→∞
Bk, адже xs,2k−1 ∈ Ak i
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xs,2k ∈ Bk для довiльного k. Звiдси, S ⊆ Lim
k→∞

Ak i S ⊆ Lim
k→∞

Bk. Врахувавши, що S = E,

матимемо, що E ⊆ Lim
k→∞

Ak i E ⊆ Lim
k→∞

Bk. Але Fn ⊆ Un, тому Lim
n→∞

Fn ⊆ ∪∞n=1Un = E,

звiдки, Lim
k→∞

Ak ⊆ E i Lim
k→∞

Bk ⊆ E. Отже, Lim
k→∞

Ak = Lim
k→∞

Bk = E.

Теорема 4. Нехай X — дискретно насичений простiр Фреше-Урисона. Тодi X є слабко
парно дискретно досяжним.

Доведення. Вiзьмемо деяку замкнену нiде не щiльну пiдмножину E простору X i пере-
вiримо її слабку парну досяжнiсть. Вiзьмемо деку вiдкриту непорожню множину G з
E ⊆ frG. Оскiльки X досконало нормальний, то iснує спадна послiдовнiсть вiдкритих
множини Uk ⊇ E, для яких E = ∩∞k=1Uk. Далi виберемо σ-сильно дискретну множи-
ну S таку, що S = E. Розглянемо диз’юнктну послiдовнiсть сильно дискретних множин
Sn, для якої S =

⊔∞
n=1 Sn. Для кожного номера n виберемо вiдкриту дискретну сiм’ю

(Us)s∈Sn таку, що s ∈ Us ⊆ Un для кожного s ∈ Sn.
Зараз ми для кожного s ∈ S побудуємо послiдовнiсть точок xs,k ∈ Us ∩ G таку, що

xs,k → s i xs,k 6= xt,l, якщо (s, k) 6= (t, l). Покладемо Tn = ∪m<nSm для кожного n.
Припустимо, що точки xs,k уде побудованi для s ∈ Tn. Вiзьмемо s ∈ Sn. Оскiльки xt,k →
t (k → +∞) для кожного t ∈ Tn, сiм’я (Ut)t∈Tn локально скiнченна i xt,k ∈ Ut для t ∈ Tn,
то {xt,k : k∈N, t∈Tn} = ∪t∈Tn{xt,k : k∈N} 63 s. Тому iснує такий окiл U точки s для якого
U ⊆ Us \ {xt,k : k ∈ N, t ∈ Tn}. I нарештi, оскiльки X є T1-простором Фреше-Урисона i
s ∈ U ∩G то iснує послiдовнiсть рiзних точок xs,k ∈ U∩G таких, що xs,k → s (k → +∞).

Покладемо A = {xs,2k−1 : s ∈ S, k ∈ N} i B = {xs,2k : s ∈ S, k ∈ N}. Зрозумiло,
що A ∩ B = ∅. Оскiльки сiм’ї (Us)s∈Sn дискретнi, Us ∈ Un при s ∈ Sn i E = ∩∞n=1Un,
то сiм’я (Us)s∈S локально скiнченна на X \ E. Тому, множини A та B є замкненими i
дискретними в X \E. Врахувавши крiм того, що S = E i xs,k → s для s ∈ S, одержимо,
що A \G = B \G = E. Отже, E є слабко парно дискретно досяжною.

6. Розкладнiсть слабко дискретно досяжних просторiв. Топологiчний простiр X
називається розкладним ([5, 6]), якщо в ньому iснують двi неперетиннi скрiзь щiльнi
множини A1 i A2. Якщо в просторi X iснує послiдовнiсть (An)

∞
n=1 попарно неперетинних

скрiзь щiльних множин, то X називається злiченно розкладним.

Теорема 5. Кожний слабко дискретно досяжний простiр X без iзольованих точок є
злiченно розкладним.

Доведення. Зафiксуємо деяку вiдкриту непорожню множину U ⊆ X i вiзьмемо деяку
точку a ∈ G. За означенням слабкої дискретної досяжностi для довiльної нiде не щiль-
ної множини E ⊆ U iснує дискретна (а тому, нiде не щiльна) множина A(E) ⊆ U \E, для
якої E ⊆ A(E). Покладемо B1 = {a} i Bn = A(Bn−1) при n > 1. Зрозумiло, що множини
Bn ⊆ U диз’юнктнi, причому Bm ⊆ Bn при m ≤ n. Виберемо нескiнченнi множини Nk

з N =
⊔∞
k=1Nk. Тодi множини Yk =

⊔
n∈Nk

Bn також є диз’юнктними пiдмножинами U .
Вiзьмемо k, ` ∈ N. Оскiльки множина Nk нескiнченна, то для довiльного m ∈ N` iснує
таке nm ∈ Nk, що m ≤ nm. В такому разi, Y` = ∪n∈N`

Bm ⊆ ∪m∈N`
Bnm ⊆ Y k. Мiняючи k

та ` мiсцями, одержимо, що Yk ⊆ Y `. Отже, Y k = Y ` для довiльних k, ` ∈ N. Позначимо
XU = Y 1 ∩ U . Тодi матимемо, що для довiльного k множина Yk є щiльною пiдмножи-
ною XU . Тому, пiдпростiр XU ⊆ U є непорожнiм злiченно розкладним пiдпростором U .

Оскiльки властивiсть диз’юнктностi — це властивiсть скiнченного характеру, то за
лемою Тейхмюллера-Тьюкi [4, c. 28] iснує максимальна диз’юнктна система A, яка
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складається зi злiченно розкладних пiдпросторiв X. Зрозумiло, що простiр Y =
⊔
A,

а, отже, i Y , є злiченно розкладним. Залишилось довести, що Y = X. Нехай це не так,
i U = X \ Y 6= ∅. Покладемо B = A ∪ {XU}. Зрозумiло, що B також є диз’юнктною
системою, що складається зi злiченно розкладних пiдпросторiв X. Але A ⊂ B, що
суперечить максимальностi A.

7. Деякi контрприклади. Зараз ми з’ясуємо, що схему iмплiкацiй в теоремi 1 не
можна доповнити.

Твердження 1. Iснує досконало нормальний дискретно досяжний простiр, який не
є слабко парно досяжним. Тому з жодної iз властивостей (Ad), (A), (Aw) та (Awd ) не
випливає нi одна iз властивостей (Apd), (Ap), (Awp ) та (Awpd).

Доведення. Нехай a ∈ βN \ N i X = N ∪ {a}. Зрозумiло, що X досконало нормальний.
Оскiльки сукупнiсть усiх множин A ⊆ N, для яких A ∪ {a} є околом точки a в X, є
ультрафiльтром, то для довiльної множини A ⊆ X \{a}, або A∪a є околом a, або X \A
є околом a. Тому для двох неперетинних множин A,B ⊆ X \ {a} можливе тiльки одне
з включень x ∈ A чи x ∈ B. Отже, X не є слабко парно досяжним.

Покажемо, що X дискретно досяжний. Для цього досить довести, що множина E =
{a} є дискретно досяжною. Вiзьмемо спадну послiдовнiсть вiдкритих множин Gn з a ∈
frGn. Оскiльки a ∈ Gn, то з означення топологiчної структури βN випливає, що Un =
Gn = Gn ∪ {a} є вiдкрито-замкненим околом точки a в X. Нехай Vn = Un \ {1, 2, . . . n}.
Зрозумiло, що множини Vn також є вiдкрито-замкненими околами точки a, причому
∩nVn = {a}. Покладемо An = Vn \ Vn+1. Зрозумiло, що множини An ⊆ Gn є замкненими
i дискретними, причому

Lim
n
An =

⋂
n

⋃
k≥n

Ak =
⋂
n

Vn \ {a} =
⋂
n

Vn = {a} = E.

Тому, X є шуканим простором.

Твердження 2. Iснує топологiчний простiр X в якому iснує парно досяжна множина,
яка не є слабко дискретно досяжною. Тому з жодної з властивостей (Ap), (A), (Awp ) та
(Aw) не випливає нi одна з властивостей (Apd), (Ad), (Awpd) та (Awd ).

Доведення. Розглянемо деякий непорожнiй парно досяжний T1-простiр Y без iзольова-
них точок (наприклад Y = R). Зафiксуємо деяку точку a ∈ X. На множинi X = Y
задамо топологiчну структуру у наступний спосiб: в точках x 6= a околи залишаємо
такi самi, як i в просторi Y , а множину U називатимемо околом a в X, якщо iснують
окiл V точки a в Y i дискретна в Y множина S такi, що S \ S = {a} i V \ S ⊆ U . Тодi
не iснуватиме такої дискретної множини S в X, для якої S \ S = {a}. Тому, множина
E = {a} не є слабко дискретно досяжною.

Доведемо, що E є парно досяжною. Розглянемо спадну послiдовнiсть вiдкритих в X
множин Gn, якi дотичнi до E в X. Оскiльки Gn ⊆ X \ {a}, то Gn вiдкритi в Y . Далi, з
того, що дискретнi множини в Y є нiде не щiльними в Y , випливає, що Gn дотичнi до E
в Y . Далi, оскiльки Y парно досяжний, то iснують вiдкритi множини An, Bn⊂YGn такi,
що (∪nAn)∩ (∪nBn) = ∅ i E = LimnAn = LimnBn в Y . Але топологiя на X сильнiша за
топологiю Y . Тому An, Bn⊂XGn. Крiм того, за рахунок нiде не щiльностi дискретних
множин, матимемо, що E = LimnAn = LimnBn в X.
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Твердження 3. Iснує спадково нормальний слабко парно дискретно досяжний, який
не є нi досяжним, нi дискретно досяжним. Тому з жодної з властивостей (Awpd), (Awp ),
(Awd ) та (Aw) не випливає нi одна iз властивостей (Apd), (Ap), (Ad) та (A).

Доведення. Нехай T — деякий незлiченний дискретний простiр i a 6∈ T . На множинiX =
T ∪{a} введемо топологiчну структуру таким способом: точки множини T вважаються
дискретними, а множина U буде околом точки a тодi i тiльки тодi, коли a ∈ U i множина
T \ U злiченна. Зрозумiло, що X спадково нормальний.

Доведемо, що X слабко парно досяжний. Для цього досить показати, що множина
E = {a} слабко парно досяжна. Вiзьмемо вiдкриту множину G ⊆ X \ E = T , для якої
a ∈ G. Тодi G незлiченна. Виберемо двi неперетиннi незлiченнi множини A,B ⊆ G. Тодi
A \G = B \G = E.

Покажемо, що E не є (дискретно) досяжною. Вiзьмемо вiдкритi множини Gn = T i
послiдовнiсть множин An⊂Gn. Оскiльки a 6∈ An, то множини An злiченнi. Тодi A = ∪nAn
також злiченна, i тому a 6∈ A. Отже, Lim

n
An 6= E.

ЛIТЕРАТУРА

1. Maslyuchenko O.V. The oscillation of separately continuous functions and topological games: Dis. ...
kand. fiz.-mat. nauk: 01.01.01. – Chernivtsi, 2002. – 149 p. (in Ukrainian)

2. Maslyuchenko O.V. Construction of ω-primitives: strongly attainable spaces// Matematychnyj visnyk
NTSh. – 2009. – V.6. – P. 155–178. (in Ukrainian)

3. Maslyuchenko O.V. The oscillation of quasi-continuous functions on pairwise attainable spaces// Houston
Journal of Mathematics – 2009. – V.35, №1. – P. 113–130.

4. Engelking R. General topology. – Warszawa: PWN, 1977. – 626 p.
5. Hewitt E. A problem of set-theoretic topology// Duke Math. J. – 1943. – V.10, №2. – P. 309–333.
6. Protasov I.V. Resovability of groops// Mat. Stud. – 1998. – V.9, №2. – P. 130–148. (in Russian)

Кафедра математичного аналiзу
Чернiвецького нацiонального унiверситету iм. Ю. Федьковича
ovmasl@gmail.com

Надiйшло 1.12.2011


