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МНОЖИНА ТОЧОК РОЗРИВУ A-НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ
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We characterize the set of discontinuity points of A-continuous quasi-continuous functions
of the first class defined on hereditarily normal weakly pairwise attainable spaces. Besides, we
obtain several sufficient properties of a subset of a normed space which guarantee an existence
of a linearly continuous function with the given discontinuity point set.

О. В. Маслюченко. Множество точек разрыва A-непрерывных функций // Мат. Студiї.
– 2012. – Т.37, №1. – C.89–97.

Охарактеризировано множество точек разрыва A-непрерывных квазинепрерывных
функций первого класса, определенных на наследственно нормальных слабо парно дос-
тижимых пространствах. Кроме того, приведено несколько достаточных свойств подмно-
жества нормированного пространства, которые гарантируют существование линейно не-
прерывной функции с данным множеством точек разрыва.

1. Вступ. Питання про те, якою повинна бути множина точок розриву нарiзно не-
перервної функцiї на даний момент добре вивчене. Так, у статтi [1] отримано повний
опис множин точок розриву нарiзно неперервних функцiй, що визначенi на добутках
довiльних метризовних просторiв. Але досi актуальним залишається питання про опис
множин точок розриву функцiй з iнших класiв розривних функцiй. У статтях [2, 3]
розв’язана задача про опис коливань (а, отже, i множини точок розриву) нарiзно непе-
рервних функцiй, квазiнеперервних функцiй, функцiй першого та другого класу Бера,
що визначенi на просторах, близьких до метризовних. У статтi [4] описано множини
точок розриву функцiй, що визначенi на спадково нормальних просторах.

У статтi [2] введене поняття A-неперервної функцiї, яке включає в себе цiлий ряд
ослаблень неперервностi, таких, як квазiнеперервнiсть, майже неперервнiсть, нарiзна
неперервнiсть, лiнiйна неперервнiсть та iн. В данiй статтi ми одержимо характеризацiю
множини точок розриву квазiнеперервних A-неперервних функцiй першого класу, що
визначенi на так званих слабко парно досяжних спадково нормальних просторах.

В кiнцi статтi ми застосовуємо одержанi результати до лiнiйно неперервних функцiй.
Крiм того, ми наведемо ряд простих необхiдних умов на пiдмножину нормованого про-
стору, якi забезпечують наявнiсть лiнiйно неперервної функцiї з даною множиною точок
розриву.

2. A-неперервнi функцiї. Нехай X — деяка множина. Сiм’ю A = (Ax)x∈X непоро-
жнiх систем Ax ⊆ 2X називатимемо структурою на X. Для топологiчного простору X
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його топологiчну структуру позначатимемо UX , або просто U (тобто, UXx = Ux — суку-
пнiсть усiх околiв точки x в X). Структуру A називатимемо напрямленою, якщо для
довiльного x ∈ X система Ax напрямлена включенням ⊇, тобто для довiльних множин
A1, A2 ∈ Ax iснує множина A ∈ A така, що A ⊆ A1 ∩ A2.

Нехай A — деяка структура на множинi X i Y — топологiчний простiр. Вiдображе-
ння f : X → Y називається A-неперервним в точцi x ∈ X, якщо для довiльного околу
V точки f(x) iснує A ∈ Ax таке, що f(A) ⊆ V . Казатимемо, що вiдображення f є A-не-
перервним на X, якщо f є A-неперервним в кожнiй точцi x ∈ X. Зрозумiло, що якщо X
— топологiчний простiр, то UX-неперервнiсть — це звичайна неперервнiсть. Множину
M називатимемо A-околом точки x ∈ X, якщо iснує таке A ∈ Ax, що A∪{x} ⊆M . Ка-
затимемо, що множина M є A-околом множини E ⊆ X, якщо вона є A-околом кожної
точки x ∈ E. Зауважимо, що функцiя f : X → Y є A-неперервною в точцi x ∈ X тодi i
тiльки тодi, коли для довiльного околу V точки f(x) в Y множина f−1(V ) є A-околом
точки x.

Нехай Ai деякi структури на множинах Xi, i = 1, . . . , n, i X =
∏n

i=1Xi. Визначимо
структуру A на X покладаючи

Ax =
{ n⋃
i=1

{(x1, . . . , xi−1)} × Ai × {(xi+1, . . . xn)} : Ai ∈ Aixi , i = 1, . . . , n

}
для довiльного x = (xi)

n
i=1 ∈ X. Нескладно зрозумiти, що функцiя f : X → Y є A-не-

перервною тодi i тiльки тодi, коли вона є Ai-неперервною вiдносно i-ої змiнної для
довiльного i = 1, . . . , n.

Виявляється, що пiдбираючи вiдповiдним способом структуру A на топологiчному
просторiX, можна одержати цiлий ряд вiдомих ослаблень неперервностi. Нехай P — де-
яка властивiсть функцiй. Казатимемо, що P є неперервнiсною властивiстю, якщо iснує
така структура A на X, що функцiя f : X → Y буде A-неперервною тодi i тiльки тодi,
коли вона має властивiсть P . При цьому цю структуру A називатимемо структурою
властивостi P на X.

Нагадаємо, що вiдображення f : X → Y мiж топологiчними просторами X та Y
називається квазiнеперервним, якщо для довiльної точки x ∈ X i довiльних околiв U
точки x i V точки f(x) iснує така вiдкрита непорожня множина U1 ⊆ U , для якої
f(U1) ⊆ V .

Почнемо з побудови структури квазiнеперервностi.

Твердження 1. Нехай X — топологiчний простiр i Ax =
{
A ⊆ X : x ∈ intA

}
для

x ∈ X. Тодi A = (Ax)x∈X є структурою квазiнеперервностi.

Це твердження одержується безпосередньо з означень i тому його доведення ми
опустимо.

Перейдемо тепер до розгляду нарiзно неперервних функцiй та їх аналогiв. Не-
хай X =

∏
i∈I Xi — добуток скiнченної сiм’ї топологiчних просторiв i α ⊆ 2I . Якщо

α =
{
{i} : i ∈ I

}
, то у всiх подальших термiнах i позначеннях ми пропускатимемо сим-

вол α. Для довiльної множини J ⊆ I покладемо XJ =
∏

j∈J Xj, а через prJ : X → XJ

позначатимемо вiдповiдну проекцiю, тобто prJ
(
(xi)i∈I

)
= (xj)j∈J . Розглянемо функцiю

f : X → Y . Для довiльної множини J ⊆ I i точки x′ = (xj)j∈J ∈ XJ визначимо
fx′ : XI\J → Y , покладаючи fx′(x

′′) = f(x) де x′′ = (xj)j∈I\J ∈ XI\J i x = (xi)i∈I ∈ X.
Казатимемо, що функцiя f : X → Y є α-нарiзно неперервною в точцi x ∈ X, якщо для
кожного J ∈ α функцiя fx′ неперервна в точцi x′′, де x′ = prJ(x) i x′′ = prI\J(x). Як
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звичайно, казатимемо, що f є α-нарiзно неперервна, якщо вона є такою в кожнiй точцi
x ∈ X.

Розглянемо многозначне вiдображення crα : X ⇒ X, яке дiє за правилом crα(x) =⋃
J∈α pr

−1
I\J(prI\J(x)). Множину crα(E) будемо називати α-хрестом множини E. Нескла-

дно перевiрити, що f є α-нарiзно неперервною в точцi x ∈ X тодi i тiльки тодi, коли
звуження f |crα(x) неперервне в x.

В наступному твердженнi, яке випливає безпосередньо з означень, ми будуємо стру-
ктуру α-нарiзної неперервностi.

Твердження 2. НехайX =
∏

i∈I Xi — добуток скiнченної сiм’ї топологiчних просторiв,
α ⊆ 2I i Ax =

{
U ∩ crα(x) : U окiл точки x

}
для x ∈ X. Тодi A = (Ax)x∈X — структура

α-нарiзної неперервностi.

Нехай тепер X — векторний простiр i Y — топологiчний простiр. Як звичайно, для
векторiв a, b ∈ X через [a, b] = {λa+(1−λ)b : 0 ≤ λ ≤ 1} позначимо вiдрiзок, що з’єднує
a та b. Функцiя f : X → Y називається лiнiйно неперервною в точцi x ∈ X, якщо для
довiльного e ∈ X функцiя fe(t) = f(x+ te) неперервна в точцi 0, тобто, якщо звуження
f на довiльну пряму, що проходить через x неперервне в точцi x.

Структура лiнiйної неперервностi будується в наступному твердженнi.

Твердження 3. Нехай X — векторний простiр i для довiльної точки x ∈ X систе-
ма Ax =

{
A ⊆ X : ∀e ∈ X ∃ε > 0 | [x− εe, x+ εe] ⊆ A

}
. Тодi A = (Ax)x∈X — структура

лiнiйної неперервностi на X.

3. Операцiї над A-неперервними функцiями. Перш за все з’ясуємо, що функцiя,
яка є рiвномiрною границею A-неперервних функцiй залишається A-неперервною.

Твердження 4. Нехай A — деяка структура на множинi X, Y — деякий рiвномiр-
ний простiр i послiдовнiсть A-неперервних функцiй fn : X → Y збiгається до функцiї
f : X → Y рiвномiрно на X. Тодi f також є A-неперервною.

Доведення. Зафiксуємо деяку точку x0 ∈ X i розглянемо деякий окiл V0 образу y0 =
f(x0). Виберемо таке оточення дiагоналi W0 в Y , що для нього окiл W0(y0) = {y ∈
Y : (y, y0) ∈ W0} мiститься в V0. Далi виберемо таке симетричне оточення W в Y , що
W ◦ W ◦ W ⊆ W0. Оскiльки fn(x) ⇒ f(x) на X (n → +∞), то iснує такий номер n,
для якого (f(x), fn(x)) ∈ W для кожного x ∈ X. Але функцiя fn є A-неперервною.
Отже, iснує A ∈ Ax0 таке, що fn(A) ⊆ W (fn(x0)). Тобто, (fn(x), fn(x0)) ∈ W при x ∈ A.
Зафiксуємо x ∈ A. Врахуємо, що (f(x), fn(x)) ∈ W i (fn(x0), f(x0)) ∈ W , адже W
симетричне. Тому (f(x), y0) = (f(x), f(x0)) ∈ W ◦W ◦W ⊆ W0. Отже, f(x) ∈ W0(y0) ⊆ V0.
Звiдси, f(A) ⊆ V0, що i доводить A-неперервнiсть функцiї f в точцi x0.

Зауважимо, що сума A-неперервних функцiй, взагалi кажучи, не є A-неперервною.
Для цього треба вимагати, щоб структура A була напрямленою. Зараз ми доведемо ряд
тверджень, якi в подальшому дозволять уникнути досить жорсткої вимоги напрямле-
ностi структури.

Структуру A на топологiчному просторi X називатимемо узгодженою, якщо для
довiльних точки x, її околу U i її A-околу M перетин M ∩ U є A-околом точки x.
Зрозумiло, що кожна узгоджена структура сильнiша за вихiдну топологiчну структуру
на X. Справдi, якщо U — деякий окiл точки x, то оскiльки X є A-околом точки x, адже
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Ax 6= ∅, то U = U ∩X також є A-околом точки. Тобто, iснує A ∈ Ax таке, що A ⊆ U .
Тому для узгоджених структур з неперервностi випливає A-неперервнiсть. Бiльше того,
правильне таке твердження.

Твердження 5. НехайX та Y — топологiчнi простори,A— узгоджена структура наX,
x ∈ X i f : X → Y функцiя, для якої iснує такий A-окiл M точки x, що звуження f |M
неперервне в точцi x. Тодi f є A-неперервною в точцi x.

Доведення. Нехай V деякий окiл точки f(x) в Y . Оскiльки звуження f |M неперервне
в точцi x, то iснує такий окiл U точки x в X, для якого f(U ∩M) ⊆ V . Але структура
A є узгордженою. Тому U ∩M є A-околом точки x. Отже, iснує A ∈ Ax, для якого
A ⊆ U ∩M . Тодi f(A) ⊆ f(U ∩M) ⊆ V . Тому, f є A-неперервною в точцi x.

Твердження 6. Нехай X, Y , Z — топологiчнi простори, A деяка узгоджена структура
наX, x0 ∈ X, f1 : X → Y —A-неперервна в точцi x0, f2 : X → Y — неперервна в точцi x0,
g : Y 2 → Z — неперервна в точцi (f1(x0), f2(x0)) i h = g(f1, f2). Тодi h є A-неперервною
в точцi x0.

Доведення. Нехай y1 = f1(x0), y2 = f2(x0) i z0 = h(x0) = g(y1, y2). Розглянемо деякий
окiл точки W точки z0 в Z. Оскiльки функцiя g неперервна в точцi (y1, y2), то iснують
околи V1 точки y1 i V2 точки y2 такi, що g(V1×V2) ⊆ W . Але f1 є A-неперервною в точцi
x0 i f2 є неперервною в точцi x0. Тому iснують A-окiл M точки x0 i окiл U точки x0
такi, що f1(M) ⊆ V1 i f2(U) ⊆ V2. Далi, оскiльки структура A узгоджена, то множина
M ′ =M ∩ U є A-околом точки x0. Залишилось врахувати, що

h(M ′) ⊆ g(f1(M
′)× f2(M ′)) ⊆ g(f1(M)× f2(U)) ⊆ f(V1 × V2) ⊆ W.

Отже, функцiя h є A-неперервною.

Наслiдок 1. Нехай A деяка узгоджена структура на топологiчному просторi X, x0 ∈
X, f1 : X → R — A-неперервна в точцi x0, f2 : X → R — неперервна в точцi x0. Тодi
функцiї f1 + f2 i f1f2 є A-неперервними в точцi x0.

Наступне твердження є добре вiдомим (див. наприклад [1]).

Твердження 7. Нехай X — топологiчний простiр i функцiя f : X → R є сумою рiвно-
мiрно збiжного на X ряду з напiвнеперервних знизу функцiй fn : X → R. Тодi

D(f) =
∞⋃
n=1

D(fn).

4. Розриви A-неперервних функцiй. Оскiльки термiн “нiде не щiльна множина” в
подальшому використовуватиметься при утвореннi складених термiнiв то для нього ми
будемо вживати однослiвний замiнник: “мiзерна множина”. НехайA— деяка структура
на топологiчному просторi X. Замкнену множину F ⊆ X називатимемо A-мiзерною,
якщо F має деякий мiзернийA-окiл. Казатимемо, що замкнена множина F ⊆ X є слабко
A-мiзерною, якщо iснує такий A-окiл M множини F , для якого F ⊆ frM . Зрозумiло,
що кожна A-мiзерна множина є слабко A-мiзерною, адже для мiзерної множини M
матимемо, що frM = M . Крiм того, кожна слабко A-мiзерна множина є мiзерною,
адже межа замкненої множини завжди є мiзерною. Множину E ⊆ X називатимемо
σ-(слабко)A-мiзерною, якщо iснує послiдовнiсть (слабко) A-мiзерних множин Fn така,
що E =

⋃∞
n=1 Fn.
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Нагадаємо, що функцiя f : X → Y належить до першого класу Лебеґа, якщо про-
образ довiльної вiдкритої множини є множиною типу Fσ. Функцiя f : X → Y належить
до першого класу Бера, якщо iснує послiдовнiсть неперервних функцiй fn : X → Y така,
що fn(x) → f(x) для кожного x ∈ X. Добре вiдомо, що якщо Y досконало нормаль-
ний, то кожна функцiя з першого класу Бера обов’язково належить до першого класу
Лебеґа, а навпаки, взагалi кажучи, нi.

Теорема 1. Нехай A — деяка структура на топологiчному просторi X, Y — сепара-
бельний метризовний простiр i f : X → Y — квазiнеперервна A-неперервна функцiя з
першого класу Лебеґа. Тодi множина точок розриву D(f) функцiї f є σ-слабко A-мi-
зерною.

Доведення. Вiзьмемо деяку злiченну базу V простору Y i розглянемо злiченну множину
{(V,W ) ∈ V × V : V ⊆ W} = {(Vn,Wn) : n ∈ N}.

Покладемо Mn = f−1(Vn) i Gn = intf−1(Y \ W n). Оскiльки f є функцiєю з першого
класу Лебеґа, то Mn є Fσ-множиною. А отже, такою ж є й множина En =Mn ∩Gn.
Розглянемо таку послiдовнiсть замкнених множин Fn,k, що En =

⋃∞
k=1 Fn,k. З A-не-

перервностi функцiї f випливає, що Mn є A-околом кожної своєї точки, а значить, i
A-околом множини Fn,k. Далi, оскiльки Mn ∩Gn = ∅, то Mn ∩Gn = ∅. Отже,

Fn,k ⊆ En ⊆ Gn ⊆ X \Mn = X \ intMn.

Звiдси, Fn,k ⊆ Mn\ intMn ⊆ Mn\ intMn = frMn. Тому, множини Fn,k є слабко A-мi-
зерними. Залишилось довести, що D(f) =

⋃∞
n,k=1 Fn,k. Оскiльки En =

⋃∞
k=1 Fn,k для

кожного n, то досить довести, що D(f) =
⋃∞
n=1En. По-перше, оскiльки En =Mn ∩Gn i

f(Mn) ∩ f(Gn) ⊆ V n ∩ Y \W n ⊆ V n \Wn = ∅,

то En ⊆ D(f). Тому, D(f) ⊇
⋃∞
n=1En.

Залишилось показати, що D(f) ⊆ ∪∞n=1En. Вiзьмемо точку x0 ∈ D(f). Тодi iснує
такий окiл V точки f(x0), що x0 ∈ f−1(Y \ V ). Оскiльки V є базою простору Y , то iснує
n ∈ N, для якого f(x0) ∈ Vn i W n ⊆ V . Але функцiя f квазiнеперервна, а множина
Hn = Y \W n вiдкрита i мiстить Y \ V . Тому

x0 ∈ f−1(Y \ V ) ⊆ f−1(Hn) ⊆ int f−1(Hn) = Gn.

З iншого боку, x0 ∈ f−1(Vn) =Mn. Отже, x0 ∈Mn ∩Gn = En.

Топологiчний простiр X називатимемо слабко парно досяжним, якщо для довiльної
замкненої нiде не щiльної множини E ⊆ X i довiльної вiдкритої множини G з E ⊆ frG
iснують неперетиннi вiдкритi множини A,B ⊆ G такi, що A \ G = B \ G = E. Якщо
iснує тiльки множина A з вiдповiдними властивостями, то простiр X називатимемо
слабко досяжним. В [2, 3] встановлено, що метризовнi i подiбнi до них простори мають
сильнiшу властивiсть — (парну) досяжнiсть.

Теорема 2. НехайA деяка узгоджена структура на слабко парно досяжному досконало
нормальному просторiX i E — σ-слабкоA-мiзерна множина. Тодi iснує квазiнеперервна
A-неперервна напiвнеперервна знизу функцiя f : X → R така, що D(f) = E.
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Доведення. Розглянемо послiдовнiсть слабко A-мiзерних множин Fn, для яких E =⋃∞
n=1 Fn. Виберемо для кожного номера n такий замкнений A-окiл Mn множини Fn,

для якого Fn ⊆ frMn. Покладемо Gn = X \Mn. Тодi Fn ⊆ frMn = frGn. Але, оскiльки
простiр X слабко парно досяжний, то iснують неперетиннi вiдкритi множини Un, Vn ⊆
Gn з Fn = Un \ Gn = V n \ Gn. Тому, Fn ⊆ frUn. Але, очевидно, простiр X є слабко
досяжним. Отже, iснує вiдкрита множина An ⊆ Un, для якої An \ Un = Fn. Покладемо
Bn = (Mn \ Fn) ∪ Vn. Тодi
(An∩Bn)\Fn = (An \Fn)∩Bn ⊆ Un∩Bn ⊆ Un∩ (Mn∪V n) = (Un∩Mn)∪ (Un∩V n) = ∅.

Оскiльки досконало нормальний простiр є спадково нормальним ([5]), то, застосувавши
лему Урисона до пiдпростору X \ Fn, побудуємо неперервну функцiю f̃n : X → [0, 1],
для якої f̃n(x) = 1 при x ∈ An i f̃n(x) = 0 при x ∈ Bn. Визначимо тепер функцiю
fn : X → [0, 1] за правилом

fn(x) =

{
f̃n(x), x ∈ X \ Fn,
0, x ∈ Fn,

x ∈ X.

З рiвностi An ∩ Bn = Fn випливає, що D(fn) = Fn. Але в точках множини Fn фун-
кцiя fn досягає свого мiнiмуму. Тому, функцiя fn напiвнеперервна знизу. Далi, оскiльки
fn(x) = f̃n(x) = 0 при x ∈ Vn i Fn ⊆ V n, то функцiя fn є квазiнеперервною в точках
множини Fn = D(fn), а, отже, i квазiнеперервною. Далi, врахувавши, що fn(x) = 0 при
x ∈ Mn i Mn є A-околом множини Fn, одержимо, що функцiя fn є A-неперервною в
точках множини Fn. Але структура A є узгодженою. Тому, вона сильнiша за тополо-
гiчну структуру X i з неперервностi випливає A-неперервнiсть, звiдки, функцiя fn є
A-неперервною. Отже, функцiя fn є напiвнеперервною знизу квазiнеперервною A-не-
перервною функцiєю, при цьому D(fn) = Fn.

Оскiльки простiр X досконало нормальний, то за теоремою Веденiсова ([5]) для
довiльного номера n iснує така неперервна функцiя ϕn : X → [0, 1], що ϕ−1n (0) = ∪k<nFk.
Покладемо

f(x) =
∞∑
n=1

1

2n
ϕn(x)fn(x)

для довiльного x ∈ X. Доведемо, що функцiя f є шуканою.
По-перше, оскiльки функцiї gn = 1

2n
ϕnfn є напiвнеперервними знизу, то f також є

напiвнеперервною знизу, як сума рiвномiрно збiжного ряду з напiвнеперервних знизу
функцiй. Але,

D(gn) = D(ϕnfn) = Fn \
⋃
k<n

Fk.

Тому, за твердженням 7 матимемо, що

D(f) =
∞⋃
n=1

(
Fn \

⋃
k<n

Fn

)
=
∞⋃
n=1

Fn = E.

По-друге, застосовуючи наслiдок 1 для структури A i для структури квазiнеперерв-
ностi, матимемо, що функцiї gn є A-неперервними i квазiнеперервними. Покажемо, що
такою ж буде i функцiя f . Зафiксуємо деяку точку x ∈ X. Якщо x ∈ X \ E, то фун-
кцiя f навiть неперервна в точцi x. Припустимо, що x ∈ E, i виберемо такий найменший
номер n, для якого x ∈ Fn. Тодi x ∈ Fn \ ∪k<nFk. В такому разi функцiї gk при k 6= n
є неперервними в точцi x. Отже, такою ж є i функцiя hn =

∑
k 6=n gk. Але fn = gn + hn,

тому, скориставшись наслiдком 1, одержимо, що f є A-неперервною i квазiнеперервною
в точцi x.
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Здiйснивши вiдповiднi спрощення (забрати множини Vn) в доведеннi попередньої
теореми можна одержати i такий результат.

Теорема 3. Нехай A — деяка узгоджена структура на слабко досяжному досконало
нормальному просторi X i E — σ-слабко A-мiзерна множина. Тодi iснує A-неперервна
напiвнеперервна знизу функцiя f : X → R така, що D(f) = E.

Використавши теореми 1 i 2 та той факт, що кожна напiвнеперервна функцiя на
досконало нормальному просторi належить до першого класу Бера ([5]), одержимо на-
ступну характеризацiю.

Теорема 4. Нехай A — деяка узгоджена структура на слабко парно досяжному доско-
нало нормальному просторi X i E ⊆ X. Тодi наступнi умови рiвносильнi:

(i) E є σ-слабко A-мiзерною;
(ii) E є множиною точок розриву деякої квазiнеперервної A-неперервної напiвнепе-

рервної функцiї f : X → R;
(iii) E є множиною точок розриву деякої квазiнеперервної A-неперервної функцiї

f : X → R з першого класу Бера;
(iv) E є множиною точок розриву деякої квазiнеперервної A-неперервної функцiї

f : X → R з першого класу Лебеґа.

5. Розриви лiнiйно неперервних функцiй. Нехай X — топологiчний векторний
простiр i A — структура лiнiйної неперервностi на X (див. твердження 3). Тодi A-око-
ли ми для спрощення називатимемо l-околами Пiдмножину E ⊆ X називатимемо (σ-)
l-мiзерною, якщо вона є (σ-) слабко A-мiзерною. З теореми 4 негайно одержуємо такий
результат.

Наслiдок 2. Нехай X — метризовний топологiчний векторний простiр. Множина
E ⊆ X є множиною точок розриву деякої лiнiйно неперервної квазiнеперервної функцiї
f : X → R з першого класу Бера тодi i лише тодi, коли E є σ-l-мiзерною.

Врахувавши, що лiнiйно неперервнi функцiї на скiнченно вимiрному просторi є на-
рiзно неперервними, а, отже, i квазiнеперервними, то матимемо такий наслiдок.

Наслiдок 3. Множина E ⊆ Rn є множиною точок розриву деякої лiнiйно неперервної
функцiї f : Rn → R з першого класу Бера тодi i лише тодi, коли E є σ-l-мiзерною.

Оскiльки лiнiйно неперервна функцiя на R2 є нарiзно неперервною, а кожна нарiзно
неперервна функцiя вiд двох дiйсних змiнних, як вiдомо, належить до першого класу
Бера, то звiдси випливає така характеризацiя множин точок розриву лiнiйно неперерв-
них функцiй вiд двох дiйсних змiнних.

Наслiдок 4. Множина E ⊆ R2 є множиною точок розриву деякої лiнiйно неперервної
функцiї f : R2 → R тодi i тiльки тодi, коли E є σ-l-мiзерною.

Зараз ми з’ясуємо ряд простих необхiдних умов на пiдмножину нормованого про-
стору, якi гарантують її l-мiзернiсть.

Теорема 5. Нехай X — нормований простiр, G — вiдкрита опукла пiдмножина X,
F = frG — межа множини G i E — замкнена нiде не щiльна в F множина. Тодi E є
l-мiзерною.
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Доведення. Покладемо для довiльної непорожньої множини A ⊆ X i точки a ∈ X
d(a,A) = inf

x∈A
‖x − a‖. Як вiдомо ([5]), функцiя x 7→ d(x,A) є неперервною, звiдки,

множина H =
{
x ∈ G : d(x, F ) < (d(x,E))2

}
є вiдкритою. Зрозумiло, що F \ E ⊆ H.

Тому, оскiльки E нiде не щiльна в F , то F = F \ E ⊆ G. А, отже, i E ⊆ H.
Покажемо, що множинаM = X \H є l-околом множини E. Нехай це не так i iснують

a ∈ E, b ∈ SX i послiдовнiсть чисел λn ↓ 0, така, що xn = a+ λnb ∈ H. Тодi

d(xn, X \G) = d(xn, X \G) = d(xn, F ) < (d(xn, E))
2 < ‖xn − a‖2 = λ2n.

Отже, iснує таке yn ∈ X \ G, для якого ‖yn − xn‖ < λ2n. Тодi ‖a + λnb − yn‖ ≤ λ2n.
Роздiливши останню нерiвнiсть на λn одержимо, що ‖b − 1

λn
(yn − a)‖ < λn, звiдки,

zn = 1
λn
(yn − a) → b (n → +∞). Тодi a + λ1zn → a + λ1b = x1 ∈ G. Отже, iснує

такий номер n, для якого bn = a + λ1zn ∈ G. Але 1
λn
(yn − a) = zn = 1

λ1
(bn − a), тому

yn = (1− λn
λ1
)a+ λn

λ1
b. Проте λn ≤ λ1 i a, b ∈ G. Тому, з опуклостi G, матимемо, що yn ∈ G,

а це суперечить вибору yn.
Отже, множина E є слабко лiнiйно мiзерною.

Зараз ми дещо ослабимо умову опуклостi множини G в попереднiй теоремi. Нехай
X — топологiчний векторний простiр. Множина K ⊆ X називається конусом в точцi
a, якщо для довiльного x ∈ K i λ > 0 виконується, що a + λ(x − a) ∈ K. Нехай G
вiдкрита пiдмножина X. Точку a ∈ frG називатимемо конiчною точкою множини G,
якщо iснує такий окiл U0 точки a, що для довiльного x ∈ U0 ∩ G iснують вiдкритий
конус K в точцi a i окiл U точки a такi, що x ∈ K i U ∩K ∩ frG = ∅.

Зрозумiло, що якщо сама множина G є опуклою або її доповнення X \G є опуклим,
то всi точки її межi є конiчними.

Теорема 6. Нехай X — нормований простiр, G — канонiчно вiдкрита пiдмножина X,
F = frG i E — замкнена в X нiде не щiльна в F множина така, що кожна точка x ∈ E
є конiчною точкою множини G. Тодi E є l-мiзерною.

Доведення. Побудуємо вiдкриту множинуH = {x ∈ G : d(x, F ) < (d(x,E))2}. Тодi знову
F \ E ⊆ H. Оскiльки E нiде не щiльна в F , то F = F \ E ⊆ G. А, отже, i E ⊆ H.

Покажемо, що множина M = X \H є l-околом множини E. Вiзьмемо деяку точку
a ∈ E i покажемо, що M є l-околом a. Розглянемо деяке b ∈ SX i знайдемо таке ε > 0,
для якого [a, a + εb] ⊆ M . Нехай це не так i iснує послiдовнiсть чисел λn ↓ 0 така,
що xn = a+ λnb ∈ H. Точка a є конiчною точкою множини G. Тому iснує такий окiл U0

точки a, що для довiльного x ∈ U0∩G iснують вiдкритий конусK в точцi a i окiл U точки
a такi, що x ∈ K i U∩K∩frG = ∅. Оскiльки xn → a (n→ +∞), то iснує такий номер n0,
що для довiльного n ≥ n0 виконується xn ∈ U0. Тодi iснує опуклий вiдкритий конус K в
точцi a i вiдкритий опуклий окiл U точки a, для якого xn0 ∈ K i U ∩K ∩ frG = ∅. Далi
знайдемо таке n1 ≥ n0, що для довiльного n ≥ n1 виконується xn ∈ U . Звiдси, оскiльки
множина K є конусом в точцi a, то xn = a + λnb = a + λn

λn0
(xn0 − a) ∈ K при n ≥ n0.

Отже, xn ∈ U ∩K при n ≥ n0. Але множина U1 = U ∩K є опуклою, а, тому, зв’язною.
Крiм того, U1 ∩ F = ∅. Отже, U1 ⊆ G ∪ (X \ G). Звiдси, або U1 ⊆ G, або U1 ⊆ X \ G.
Другий випадок неможливий, бо xn1 ∈ U1 ∩ G. Отже, U1 ⊆ G. Оскiльки множина G є
канонiчно вiдкритою, то X \G є канонiчно замкненою. Отже, X \G = X \G. Тодi

d(xn, X \G) = d(xn, X \G) = d(xn, F ) < (d(xn, E))
2 < ‖xn − a‖2 = λ2n.
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Тому iснує таке yn ∈ X \ G, для якого ‖yn − xn‖ < λ2n. Тодi ‖a + λnb − yn‖ ≤ λ2n.
Роздiливши останню нерiвнiсть на λn одержимо, що ‖b− 1

λn
(yn − a)‖ < λn, звiдки, zn =

1
λn
(yn − a)→ b (n→ +∞). Тодi a+ λn1zn → a+ λn1b = xn1 ∈ U1 (n→ +∞). Тому, iснує

такий номер n > n1, для якого bn = a+λn1zn ∈ G i з рiвностi 1
λn
(yn−a) = zn = 1

λ1
(bn−a)

отримаємо yn = (1− λn
λ1
)a+ λn

λ1
b. Але λn ≤ λn1 i a, b ∈ U1. Тому, за рахунок опуклостi U1,

матимемо, що yn ∈ U1 ⊆ G, а це суперечить вибору yn. Отже, множина E є слабко
лiнiйно мiзерною.
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