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It is considered the system of differential equations that describes the dynamics of an
infinite system of atoms on 2D–lattice. Results on existence of the periodic travelling waves are
obtained.

C. Н. Бак. Существование периодических бегущих волн в системе Ферми-Пасты-Улама
на двухмерной решетке // Мат. Студiї. – 2012. – Т.37, №1. – C.76–88.

Рассматривается система дифференциальных уравнений, описывающая динамику бес-
конечной системы атомов на двухмерной решетке. Получен результат о существовании
периодических бегущих волн.

1. Вступ. У цiй статтi дослiджуються рiвняння, що описують динамiку нескiнченної
системи атомiв, розмiщених на плоскiй цiлочисловiй гратцi. Нехай qn,m(t) — координата
(n,m)-го атому в момент часу t. Припускається, що кожний атом нелiнiйно взаємодiє
з чотирма своїми найближчими сусiдами. Рiвняння руху системи, що розглядається,
мають вигляд:

q̈n,m = U ′(qn+1,m − qn,m)− U ′(qn,m − qn−1,m)+

+U ′(qn,m+1 − qn,m)− U ′(qn,m − qn,m−1), (n,m) ∈ Z2, (1)

де U — потенцiал взаємодiї мiж сусiднiми атомами. Рiвняння (1) є нескiнченною систе-
мою звичайних диференцiальних рiвнянь.

Подiбнi системи є цiкавими з огляду на численнi застосування у фiзицi ([7], [10]–
[12]). У статтях [1], [3], [13] та [14] дослiджувались бiжучi хвилi в системах лiнiйно
зв’язаних нелiнiйних осциляторiв, розмiщених на двовимiрних гратках, у статтi [17]
— перiодичнi розв’язки, а у статтi [2] — питання коректностi задачi Кошi для таких
систем. Вiдмiтимо, що в статтi [12] вивчались бризери для нескiнченної системи Фермi-
Пасти-Улама на двовимiрнiй гратцi, а y статтi [18] — перiодичнi розв’язки для системи
Фермi-Пасти-Улама на гратцi розмiру n × m. Огляд вiдомих результатiв про системи
Фермi-Пасти-Улама на одновимiрнiй гратцi зроблено в [15].

У цiй статтi отримано умови iснування перiодичних бiжучих хвиль для нескiнченної
системи Фермi-Пасти-Улама на двовимiрнiй гратцi. Дана робота узагальнює результа-
ти, отриманi в [15].
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2. Постановка задачi. Бiжуча хвиля має вигляд

qn,m(t) = u(n cosϕ+m sinϕ− ct)

i для її профiлю u(s), де s = n cosϕ+m sinϕ− ct, отримаємо рiвняння

c2u′′(s) = U ′(u(s+ cosϕ)− u(s))− U ′(u(s)− u(s− cosϕ))+

+U ′(u(s+ sinϕ)− u(s))− U ′(u(s)− u(s− sinϕ)). (2)

Вiдмiтимо, що функцiя u = u(s) : R→ R називається профiлем хвилi. Стала c 6= 0 є
сталою швидкiстю хвилi. Якщо c > 0, то хвиля змiщується праворуч, а якщо c < 0, то
лiворуч. Цiкавими є нетривiальнi хвилi з профiлем, який тотожно не дорiвнює нулю.

Зауважимо, що профiль перiодичної бiжучої хвилi задовольняє умову

u′(s+ 2k) = u′(s), s ∈ R. (3)

Вiдмiтимо, що у випадку, коли ϕ ≡ 0, π/2 (modπ), хвиля поширюється вздовж вiд-
повiдної координатної осi. Такi хвилi зводяться до хвиль на одновимiрнiй гратцi, що
дослiдженi в [15]. Зазначимо, що в рiвняння (2) швидкiсть c входить в квадратi. Звiдси
випливає, що якщо функцiя u(t) задовольняє рiвняння (2), то iснують двi бiжучi хвилi
з даним профiлем та швидкостями ±c. Одна з них рухається направо, iнша — налiво.

Скрiзь далi пiд розв’язком рiвняння (2) розумiємо функцiю u(s) з класу C2(R), яка
задовольняє рiвняння (2) для всiх s ∈ R.
3. Варiацiйне формулювання задачi. Позначимо через Ek гiльбертiв простiр

Ek = {u ∈ H1
loc(R) : u′(s+ 2k) = u′(s), u(0) = 0}

зi скалярним добутком (u, v)k =

∫ k

−k
u′(s)v′(s)ds i вiдповiдною нормою ‖u‖k = (u, u)

1
2 .

Нагадаємо, що за теоремою вкладення Ek ⊂ C([−k, k]), де C([−k, k]) — простiр не-
перервних функцiй на [−k, k]. Через ‖ · ‖k,∗ позначимо норму на просторi E∗k , який є
спряженим (дуальним) до простору Ek.

Фактично, Ek є 1-ковимiрним пiдпростором гiльбертового простору

Ẽk = {u ∈ H1
loc(R) : u′(s+ 2k) = u′(s)}

зi скалярним добутком
∫ k

−k
u′(s)v′(s)ds+ u(0)v(0).

На просторi Ẽk означимо оператори Ẽk → Ẽk :

(Au)(s):=u(s+ cosϕ)−u(s) =

s+cosϕ∫
s

u′(τ)dτ, (Bu)(s):=u(s+ sinϕ)−u(s) =

s+sinϕ∫
s

u′(τ)dτ.

Тодi правильне таке твердження.

Лема 1. Оператори A та B : Ek → L2(−k, k) ∩ L∞(−k, k) є обмеженими лiнiйними
операторами, що задовольняють нерiвностi

‖Au‖L∞(−k,k) ≤ | cosϕ|‖u‖k, ‖Au‖L2(−k,k) ≤ | cosϕ|‖u‖k,
‖Bu‖L∞(−k,k) ≤ | sinϕ|‖u‖k, ‖Bu‖L2(−k,k) ≤ | sinϕ|‖u‖k.
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Доведення. За нерiвнiстю Шварца маємо

|Au(s)|2 =

∣∣∣∣∣∣
s+cosϕ∫
s

u′(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
2

≤


 s+cosϕ∫

s

|u′(τ)|2dτ


1
2


2
 s+cosϕ∫

s

dτ


1
2


2

= | cosϕ|‖u‖2
k.

Iнтегруючи останню нерiвнiсть, отримуємо
k∫

−k

|Au(s)|2ds ≤ | cosϕ|
k∫

−k

s+cosϕ∫
s

|u′(τ)|2dτds = | cosϕ|
∫∫
D

|u′(t)|2dτds,

де D = {(s, τ) : − k ≤ s ≤ k, s ≤ τ ≤ s+ cosϕ}.
Змiнюючи порядок iнтегрування, неважко побачити, що подвiйний iнтеграл в правiй

частинi збiгається з iнтегралом

| cosϕ|
∫∫
D1

|u′(t)|2dτds,

де D1 = {(s, τ) : −k+cosϕ ≤ τ ≤ k+cosϕ, τ − cosϕ ≤ s ≤ τ}. Переходячи в останньому
iнтегралi до повторного i використовуючи перiодичнiсть u′(τ), отримуємо

k∫
−k

|Au(s)|2ds ≤ | cosϕ|
k+cosϕ∫

−k+cosϕ

τ∫
τ−cosϕ

|u′(τ)|2dτds =

= | cosϕ|
k∫

−k

τ∫
τ−cosϕ

|u′(τ)|2dτds = cos2 ϕ

k∫
−k

|u′(τ)|2dτds = cos2 ϕ‖u‖2
k.

Добуваючи корiнь квадратний вiд обох частин нерiвностi, остаточно маємо

‖Au‖L2(−k,k) ≤ | cosϕ|‖u‖k.

Всi iншi нерiвностi доводяться подiбно.

Скрiзь надалi передбачається, що потенцiал U(r) задовольняє умову:

(i) функцiя U(r) неперервно диференцiйовна, причому U(0) = U ′(0) = 0.

На просторi Ek розглянемо функцiонал

Jk(u):=

k∫
−k

{c2

2
|u′(s)|2 − U(Au(s))− U(Bu(s))

}
ds.

Лема 2. Нехай виконується умова (i), тодi Jk — функцiонал з класу C1 на Ek, а його
похiдна виражається формулою

〈J ′k(u), h〉 =

k∫
−k

{c2u′(s)h′(s)− U ′(Au(s))Ah(s)− U ′(Bu(s))Bh(s)}ds (4)

для u, h ∈ Ek.
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Доведення. Подамо функцiонал Jk у виглядi

Jk(u) =
c2

2
(u, u)k − Φk(u), Φk(u):=

k∫
−k

{U(Au(s)) + U(Bu(s))}ds.

Отже, достатньо розглянути тiльки функцiонал Φk, оскiльки для квадратичної частини
твердження очевидне.

Оскiльки для будь-якого u ∈ Ek функцiї Au i Bu неперервнi, то Φk <∞. Безпосеред-
нiм обчисленням неважко показати, що похiдна функцiоналу Φk iснує i обчислюється
за формулою

〈Φ′k(u), h〉 =

k∫
−k

{U ′(Au(s))Ah(s) + U ′(Bu(s))Bh(s)}ds.

I, нарештi, перевiримо неперервнiсть цiєї похiдної.
Нехай ‖h‖k ≤ 1 i un → u (n → +∞) в Ek. Тодi Aun → Au (n → +∞) рiвномiрно на

[−k, k] i

|〈Φ′k(un)− Φ′k(u), h〉| ≤
≤ ‖Ah‖L1 · ‖U ′(Aun)− U(Au)‖L∞ + ‖Bh‖L1 · ‖U ′(Bun)− U(Bu)‖L∞ ≤

≤ (2k)1/2[‖Ah‖L1 · ‖U ′(Aun)− U(Au)‖L∞ + ‖Bh‖L1 · ‖U ′(Bun)− U(Bu)‖L∞ ] ≤
≤ (2k)1/2[‖U ′(Aun)− U(Au)‖L∞ + ‖U ′(Bun)− U(Bu)‖L∞ ],

де всi Lp-норми беруться над вiдрiзком [−k, k]. Оскiльки U ′(Aun)→ U ′(Au) i U ′(Bun)→
U ′(Bu) при n→ +∞ рiвномiрно на [−k, k], то лему доведено.

Лема 3. Критичнi точки функцiоналу Jk є C2-розв’язками рiвняння (2), що задоволь-
няють умову (3).

Доведення. Нехай g(s) 2k-перiодична функцiя з класу C∞. Тодi h(s) = g(s)−g(0) ∈ Ek.
Якщо u є критичною точкою функцiоналу Jk, то

0 = 〈J ′k(u), h〉 =

k∫
−k

{c2u′(s)h′(s)− U ′(Au(s))Ah(s)− U ′(Bu(s))Bh(s)}ds =

=

k∫
−k

{c2u′(s)g′(s)− U ′(u(s+ cosϕ)− u(s))(g(s+ cosϕ)− g(s))−

−U ′(u(s+ sinϕ)− u(s))(g(s+ sinϕ)− g(s))}ds =

k∫
−k

{c2u′(s)g′(s)−

−[U ′(u(s)− u(s− cosϕ))− U ′(u(s+ cosϕ)− u(s))]g(s)−
−[U ′(u(s)− u(s− sinϕ))− U ′(u(s+ sinϕ)− u(s))]g(s)}ds =
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=

k∫
−k

{−c2u′′(s)g(s)− [U ′(u(s)− u(s− cosϕ))− U ′(u(s+ cosϕ)− u(s))]g(s)−

−[U ′(u(s)− u(s− sinϕ))− U ′(u(s+ sinϕ)− u(s))]g(s)}ds =

=

k∫
−k

{−c2u′′(s) + U ′(u(s+ cosϕ)− u(s))− U ′(u(s)− u(s− cosϕ))+

+U ′(u(s+ sinϕ)− u(s))− U ′(u(s)− u(s− sinϕ))}g(s)ds.

Це означає, що u задовольняє рiвняння (2) в сенсi узагальнених функцiй, тобто u —
слабкий розв’язок рiвняння (2). Оскiльки u(s) i U ′(r) неперервнi функцiї, то права
частина рiвняння (2) є неперервною. Звiдси отримуємо, що u′′(s) — неперервна, тобто
u ∈ C2 — розв’язок рiвняння (2) у звичайному розумiннi.

4. Основнi результати. Спочатку доведемо iснування монотонних перiодичних бiжу-
чих хвиль за таких умов:

(i′) U(r) =
c20
2

+ V (r), де c0 ≥ 0, V ∈ C1(R), причому V (0) = V ′(0) = 0 i V ′(r) = o(|r|)
при r → 0,

i також

(ii+) iснують r0 > 0 i θ > 2 такi, що V (r0) > 0 i для r ≥ 0

0 ≤ θV (r) ≤ rV ′(r),

або

(ii−) iснують r0 < 0 i θ > 2 такi, що V (r0) > 0 i для r ≤ 0

0 ≤ θV (r) ≤ rV ′(r).

Зауважимо, що умову (ii+) можна записати у виглядi диференцiальної нерiвностi

rθ+1 d

dr
(r−θV (r)) ≥ 0, r > 0.

Безпосереднє iнтегрування показує, що V (r) ≥ a0r
θ, для r > r0 з a0 = r−θ0 V (r0). Разом

з умовою (i′) це означає, що

V (r) ≥ a1(rθ − r2), r ≥ 0. (5)

Аналогiчно у випадку умови (ii−) остання нерiвнiсть виконується для r ≤ 0.
Нас цiкавлять 2k-перiодичнi бiжучi хвилi, якi мають неспадний або незростаючий

профiль.

Теорема 1. Нехай виконується умова (i′) i k ≥ 1. Тодi

(a) за умови (ii+) для будь-якого c > c0 iснує нетривiальна неспадна 2k-перiодична
бiжуча хвиля uk ∈ Ek, яка є розв’язком рiвняння (2);

(b) за (ii−) для будь-якого c > c0 iснує нетривiальна незростаюча 2k-перiодична бiжуча
хвиля uk ∈ Ek, яка є розв’язком рiвняння (2).
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Бiльше того, в обидвох випадках iснують сталi δ > 0 i M > 0, якi не залежать вiд k
такi, що критичне значення Jk(uk) задовольняє нерiвностi 0 < δ ≤ Jk(uk) ≤M.

Доведення цiєї теореми грунтується на використаннi теореми про гiрський перевал.
Сформулюємо теорему про гiрський перевал у потрiбному нам виглядi i перевiримо її
умови для функцiоналу Jk ([16], [19]).

Теорема 2 (про гiрський перевал). Нехай I — функцiонал з класу C1 на гiльберто-
вому просторi H, який задовольняє умову Пале-Смейла:

(PS) якщо послiдовнiсть un ∈ H така, що I ′(un) → 0, (n → +∞) i I(un) обмежена, то
вона мiстить збiжну пiдпослiдовнiсть.

Нехай iснують такi e ∈ H i r > 0, що ‖e‖ > r i

β:= inf
‖v‖=r

I(v) > 0 = I(0) ≥ I(e) .

I нехай
b:= inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

I(γ(t)),

де Γ:={γ ∈ C([0, 1], H) : γ(0) = 0, γ(1) = e}. Тодi b — критичне значення функцiоналу I,
тобто iснує така критична точка u ∈ H функцiоналу I, що I(u) = b, причому b ≥ β.

Далi нам ще знадобиться теорема, доведення якої можна знайти в статтi [9].

Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми про гiрський перевал i P : H → H таке
неперервне вiдображення, що I(Pu) ≤ I(u) для всiх u ∈ H, причому P (0) = 0 i P (e) = e.
Тодi iснує критична точка u ∈ PH (замикання PH) функцiоналу I з критичним значе-
нням b = I(u).

Покладемо

(Pu)(s):=

s∫
0

|u′(t)|dt.

Неважко перевiрити, що P неперервно вiдображає простiр Ek в себе i PEk складається
з неспадних функцiй.

Оскiльки ми шукаємо монотоннi хвилi, то ми можемо припустити, що V (r) ≡ 0 для
r < 0 у випадку (a) i V (r) ≡ 0 для r > 0 у випадку (b). (З таким же успiхом можна
припустити, що в обидвох випадках V (r) є парною функцiєю). Зокрема, це означає, що
модифiкований потенцiал задовольняє нерiвностi 0 ≤ θV (r) ≤ rV ′(r) для всiх r ∈ R.

Надалi будемо розглядати тiльки випадок (a), оскiльки випадок (b) розглядається
подiбно.

Лема 4. За умов теореми 1 iснують δ > 0 i % > 0 такi, що Jk(u) ≥ δ при ‖u‖k = %. До
того ж, iснує ek ∈ PEk таке, що ‖ek‖k > % i Jk(ek) = J1(e1) ≤ 0.



82 С. М. БАК

Доведення. Умова (i′) означає, що для ε > 0 iснує таке % > 0, що |V (r)| ≤ εr2 при
|r| ≤ %. Якщо ‖u‖k ≤ %, то за лемою 1 ‖Au‖L∞ ≤ | cosϕ|%, ‖Bu‖L∞ ≤ | sinϕ|% i

Jk(u) ≥
k∫

−k

{c2

2
|u′(s)|2 − c2

0

2
|Au(s)|2 − ε|Au(s)|2 − c2

0

2
|Bu(s)|2 − ε|Bu(s)|2

}
ds ≥

≥ c2

2
‖u‖2

k −
c2

0

2
| cosϕ|2‖u‖2

k − ε| cosϕ|2‖u‖2
k −

c2
0

2
| sinϕ|2‖u‖2

k − ε| sinϕ|2‖u‖2
k =

=
c2 − c2

0 − 2ε

2
‖u‖2

k.

Вибираючи ε достатньо малим, ми отримаємо перше твердження леми.
Для того, щоб побудувати функцiю ek, спочатку виберемо функцiю v ∈ PEk таку, що

v(t) = 0 при 0 ≤ t ≤ 1, v′(−1) = 0 i Av(t0) > 0, Bv(t0) > 0 для деякого t0. Зауважимо, що
v′ може бути вiдмiнним вiд нуля тiльки на iнтервалi вигляду (2l−1, 2l), l ∈ Z. Оскiльки
Av ≥ 0 i Bv ≥ 0, то за нерiвнiстю (5) маємо

J1(τv) ≤ τ 2

1∫
−1

{c2

2
|v′(s)|2 + (a1 −

c2
0

2
)(|Av(s)|2 + |Bv(s)|2)

}
ds−

−τ θa1

1∫
−1

(|Av(s)|θ + |Bv(s)|θ)ds ≤

≤ τ 2
{c2

2
‖v(s)‖2

1 + a1(‖Av(s)‖2
L2 + ‖Bv(s)‖2

L2)
}
−τ θa1{‖Av(s)‖θLθ + ‖Bv(s)‖θLθ}.

Оскiльки θ > 2, то J1(τv)→ −∞ при τ → +∞. Отже, ми можемо зафiксувати e1 = τ0v,
яке задовольняє умови J1(e1) ≤ 0 i ‖e1‖1 > %.

Означимо тепер ek ∈ Ek так: ek(s) = e1(s) при |s| ≤ 1 i e′k(s) = 0 при 1 ≤ s ≤ k (Про-
довжуючи e′k на R завдяки 2k-перiодичностi, ми означаємо ek однозначно). Очевидно,
що e′k може бути вiдмiнною вiд нуля тiльки на iнтервалах (2kl − 1, 2kl), l ∈ Z. Звiдси
негайно слiдує, що ‖ek‖k = ‖e1‖1. Бiльше того,

(Aek)(s) = ek(s+ cosϕ)− ek(s) =

=

{
e1(s+ cosϕ)− e1(s), s ∈ [−1− cosϕ, 1− cosϕ],

0, s ∈ [−k, k] \ [−1− cosϕ, 1− cosϕ],

(Bek)(s) = ek(s+ sinϕ)− ek(s) =

=

{
e1(s+ sinϕ)− e1(s), s ∈ [−1− sinϕ, 1− sinϕ],

0, s ∈ [−k, k] \ [−1− sinϕ, 1− sinϕ].

Отже,
k∫

−k

V (Aek(s))ds =

1−cosϕ∫
−1−cosϕ

V (Aek(s))ds =

1−cosϕ∫
−1−cosϕ

V (e1(s+ cosϕ)− e1(s))ds =

=

1∫
−1

V (e1(s)− e1(s− cosϕ))ds =

1∫
−1

V (Ae1(s))ds,
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оскiльки рiзниця e1(s+ cosϕ)− e1(s) 2-перiодична. Аналогiчно

k∫
−k

V (Bek(s))ds =

1−sinϕ∫
−1−sinϕ

V (Bek(s))ds =

1∫
−1

V (Be1(s))ds.

Зокрема, ми отримуємо, що Jk(ek) = J1(e1) ≤ 0.

Слiд вiдмiтити, що Jk(tek) = J1(te1) для всiх t ∈ R.

Лема 5. Нехай виконується умова (i′) i c > c0. Якщо потенцiал V задовольняє нерiв-
нiсть θV (r) ≤ rV ′(r), r ∈ R, з θ > 2, то функцiонал Jk задовольняє умову Пале-Смейла.

Доведення. Нехай un ∈ Ek послiдовнiсть Пале-Смейла рiвня b (тобто b критичне значе-
ння функцiоналу Jk). Тодi, для достатньо великого n, ‖J ′k(un)‖k,∗ ≤ 1 i |Jk(un)| ≤ b+ 1.
Тому,

b+ 1 +
1

θ
‖un‖k ≥ Jk(un)− 1

θ
〈J ′k(un), un〉 =

=

(
1

2
− 1

θ

) k∫
−k

(c2|u′n(s)|2 − c2
0|Aun(s)|2 − c2

0|Bun(s)|2)ds+

+

k∫
−k

[
1

θ
(V ′(Aun)Aun + V ′(Bun)Bun)− V (Aun)− V (Bun)

]
ds.

Вiдповiдно до умови леми (нерiвностi для V ) другий iнтеграл невiд’ємний i тому, за
лемою 1, маємо

b+ 1 +
1

θ
‖un‖k ≥

(
1

2
− 1

θ

)
(c2 − c2

0)‖un‖2
k.

Отже, послiдовнiсть (un) є обмеженою у просторi Ek.
Обмеженiсть послiдовностi (un) означає, що переходячи до пiдпослiдовностi, un → u

(n → +∞) слабко в Ek, а отже, Aun → Au слабко в Ẽk, i сильно в L2(−k; k) (за
компактнiстю вкладення Соболєва).

Безпосереднiми обчисленнями отримуємо, що

c2‖un − u‖2
k =

k∫
−k

c2|u′n − u′|2ds = 〈J ′k(un)− J ′k(u), un − u〉+

+c2
0‖Aun − Au‖2

L2 + c2
0‖Bun −Bu‖2

L2 +

k∫
−k

(V ′(Aun(s))− V ′(Au(s)))(Aun(s)− Au(s))ds+

+

k∫
−k

(V ′(Bun(s))− V ′(Bu(s)))(Bun(s)−Bu(s))ds.

Очевидно, що всi доданки в правiй частинi збiгаються до нуля. Перший через слабку
збiжнiсть, а наступнi два згiдно з сильною збiжнiстю в L2(−k; k). За лемою 1, (Aun)
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є обмеженою в L∞(−k, k). А оскiльки Aun → Au сильно в L2(−k, k) при n → +∞, то
останнi два iнтеграли також збiгаються до нуля. Отже, ‖un − u‖k → 0 (n→ +∞), що й
доводить лему.

Доведення теореми 1. Розглянемо випадок (a). Леми 4 та 5 показують, що для фун-
кцiоналу Jk виконуються всi умови теореми про гiрський перевал, а отже, Jk має нену-
льову критичну точку u ∈ Ek. За лемою 3, u — C2-розв’язок задачi (2), (3). Залишається
тiльки перевiрити виконання нерiвностi Jk(Pu) ≤ J(u) для всiх u ∈ Ek.

Оскiльки

(APu)(s) =

s+cosϕ∫
s

(Pu)′(t)dt =

s+cosϕ∫
s

|u′(t)|dt ≥

∣∣∣∣∣∣
s+cosϕ∫
s

u′(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ,
(BPu)(s) =

s+sinϕ∫
s

(Pu)′(t)dt =

s+sinϕ∫
s

|u′(t)|dt ≥

∣∣∣∣∣∣
s+sinϕ∫
s

u′(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ,
то

((APu)(s)) ≥ |(Au(s)| ≥ (Au)(s), ((BPu)(s)) ≥ |(Bu(s)| ≥ (Bu)(s).

Модифiкований потенцiал V (r) є неспадним на R, тому

Jk(Pu) =

k∫
−k

[c2|(Pu)′(s)|2 − c2
0((APu(s))2 + (BPu(s))2)− V (APu(s))− V (BPu(s))]ds =

=

k∫
−k

[c2|u′(s)|2 − c2
0((APu(s))2 + (BPu(s))2)− V (APu(s))− V (BPu(s))]ds ≤

≤
k∫

−k

[c2|u′(s)|2 − c2
0((Au(s))2 + (Bu(s))2)− V (Au(s))− V (Bu(s))]ds = Jk(u).

За теоремою 3 iснує нетривiальна критична точка uk ∈ PXk функцiоналу Jk така, що
Jk(uk) ≥ δ з δ > 0 з леми 4, i

Jk(uk) ≤ max
t∈[0,1]

Jk(tek).

До того ж, Jk(tek) = J1(te1) i

Jk(uk) ≤M := max
t∈[0,1]

J1(te1).

Випадок (b) розглядається подiбно (iз замiною P на −P ).

Подамо тепер версiю теореми 1 для необов’язково монотонних хвиль.

Теорема 4. Нехай виконуються умови

(i′′) U(r) = a
2
r2 + V (r), де V ∈ C1(R), V (0) = V ′(0) = 0 i V ′(r) = o(|r|) при r → 0;

(ii′) iснують такi r0 ∈ R i θ > 2, що V (r0) > 0 i θV (r) ≤ rV ′(r), r ∈ R.
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I нехай c2 > max{a, 0}. Тодi для будь-якого k ≥ 1 рiвняння (2) має розв’язок uk, що
задовольняє умову (3). Бiльше того, вiдповiдне критичне значення Jk(uk) задовольняє
нерiвностi 0 < δ ≤ Jk(uk) ≤M, з δ > 0 i M > 0, не залежать вiд k.

Доведення цiєї теореми аналогiчне до доведення теореми 1. Достатньо використати
теорему про гiрський перевал i теорему 3.

За допомогою теореми про зачеплення встановимо iснування нетривiальних перi-
одичних бiжучих хвиль з перiодичним профiлем. Для цього, за лемою 3, достатньо
встановити iснування нетривiальних критичних точок функцiоналу Jk. Вiдмiтимо, що
u = 0 завжди є тривiальною критичною точкою та дає тривiальну бiжучу хвилю, яка
тотожно дорiвнює нулю.

Теорема 5. Нехай виконуються умови (i′), (ii+) та (ii−). Тодi для будь-яких k ≥ 1 i
c ∈ (0, c0] рiвняння (2) має розв’язок uk ∈ Ek.

Сформулюємо теорему про зачеплення ([15], [16], [19]).
Нехай H — гiльбертiв простiр, H = Y ⊕ Z. Нехай також ρ > r > 0 i z ∈ Z : ‖z‖ = r.

Позначимо

M :={u = y + λz : y ∈ Y, ‖u‖ ≤ ρ, λ ≥ 0},
M0:={u = y + λz : y ∈ Y, ‖u‖ = ρ i λ ≥ 0, або ‖u‖ ≤ ρ i λ = 0},

тобто M0 — межа M (∂M). Нехай N :={u ∈ Z : ‖u‖ = r}.
Розглянемо функцiонал ϕ на H i припустимо, що

β:= inf
u∈N

ϕ(u) > α:= sup
u∈M0

ϕ(u).

У такому випадку говорять, що функцiонал ϕ задовольняє геометрiю зачеплення.

Теорема 6 (про зачеплення). Нехай ϕ — функцiонал класу C1 на гiльбертовому
просторi H, що задовольняє геометрiю зачеплення та умову Пале–Смейла:

(PS) якщо послiдовнiсть un ∈ H така, що ϕ′(un)→ 0 (n→ +∞) i (ϕ(un)) обмежена, то
вона мiстить збiжну пiдпослiдовнiсть.

Нехай
b:= inf

γ∈Γ
sup
u∈M

ϕ(γ(u)),

де Γ:={γ ∈ C(M ;H) : γ = id на M0}. Тодi b — критичне значення ϕ i β ≤ b ≤ sup
u∈M

ϕ(u).

Почнемо з умови Пале-Смейла.

Лема 6. За умов теореми 5 функцiонал Jk задовольняє умову Пале-Смейла.

Доведення. Нехай un ∈ Ek — послiдовнiсть Пале-Смейла на деякому рiвнi b (b — крити-
чне значення функцiоналу Jk). Виберемо β ∈ (θ−1; 2−1). Тодi для достатньо великих n
маємо

b+ 1 + β‖un‖k ≥ Jk(un)− β〈J ′k(un), un〉 =
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=

(
1

2
− β

) k∫
−k

(c2|u′n(s)|2 − c2
0|Aun(s)|2 − c2

0|Bun(s)|2)ds+

+

k∫
−k

(β(V ′(Aun(s))Aun(s) + V ′(Bun(s))Bun(s))− V (Aun(s))− V (Bun(s)))ds ≥

≥
(

1

2
− β

)
c2‖un‖2

k −
(

1

2
− β

)
c2

0

(
‖Aun‖2

L2 + ‖Bun‖2
L2

)
+

+(βθ − 1)

k∫
−k

(V (Aun(s)) + V (Bun(s)))ds ≥
(

1

2
− β

)
c2‖un‖2

k−

−
(

1

2
− β

)
c2

0

(
‖Aun‖2

L2 + ‖Bun‖2
L2

)
+ C(βθ − 1)

(
‖Aun‖θLθ + ‖Bun‖θLθ

)
− C0.

Оскiльки для θ > 2 маємо

‖Aun‖2
L2 + ‖Bun‖2

L2 ≤ C
(
‖Aun‖2

Lθ + ‖Bun‖2
Lθ

)
≤ K(ε) + ε

(
‖Aun‖θLθ + ‖Bun‖θLθ

)
,

де K(ε)→∞ при ε→ 0, то

b+ 1 + β‖un‖k ≥
(

1

2
− β

)
c2‖un‖2

k −
(

1

2
− β

)
c2

0K(ε)−

−
(

1

2
− β

)
c2

0ε
(
‖Aun‖θLθ + ‖Bun‖θLθ

)
+ C(βθ − 1)

(
‖Aun‖θLθ + ‖Bun‖θLθ

)
− C0.

Вибираючи ε достатньо малим, отримаємо

b+ 1 + β‖un‖k ≥
(

1

2
− β

)
c2‖un‖2

k + C(βθ − 1)
(
‖Aun‖θLθ + ‖Bun‖θLθ

)
− C0.

Оскiльки βθ − 1 > 0, то

b+ 1 + β‖un‖k ≥
(

1

2
− β

)
c2‖un‖2

k − C0.

Остання нерiвнiсть i доводить обмеженiсть (un). Аналогiчно як i в доведеннi леми 5,
‖un − u‖k → 0 (n→ +∞), що i доводить лему.

Далi нам знадобиться така, доведена в [8], лема.

Лема 7. Якщо V задовольняє (i′), (ii+), (ii−), то iснують такi сталi d > 0 та d0 ≥ 0, що

V (r) ≥ d|r|θ − d0. (6)

Лема 8. За умов теореми 5 функцiонал Jk задовольняє геометрiю зачеплення.

Доведення. Вiдзначимо спочатку, що простiр Ek розпадається на ортогональну суму
одновимiрного пiдпростору, породженого функцiєю h0(t) = t, i простору H1

k,0 всiх 2k-пе-
рiодичних функцiй з Ek з нульовим власним значенням.
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Розглянемо оператор (Lu)(s):=− c2u′′(s) + c2
0(Au(s) +Bu(s)) з 2k-перiодичними умо-

вами. Оператор L є самоспряженим в L2(−k; k), обмеженим знизу та має дискретний
спектр, який накопичується бiля +∞, тобто лiворуч вiд нуля власних чисел є скiнчен-
на кiлькiсть. Власнi значення та власнi функцiї можна обчислити. Нагадаємо, що всi
власнi значення λj з несталими власними функцiями є подвiйними. Позначимо через
h±j ∈ Ek лiнiйно незалежнi пари власних функцiй з власними значеннями λj.

Нехай Z — пiдпростiр Ek, утворений функцiями h±j з λj > 0, i Y — пiдпростiр Ek,
утворений функцiями h±j з λj ≤ 0 та функцiєю h0, тобто такi лiнiйнi оболонки

Z = Span{h±j : λj > 0}, Y = Span{h0, h
±
j : λj ≤ 0}.

Вiдмiтимо, що dimY <∞. Легко перевiрити, що Y⊥Z i Ek = Y ⊕ Z.
Позначимо через Qk квадратичну частину функцiоналу Jk

Qk(u) =
1

2

k∫
−k

(c2|u′|2 − c2
0|Au|2 − c2

0|Bu|2)ds.

Легко бачити, що Qk(y + z) = Qk(y) +Qk(z), де y ∈ Y, z ∈ Z.
Зауважимо, що квадратична форма Qk додатно визначена на Z, тобто Qk(u) ≥

α‖u‖2
k, з α > 0. З умов (i′), (ii+), (ii−) випливає, що для деякого ε > 0 iснує таке r0 > 0,

що |V (r)| ≤ εr2, при |r| ≤ r0. Тодi

Jk(u) ≥ Qk(u)− ε
k∫

−k

|u|2ds ≥ Qk(u)− ε‖u‖2
k ≥ δ‖u‖2

k,

де δ > 0. Отже, Jk(u) > 0 на N = {u ∈ Z : ‖u‖k = r} з достатньо малим r > 0.
Зафiксуємо z ∈ Z, ‖z‖k = 1 та множину M = {u = y + λz : y ∈ Y, ‖u‖k ≤ ρ, λ ≤ 0}.

Доведемо, що Jk(u) ≤ 0 на M0 = ∂M за умови, що ρ достатньо велике.
Нагадаємо, що M0 = {u = y + λz : y ∈ Y, ‖u‖k = ρ i λ ≥ 0, або ‖u‖k ≤ ρ i λ = 0}.

Маємо

Jk(y + λz) = Qk(y) + λ2Qk(z)−
k∫

−k

[V (A(y + λz)) + V (B(y + λz))] ds.

За лемою 7 маємо, що iснують такi сталi d > 0 i d0 ≥ 0, що правильна нерiвнiсть (6)
V (r) ≥ d|r|θ − d0, де θ > 2. Тодi, враховуючи, що Qk(y) ≤ 0

Jk(y+λz) ≤ λ2γ0 + 4kd0− d(‖A(y+λz)‖θLθ + ‖B(y+λz)‖θLθ) ≤ λ2γ0 + 4kd0−C‖y+λz‖θLθ ,

де γ0 = Qk(z), C > 0. Оскiльки ρ2 = ‖y + λz‖2
k = ‖y‖2

k + λ2, то λ2 ≤ ρ2. До того ж, у
скiнченновимiрних просторах всi норми еквiвалентнi. Отже,

‖y + λz‖Lµ ≥ c‖y + λz‖k = cρ, Jk(y + λz) ≤ γ0ρ
2 + 4kd0 − Cρθ.

Оскiльки θ > 2, то права частина вiд’ємна, якщо ρ — достатньо велике. Тому, Jk(y +
λz) ≤ 0. Якщо u ∈ M0, ‖u‖k ≤ ρ i λ = 0, то u = y ∈ Y i, очевидно, що Jk(u) ≤ 0. Отже,
функцiонал Jk задовольняє геометрiю зачеплення.

Доведення теореми 5. Лема 6 та лема 8 показують, що для функцiоналу Jk виконую-
ться всi умови теореми про зачеплення. Отже, Jk має ненульову критичну точку u ∈ Ek.
За лемою 3, u — C2-розв’язок задачi (2), (3).
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