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In the paper it is proved that the abelian clean Bezout ring is an elementary divisors ring,
if and only if it is a duo-ring and shows that the projective-free right (left) Bezout ring is right
(left) Hermite ring if his stable rank not more 2.

И. С. Васюнык. Условия, когда абелево чистое кольцо Безу является кольцом элемен-
тарных делителей // Мат. Студiї. – 2012. – Т.37, №1. – C.106–108.

Доказано, что абелево чистое кольцо Безу является кольцом элементарных делителей,
тогда и только тогда, когда оно является дуо-кольцом, а также доказано, что проективно-
свободное правое (левое) кольцо Безу является правым (левым) кольцом Эрмита, если
его стабильный ранг не превышает 2.

У данiй статтi пiд кiльцем R розумiємо асоцiативне кiльце з одиницею, при цьому
вважаємо, що 1 6= 0.

Якщо в кiльцi R довiльний iдемпотент є центральним, то тодi кiльце R називається
абелевим кiльцем. Пiд чистим кiльцем розумiтимемо кiльце R в якому довiльний еле-
мент зображається у виглядi суми iдемпотента та оборотного елемента ([2]). Правим
(лiвим) кiльцем Безу називається кiльце, в якому довiльний скiнченнопороджений пра-
вий (лiвий) iдеал є головним правим (лiвим) iдеалом. Кiльцем Безу називається кiльце,
яке є як правим, так i лiвим кiльцем Безу ([2]). Скажемо, що матриця A над кiльцем R
еквiвалентна до матрицi B над R, якщо iснують оборотнi матрицi P i Q вiдповiдних
розмiрiв такi, що PAQ = B. Вслiд за Капланським ([3]), кiльце R називаємо кiльцем
елементариних дiльникiв, якщо довiльна матриця A еквiвалентна до дiагональної ма-
трицi вiдповiдних розмiрiв diag(ε1, ..., εr, 0, ...), де Rεi+1R ⊆ εiR ∩Rεi, i = 1, ..., r − 1.

Нагадаємо, що кiльце R є правим (лiвим) дистрибутивним, якщо гратка правих
(лiвих) iдеалiв є дистрибутивною. Дистрибутивне кiльце — кiльце, яке є правим i лiвим
дистрибутивним кiльцем ([2]). Скажемо, що кiльце R є правим (лiвим) дуо-кiльцем,
якщо довiльний правий (лiвий) iдеал кiльця R є двобiчним. Дуо-кiльце — кiльце, яке,
як правим, так i лiвим дуо-кiльцем. Кiльце R називається одинично-регулярним, якщо
для довiльного елемента x ∈ R iснує оборотний елемент u ∈ R такий, що xux = x ([4]).
Скажемо, що кiльце R є кiльцем стабiльного рангу 1, якщо для довiльних елементiв
a, b ∈ R таких, що aR + bR = R iснує елемент x ∈ R такий, що a + bx — оборотний
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елемент R. Кiльце R називається кiльцем стабiльного рангу 2, якщо для довiльних
елементiв a, b, c ∈ R таких, що aR+ bR+ cR = R виконується (a+ cx)R+ (b+ cy)R = R
для деяких елементiв x, y ∈ R ([5]). Нагадаємо, що кiльце називається проективно-
вiльним, якщо довiльний скiнченно-породжений проективний R-модуль є вiльним ([8]).

Зауважимо, що одинично-регулярне кiльце є кiльцем стабiльного рангу 1 ([4]).
Скажемо, що кiльце R є кiльцем iдемпотентного стабiльного рангу 1, якщо для

довiльних елементiв a, b ∈ R таких, що aR + bR = R iснує iдемпотент e ∈ R такий, що
a + be — оборотний елемент R ([1, 6]). Зауважимо, що абелеве кiльце є чистим, тодi i
тiльки тодi, коли воно є кiльцем iдемпотентного стабiльного рангу 1 ([6]).

Зауважимо, що одинично-регулярне абелеве кiльце є чистим. Хенрiксен довiв, що
над одинично-регулярним кiльцем довiльна матриця еквiвалентна до дiагональної ма-
трицi ([4]). У випадку абелево-чистих кiлець Безу отримуємо аналогiчнi твердження.
Спочатку доведемо такий результат.

Теорема 1. Абелеве чисте кiльце Безу є дистрибутивним кiльцем.

Доведення. Нехай R — абелеве чисте кiльце Безу. Згiдно з [6], R є кiльцем iдемпотен-
тного стабiльного рангу 1. Нехай a, b — довiльнi елементи з R такi, що aR + bR = R. З
умов, накладених на R, випливає, що iснує iдемпотент e ∈ R такий, що

a+ be = u, (1)

де u — оборотний елемент кiльця R. Оскiльки всi iдемпотенти кiльця R належать до
центру, то з (1) випливає, що a+be = u. Звiдси Ra+Rb = R. Зауважимо, що визначення
iдемпотентного стабiльного рангу 1 є лiво-право симетричним ([6]), а отже аналогiчно,
як i вище показано, що з умови Ra + Rb = R випливає, що aR + bR = R для еле-
ментiв a, b ∈ R. Оскiльки R — кiльце Безу, то з встановленого в [7] випливає, що R —
дистрибутивне кiльце.

Як наслiдок отримаємо такий результат.

Теорема 2. Абелеве чисте кiльце Безу є кiльцем елементарних дiльникiв, тодi i тiльки
тодi, коли R є дуо-кiльцем.

Доведення. За теоремою 1, абелеве чисте кiльце Безу є дистрибутивним кiльцем iдем-
потентного стабiльного рангу 1. Це (див. [1, 7]) завершує доведення.

Наступна теорема дає вiдповiдь на питання, коли праве кiльце Безу стабiльного
рангу 2 є правим кiльцем Ермiта у випадку проективно-вiльного кiльця.

Теорема 3. Проективно-вiльне праве (лiве) кiльце Безу є правим (лiвим) кiльцем Ер-
мiта тодi i тiльки тодi, коли його стабiльний ранг не бiльший вiд 2.

Доведення. Оскiльки стабiльний ранг правого(лiвого) кiльця Безу не перевищує 2 ([5]),
то достатнiсть теореми очевидна.

Доведемо необхiднiсть. Нехай R — праве кiльце Безу. Покажемо, що для довiльних
елементiв a, b ∈ R iснує елемент d ∈ R i оборотна матриця P ∈ GL2(R) такi, що (a, b)P =
(d, 0). Справдi, оскiльки a, b ∈ R, то aR+bR = cR для довiльного елемента c ∈ R. Звiдси
au+ bv = c, a = ca0, b = cb0 для деяких елементiв u, v, a0, b0 ∈ R. Звiдки ca0u+ cb0v = c i
c(1− a0u− b0v) = 0, a0u+ b0v + k = 1, де k = 1− a0u− b0v, ck = 0. Оскiльки стабiльний
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ранг R не бiльший вiд 2, тодi iснують x, y ∈ R такi що (a0 + kx)R + (b0 + ky)R = R,
тобто (a0 + kx)α + (b0 + ky)β = 1 для деяких α, β ∈ R. Зауважимо, що c(a0 + kx) = a,
c(b0 + ky) = b. Згiдно з [9] унiмодулярний рядок (a0 + kx, b0 + ky) можна доповнити
до оборотної матрицi P . Звiдси (c, 0)P = (a, b), а отже (a, b)P−1 = (c, 0), що й потрiбно
було довести.
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