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In the paper we study a combined differential-difference method for solving nonlinear equa-
tions with non-differentiable operator. The semilocal convergence of the method is investigated
and the order of convergence is established.

С. М. Шахно, Г. П. Ярмола. Двухточечный метод для решения нелинейных уравнений с
недифференцируемым оператором // Мат. Студiї. – 2011. – Т.36, №2. – C.213–220.

В работе предлагается комбинированный дифференциально-разностный метод для ре-
шения нелинейных уравнений с недифференцируемым оператором. Изучена полулокаль-
ная сходимость метода и установлен порядок сходимости.

1. Вступ. Розглянемо задачу знаходження наближеного розв’язку нелiнiйного опера-
торного рiвняння

H(x) = F (x) +G(x) = 0, (1)

де оператори F i G визначенi на опуклiй множинi D банахового простору X зi значен-
нями в банаховому просторi Y . F — диференцiйовний за Фреше оператор, G — недифе-
ренцiйовний, але неперервний оператор. Для розв’язування (1) класичний метод Ньюто-
на незастосовний, як i iншi методи, що використовують в iтерацiйних формулах аналi-
тично заданi похiднi.

Нехай x−1, x0 ∈ D. Для наближеного знаходження розв’язку x∗ рiвняння (1) часто
застосовують двоточковий метод

xn+1 = xn − A−1
n (F (xn) +G(xn)), n = 0, 1, . . . , (2)

де An = A(xn−1, xn) — лiнiйний обмежений оператор. При An = H(xn−1; xn) отримає-
мо метод хорд ( H(xn−1; xn) — подiлена рiзниця першого порядку). Цей метод i його
модифiкацiї для розв’язування рiвняння вигляду (1) дослiджено у працях [5, 9]. Поклав-
ши An = F ′(xn) +G(xn−1; xn), отримаємо комбiнований метод Ньютона i хорд [6, 7], а у
випадку An = F (2xn−xn−1; xn−1)+G(xn−1; xn) — комбiнацiю методiв лiнiйної iнтерполя-
цiї (запропонований В. А. Курчатовим [1]) i хорд [10]. Також у працях [6, 7] розглянуто
метод (2) при An = F ′(xn).
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У цiй статтi розглянуто метод, побудований на базi методiв Ньютона [2, 3, 12] i
Курчатова [1, 4], якi мають квадратичний порядок збiжностi для розв’язування рiвнян-
ня (1) з диференцiйовним оператором,

xn+1 = xn − [F ′(xn) +G(2xn − xn−1;xn−1)]
−1(F (xn) +G(xn)), n = 0, 1, . . . . (3)

Мета нашої працi — вивчити напiвлокальну збiжнiсть запропонованого методу, про-
вести числове дослiдження та порiвняти отриманi результати, здiйснити перевiрку ви-
конання умов теореми.

2. Аналiз збiжностi. Нехай L(X, Y ) — простiр лiнiйних обмежених операторiв з X
в Y .

Означення. Оператор G(x; y) ∈ L(X,Y ) називається подiленою рiзницею першого по-
рядку оператора G за точками x i y, якщо вiн задовольняє умову

G(x; y)(x− y) = G(x)−G(y).

Теорема. Нехай F i G — нелiнiйнi оператори, якi дiють з вiдкритої опуклої множини
D банахового простору X в простiр Y , F — диференцiйовний за Фреше оператор, G —
недиференцiйовний, але неперервний оператор. Нехай G(·; ·) — подiленi рiзницi першого
порядку оператора G, визначенi на множинi U1 = {x : ∥x−x0∥ ≤ 3r0}. Припустимо, що
лiнiйний оператор A0 = F ′(x0) +G(2x0 − x−1;x−1), де x−1, x0 ∈ U0 = {x : ∥x− x0∥ ≤ r0},
є оборотний i виконуються умови

∥A−1
0 (F ′(x)− F ′(y))∥ ≤ 2p0∥x− y∥, (4)

∥A−1
0 (G(x; y)−G(u; v))∥ ≤ q0(∥x− u∥+ ∥y − v∥). (5)

Нехай a, c, r0 — невiд’ємнi числа, такi що

∥x0 − x−1∥ ≤ a, ∥A−1
0 (F (x0) +G(x0))∥ ≤ c, c > a, (6)

r0 ≥ c/(1− γ), 2q0a+ 2p0r0 + 4q0r0 < 1, (7)

γ =
p0r0 + 2q0(r0 + a)

1− 2q0a− 2p0r0 − 4q0r0
, 0 ≤ γ < 1.

Нехай замкнена куля U0 мiститься в D. Тодi для всiх n ∈ {−1, 0, 1, 2, ...} правильнi
нерiвностi

∥xn − xn+1∥ ≤ tn − tn+1, (8)
∥xn − x∗∥ ≤ tn − t∗, (9)

де

t−1 = r0 + a, t0 = r0, t1 = r0 − c,

tn+1 − tn+2 =
p0(tn − tn+1) + q0(2tn−1 − tn+1 − tn)

1− 2q0a− 2p0(t0 − tn+1)− 2q0(2t0 − tn − tn+1)
(tn − tn+1), n ≥ 0 (10)

{tn}n≥0 — спадна невiд’ємна послiдовнiсть, яка збiгається до t∗, r0 − c/(1− γ) ≤ t∗ < t0;
iтерацiйний процес (3) є добре визначений i генерована ним послiдовнiсть збiгається до
розв’язку x∗ рiвняння H(x) = 0.
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Доведення. Доведення проводиться за схемою запропонованою у [11]. Методом матема-
тичної iндукцiї покажемо, що для всiх k ≥ 0 виконується

tk+1 ≥ tk+2 ≥ r0 −
c

1− γ
≥ 0, (11)

tk+1 − tk+2 ≤ γ(tk − tk+1). (12)

З (10) для k = 0 отримаємо

t1 − t2 =
p0(t0 − t1) + q0(2t−1 − t1 − t0)

1− 2q0a− 2p0(t0 − t1)− 2q0(2t0 − t0 − t1)
(t0 − t1) ≤ γ(t0 − t1),

t0 ≥ t1, t1 ≥ t2 ≥ t1 − γ(t0 − t1) ≥ r0 − (1 + γ)c = r0 −
(1− γ2)c

1− γ
≥ r0 −

c

1− γ
≥ 0.

Припустимо, що (11) i (12) виконуються для k = 0, 1, . . . , n−1. Тодi для k = n отримаємо

tn+1 − tn+2 =
p0(tn − tn+1) + q0(2tn−1 − tn+1 − tn)

1− 2q0a− 2p0(t0 − tn+1)− 2q0(2t0 − tn − tn+1)
(tn − tn+1) ≤

≤ p0tn + 2q0tn−1

1− 2q0a− 2p0t0 − 4q0t0
(tn − tn+1) ≤ γ(tn − tn+1),

tn+1 ≥ tn+2 ≥ tn+1 − γ(tn − tn+1) ≥ r0 −
1− γn+2

1− γ
c ≥ r0 −

c

1− γ
≥ 0.

Отже, ми довели, що {tn}n≥0 — спадна, невiд’ємна послiдовнiсть i збiгається до
t∗ ≥ 0.

Якщо x, y ∈ U0, то

∥2x− y − x0∥ = ∥2x− y − x0 + x0 − x0∥ ≤ 2∥x− x0∥+ ∥y − x0∥ ≤ 3r0.

Тому подiленi рiзницi першого порядку оператора G(·; ·) визначенi на множинi U1.
Методом математичної iндукцiї доведемо, що iтерацiйний процес (3) є коректно ви-

значений i для всiх n виконується нерiвнiсть (8).
Враховуючи (6) i те, що t−1 − t0 = a, t0 − t1 = c, ми отримаємо, що x1 ∈ U0 i (8)

виконується для n ∈ {−1, 0}.
Позначимо An = F ′(xn) + G(2xn − xn−1; xn−1). Використовуючи умови Лiпшиця (4)

i (5), матимемо

∥I − A−1
0 An+1∥ = ∥A−1

0 [A0 − An+1]∥ ≤ ∥A−1
0 [F ′(x0)− F ′(xn+1)]∥+

+∥A−1
0 [G(2x0 − x−1; x−1)−G(2xn+1 − x0;x0) +G(2xn+1 − x0; x0)−G(2xn+1 − xn; xn)]∥ ≤
≤ 2p0∥x0 − xn+1∥+ q0(∥2x0 − 2xn+1 + x0 − x−1∥+ ∥x0 − x−1∥+ 2∥x0 − xn∥) ≤

≤ 2p0∥x0 − xn+1∥+ 2q0(∥x0 − xn+1∥+ ∥x0 − xn∥+ ∥x0 − x−1∥) ≤
≤ 2q0a+ 2p0(t0 − tn+1) + 2q0(2t0 − tn+1 − tn) ≤ 2q0a+ (2p0 + 4q0)r0 < 1.

За теоремою Банаха про обернений оператор маємо, що An+1 є оборотний i

∥A−1
n+1A0∥ ≤ (1− 2q0a− 2p0∥x0 − xn+1∥+ 2q0(∥x0 − xn+1∥+ ∥x0 − xn∥))−1.
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Доведемо, що iтерацiйний процес (3) є добре визначений для k = n+1. Враховуючи
означення подiленої рiзницi i умови (4), (5), отримаємо

∥A−1
0 (F (xn+1) +G(xn+1))∥ =

= ∥A−1
0 [F (xn+1) +G(xn+1)− F (xn)−G(xn)− An(xn − xn+1)] ∥ ≤

≤
∥∥∥A−1

0

[ 1∫
0

{F ′(xn+1 + t(xn − xn+1))− F ′(xn)}dt
]∥∥∥∥xn − xn+1∥+

+
∥∥A−1

0 [G(xn+1; xn)−G(2xn − xn−1;xn−1)]
∥∥ ∥xn − xn+1∥ ≤

≤ (p0∥xn − xn+1∥+ q0(∥xn − xn+1∥+ 2∥xn−1 − xn∥))∥xn − xn+1∥.

Звiдси, врахувавши умову (8), маємо

∥xn+1 − xn+2∥ = ∥A−1
n+1(F (xn+1) +G(xn+1))∥ ≤

≤ ∥A−1
n+1A0∥∥A−1

0 (F (xn+1) +G(xn+1))∥ ≤

≤ p0∥xn − xn+1∥+ q0(∥xn − xn+1∥+ 2∥xn−1 − xn∥)
1− 2q0a− 2p0∥x0 − xn+1∥ − 2q0(∥x0 − xn+1∥+ ∥x0 − xn∥)

∥xn − xn+1∥ ≤

≤ p0(tn − tn+1) + q0(2tn−1 − tn+1 − tn)

1− 2q0a− 2p0(t0 − tn+1)− 2q0(2t0 − tn − tn+1)
(tn − tn+1) = tn+1 − tn+2.

Отже, iтерацiйний процес (3) добре визначений для всiх n. Звiдси випливає, що

∥xn − xk∥ ≤ tn − tk, −1 ≤ n ≤ k, (13)

тобто послiдовнiсть {xn}n≥0 є фундаментальною i збiжною в просторi X. З (13) при
k → ∞ випливає нерiвнiсть (9). Покажемо, що x∗ є коренем рiвняння (1). Справдi

∥A−1
0 H(xn+1)∥ = ∥A−1

0 (F (xn+1; xn) +G(xn+1; xn)− An)(xn+1 − xn)∥ ≤
≤ (p0∥xn − xn+1∥+ q0(∥xn − xn+1∥+ 2∥xn−1 − xn∥))∥xn − xn+1∥ → 0, при n → ∞.

Отже, H(x∗) = 0.

Наслiдок. Порядок збiжностi методу (3) дорiвнює 1+
√
5

2
.

Доведення. З (10), врахувавши, що tn − tn+1 < tn−1 − tn, отримаємо

tn+1 − tn+2 =
p0(tn − tn+1) + q0(tn − tn+1 + 2(tn−1 − tn))

1− 2q0a− 2p0(t0 − tn+1)− 2q0(2t0 − tn − tn+1)
(tn − tn+1) <

<
p0(tn−1 − tn) + 3q0(tn−1 − tn)

1− 2q0a− 2p0(t0 − tn+1)− 2q0(2t0 − tn − tn+1)
(tn − tn+1) =

=
p0 + 3q0

1− 2q0a− 2p0(t0 − tn+1)− 2q0(2t0 − tn − tn+1)
(tn−1 − tn)(tn − tn+1) ≤

≤ p0 + 3q0
1− 2q0a− 2p0t0 − 4q0t0

(tn−1 − tn)(tn − tn+1).

Звiдси випливає, що порядок збiжностi послiдовностi {tn}n≥0 дорiвнює 1+
√
5

2
i, згiдно

з (9), послiдовнiсть {xn}n≥0 збiгається з тим же порядком.
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3. Числовi результати i коментарi. Наведемо деякi приклади застосування розгля-
нутого методу до тестових завдань.

Приклад 1 ([6, 7, 9]). {
3x2y − y2 − 1 + |x− 1| = 0,
x4 + xy3 − 1 + |y| = 0,

(x∗; y∗) ≈ (0.8946553733346867; 0.3278265217462975).

Приклад 2 ([8]). ex−0.5 − 1.05 + 0.2x|x− 1| = 0, x∗ = 0.5.
Приклад 3 ([8]).

− ∂

∂x

(
a1(x, y)

∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
a2(x, y)

∂u

∂x

)
+ 2|u| = f(x, y), (x, y) ∈ D ⊂ R2, (14)

де D = (0, 1)× (0, 1), a1(x, y) = x(1− y), a2(x, y) = y(1− x),

f(x, y) = (1− x)2 + (1− y)2 + 2|(x− 1)(y − 1)− 0.5|,
u(t, 0) = u(0, t) = 0.5− t, u(t, 1) = u(1, t) = −0.5, 0 ≤ t ≤ 1.

Розв’язок крайової задачi — u∗(x, y) = (x− 1)(y − 1)− 0.5.
Нехай H : Rm → Rm, тобто F (x) = (F1(x), . . . , Fm(x))

T , G(x) = (G1(x), . . . , Gm(x))
T ,

x = (x1, . . . , xm)T . В цьому випадку G(x; y) — це матриця розмiрностi m×m, елементи
якої обчислюються за формулою

G(x; y)i,j =
Gi(x

1, . . . , xj, yj+1, . . . , ym)−Gi(x
1, . . . , xj−1, yj, . . . , ym)

xj − yj
, i, j = 1,m.

Зупинка обчислювального процесу вiдбувалася при виконаннi умов ∥H(xn+1)∥∞ ≤ ε i
∥xn+1−xn∥∞ ≤ ε, де ∥x∥∞ = max

1≤i≤m
|xi|. Розрахунки проводилися при ε = 10−5, ε = 10−10,

ε = 10−15. Початкове наближення x−1 обирали за правилом xi
−1 = xi

0 − 10−4, i = 1,m.
У наступних таблицях подано результати, отриманi методом (2) для

a) An = F ′(xn) +G(2xn − xn−1;xn−1), б) An = H(2xn − xn−1;xn−1),
в) An = F ′(xn), г) An = F ′(xn) +G(xn−1;xn),
д) An = H(xn−1; xn), e) An = F (2xn − xn−1;xn−1) +G(xn−1;xn).

У табл. 1 вказано кiлькiсть iтерацiй, потрiбних для знаходження наближеного роз-
в’язку системи iз прикладу 1. Як бачимо, метод (2) при An = F ′(xn) збiгається найпо-
вiльнiше. Кращi результати отримано при застосуваннi диференцiально-рiзницевих ме-
тодiв i методу лiнiйної iнтерполяцiї. У табл. 2 подано значення норми рiзницi наближен-
ня, отриманого на n-iй iтерацiї, та x∗ для методу (2) з An у випадках а) i г).

Для рiвняння з прикладу 2 здiйснимо перевiрку виконання умов теореми. Для цього
задамо початковi наближення x0, x−1 i r0, обчислимо константи потрiбнi для побудо-
ви послiдовностi {tn} та перевiримо виконання умови (8). Видiлимо диференцiйовну
i недиференцiйовну частини цього рiвняння: F (x) = ex−0.5 − 1.05, G(x) = 0.2x|x − 1|.
Оскiльки x∗ = 0.5, то розглянемо випадок, коли 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. Тодi

F ′(x) = ex−0.5, G(x, y) =
0.2x(1− x)− 0.2y(1− y)

x− y
= 0.2(1− x− y).
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Табл. 1: Результати обчислень для прикладу 1 при x0 = (1, 0)d, x−1 = x0 − 10−4

d ε
Кiлькiсть iтерацiй

a) б) в) г) д) е)
1 10−5 5 6 11 6 6 7

10−15 7 8 33 8 9 9
10 10−5 13 15 20 13 17 14

10−15 14 16 41 15 20 16
100 10−5 21 23 27 21 29 23

10−15 22 25 49 23 31 26

Табл. 2: Значення ∥xn − x∗∥ на кожнiй iтерацiї при x0 = (1, 0), ε = 10−10

n а) г)
0 3.278265217462975× 10−1 3.278265217462975× 10−1

1 1.05344626665313× 10−1 1.962537175744041× 10−1

2 2.958276953888389× 10−2 4.037959637211380× 10−2

3 5.449150135182768× 10−4 1.918922806293871× 10−2

4 1.906964743336737× 10−7 2.029551283010411× 10−4

5 2.08721928629529× 10−14 8.840746179572534× 10−8

6 1.654232306691483× 10−14

Оскiльки ∥x∥ = |x|, ∥A−1
0 ∥ =

1

|A0|
i

|(F ′(x)− F ′(y))| = |ex−0.5 − ey−0.5| = e−0.5|ex − ey| ≤ e0.5|x− y|,
|G(x, y)−G(u, v)| = |0.2(1− x− y)− 0.2(1− u− v)| ≤ 0.2(|x− u|+ |y − v|),

то

|A−1
0 (F ′(x)− F ′(y))| ≤ |A−1

0 ||F ′(x)− F ′(y)| ≤ e0.5

|A0|
|x− y|,

|A−1
0 (G(x, y)−G(u, v))| ≤ |A−1

0 ||G(x, y)−G(u, v)| ≤ 1

5|A0|
(|x− u|+ |y − v|).

Отже, p0 =
e0.5

2|A0|
i q0 =

1

5|A0|
.

Нехай x0 = 0.47, x−1 = 0.47− 10−4 = 0.4699. Тодi
1

|A0|
= 1.01786813, p0 = 0.83909042,

q0 = 0.20357363, a = 0.0001, c = 0.03026577. Поклавши t0 = 0.1, t−1 = t0 + a, t1 = t0 − c
та обчисливши tn+2, n ≥ 0 з формули (10), отримаємо

t−1 = 0.10010000000000, t0 = 0.10000000000000, t1 = 0.06973423417775,
t2 = 0.06871343609630, t3 = 0.06869862095491, t4 = 0.06869861402799, . . .
t∗ ≈ 0.06869861402794, 0.06370742724615 < t∗ < 0.1, γ = 0.16606171660725.

Розв’язок x∗ отримується за 4 iтерацiї при ε = 10−15.
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Табл. 3: Значення наближення до розв’язку рiвняння та похибки на кожнiй iтерацiї
n xn |xn−1 − xn| tn−1 − tn
0 0.47000000 10−4 10−4

1 0.50026577 3.02657658× 10−2 3.02657658× 10−2

2 0.50000002 2.65744630× 10−4 1.02079808× 10−3

3 0.50000000 2.11923192× 10−8 1.48151414× 10−5

4 0.50000000 10−16 6.92691324× 10−9

Як бачимо з табл. 3, для заданих початкових даних умови теореми задовольняються
i виконується оцiнка (8). Отже, iтерацiйний процес (3) є добре визначений i збiгається
до розв’язку x∗ ∈ U0.

Для розв’язання крайової задачi з прикладу 3 дискретизуємо елiптичне рiвнян-
ня (14). Введемо сiтку

ω =

{
(xi, yj) : xi = ih1, h1 =

1

l + 1
, i = 0, l + 1; yj = jh2, h2 =

1

m+ 1
, j = 0,m+ 1

}
.

Позначимо vi,j ≈ u(xi, yj), fi,j = f(xi, yj), a1i± 1
2
,j
= a1(xi± 1

2
h1, yj), a2i,j± 1

2

= a2(xi, yj± 1
2
h2).

Пiсля дискретизацiї рiвняння (14) отримаємо систему нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

−
a1
i− 1

2
,j
vi−1,j −

(
a1
i− 1

2
,j
+ a1

i+ 1
2
,j

)
vi,j + a1

i+ 1
2
,j
vi+1,j

h2
1

−

−
a2
i,j− 1

2

vi,j−1 −
(
a2
i,j− 1

2

+ a2
i,j+ 1

2

)
vi,j + a2

i,j+ 1
2

vi,j+1

h2
2

+ 2|vi,j| − fi,j = 0,

i = 1, l, j = 1,m.

(15)

Система (15) записується у виглядi H(x) = Ax + g(x) = 0, де x = (x1, x2, ..., xlm),
x(j−1)l+i = vi,j, g = (g1, g2, ..., glm), g(j−1)l+i = 2(h1h2)

2|vi,j| − (h1h2)
2fi,j, j = 1,m, i = 1, l.

Початкове наближення x0
i = 30(−1)i, i = 1, lm. Наближений розв’язок задачi при

l = m = 11, ε = 10−5 отримується за 6 iтерацiй, max
i,j

|vi,j − u∗
i,j| = 2.463622× 10−7.
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