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In the paper the role of initial object is played by the positively definite operator L0 acting
in a Hilbert space H. The main object of the investigation is operator L̃B . It is interpreted
as a perturbation of some proper extension of L0. Using methods of the extension theory
the criteria of maximal accretivity and maximal nonnegativity for L̃B are established. In the
case when L̃B is a positively definite operator, its energetic space is constructed and the solv-
ability of corresponding variational problem is proved. Moreover, the situation when L0 is
minimal differential operator generated in the space of infinite-dimensional vector-functions by
the Sturm-Liouville differential expression is considered.

Г. М. Качуривская, О. Г. Сторож. Аккретивные и неотрицательные возмущения аб-
страктного аналога оператора третьей краевой задачи и соответствующие вариацион-
ные задачи // Мат. Студiї. – 2011. – Т.36, №2. – C.201–212.

В работе роль исходного обьекта играет положительно определенный оператор L0, дей-
ствующий в гильбертовом пространстве H. Основной обьект исследования – оператор L̃B

– интерпретируется как возмущение некоторого собственного расширения оператора L0.
Применяя методы теории расширений, установлены критерии максимальной аккретив-
ности и максимальной неотрицательности оператора L̃B . В случае, когда этот оператор
является положительно определенным, построено его энергетическое пространство и до-
казана разрешимость соответствующей вариационной задачи. Более того, рассматривает-
ся ситуация, когда L0 является минимальным оператором, порожденным в пространстве
бесконечномерных вектор-функций дифференциальным выражением Штурма-Лиувилля.

1. Вступ та основнi позначення. Ця стаття є продовженням працi авторiв [1], у якiй
було обгрунтовано важливiсть дослiдження умов максимальної акретивностi рiзних
класiв лiнiйних операторiв у гiльбертовому просторi. Один з таких класiв розгляну-
то у згаданiй роботi. Крiм цього, там вказано на зв’язок з попереднiми дослiдженнями.

Зазначимо, що самоспряжений максимально акретивний оператор є максимально не-
вiд’ємним, а тому iндукується деякою невiд’ємною квадратичною формою, задача про
мiнiмiзацiю якої еквiвалентна питанню про розв’язнiсть вихiдного оператора. Деякi з
таких форм розглянуто нижче. Систематичне дослiдження невiд’ємних самоспряже-
них розширень невiд’ємного оператора у гiльбертовому просторi почалося, мабуть, зi
статтi К. Фрiдрiхса [2] i знайшло свiй розвиток у працях багатьох математикiв (див.,
наприклад, [3–15] та цитовану там лiтературу).
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У цiй статтi, як i в [1], використовуємо такi позначення:
D(T ), R(T ), kerT — вiдповiдно область визначення, область значень та многовид нулiв
оператора T ; B(X,Y ) — простiр лiнiйних неперервних операторiв T : X → Y таких,
що D(T ) = X; B(X) = B(X,X); C(X) — сукупнiсть замкнених щiльно визначених
лiнiйних операторiв T : X → X; T ↓ E — звуження оператора T на множину E; IX
— оператор тотожного перетворення у просторi X; ⊕, +̇ — символи ортогональної та
прямої суми вiдповiдно; якщо Ai : X → Yi (i = 1, ..., n) — лiнiйнi оператори, то запис A =
A1⊕...⊕An означає, що для будь-якого x ∈ X Ax = (A1x, ..., Anx); s-lim — символ сильної
операторної границi. Оператор, спряжений з оператором T , позначатимемо (якщо не
омовлено протилежного) через T ∗.

2. Додатковi позначення та постановка задачi. У статтi роль вихiдного об’єкта
вiдiграє додатно визначений оператор L0 ∈ C(H), де H — гiльбертiв простiр зi ска-
лярним добутком (.|.) та вiдповiдною нормою ∥.∥. Через LF позначаємо розширення за
Фрiдрiхсом оператора L0, а через He та (.|.)e — його енергетичний простiр та енерге-
тичний скалярний добуток. Як i в [1], пiд (H,Γ1,Γ2) розумiємо фiксований жорсткий
простiр граничних значень (ПГЗ), тобто позитивний ПГЗ, що вiдповiдає розширенню
LF , оператора L0 (деталi — див. [4 – 7]), пiд D[T ], де T ∈ C(H), — многовид D(T ),
трактований як гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (.|.)T графiка оператора T та
вiдповiдною нормою ∥.∥T , а пiд P — проектор He+̇ kerL → He паралельно до kerL (тут
i далi L def

= L∗
0).

Якщо Ψ ∈ B(He,H), то (спряжений) оператор Ψ• ∈ B(H, He) визначаємо виходячи
з умови (∀u ∈ He) (∀h ∈ H) (Ψu|h)H = (u|Ψ•h)e.

Ми вважаємо даними оператори Φ ∈ B(H,H) та Ψ ∈ B(He,H), який задовольняє
умови

R(Ψ•) ∩D(L) = {0}, (1)

R(Ψ) = R(Ψ ↓ D(L0))
def
= G замкнена в H, (2)

kerL+̇R(Ψ•) замкнена в H. (3)

Введемо позначення: X = ΨP +Φ, X • = (X ↓ He)
• (= Ψ• + L−1

F Φ∗) i зазначимо, що,
як i в [1], пiд W (Ψ) ми розумiємо продовження за лiнiйнiстю нулем на R(Ψ•) оператора
W ∈ B(D[L],H), а пiд Γ

(Ψ)
3 — вiдображення Dmax

def
= D(L)+̇R(Ψ•) → G, яке визначається

виходячи з умови Γ
(Ψ)
3 y = g ⇔ y +Ψ•g ∈ D(L).

Припустимо, що B ∈ B(H) i визначимо оператори LB, L̃B, L̃0 таким чином:

D(LB) = {y ∈ D(L) : Γ
(Ψ)
1 y −BΓ

(Ψ)
2 y = X y}, LB ⊂ L; (4)

D(L̃B) = {y ∈ Dmax : y + X •Γ
(Ψ)
2 y ∈ D(L), Γ

(Ψ)
1 y −BΓ

(Ψ)
2 y = X y}, (5)

(∀y ∈ D(L̃B)) L̃By = L(y + X •Γ
(Ψ)
2 y); (6)

D(L̃0) = {y ∈ D(L̃B) : Γ
(Ψ)
2 y = 0} L̃0 ⊂ L̃B. (7)

Вiдзначимо, що L̃B можна трактувати як збурення (iз змiною областi визначення)
оператора LB, який є абстрактним аналогом оператора задачi типу третьої крайової,
розглянутої в [7].

Метою цiєї статтi є встановлення умов максимальної акретивностi та максимальної
невiд’ємностi оператора L̃B, а у випадку, коли вiн є додатно визначеним (L̃B ≫ 0), побу-
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дова його енергетичного простору та дослiдження питання про мiнiмум квадратичного
функцiоналу, який iндукує оператор L̃B.

Окремо буде розглянуто випадок, коли L0 — мiнiмальний оператор, породжений
в L2(H0; (a, b)), де H0 — допомiжний гiльбертiв простiр, диференцiальним виразом
Штурма-Лiувiлля.

Зазначимо, що весь час припускаємо, що

R((Γ1 −X )⊕ Γ2) = H⊕H. (8)

3. Про один ПГЗ оператора L̃0. Перш за все нагадаємо (див. [16]), що трiйка
(H,Γ1,Γ2), де H — гiльбертiв простiр, а Γ1, Γ2 — лiнiйнi оператори з D(L) в H, на-
зивається простором граничних значень (ПГЗ) оператора L0, якщо

R(Γ1 ⊕ Γ2) = H⊕H, ker Γ1 ∩ ker Γ2 = D(L0),

∀y, z ∈ D(L) (Ly|z)− (y|Lz) = (Γ1y|Γ2z)H − (Γ2y|Γ1z)H.

Лема 1. а) L̃B, L̃0 ∈ C(H);

б) D(L̃∗
B) = {z ∈ Dmax : z + X •Γ

(Ψ)
2 z ∈ D(L), Γ

(Ψ)
1 z −B∗Γ

(Ψ)
2 z = X z}, (9)

(∀z ∈ D(L̃∗
B)) L̃∗

Bz = L(z + X •Γ
(Ψ)
2 z); (10)

в) D(L̃∗
0) = {z ∈ Dmax : z + X •Γ

(Ψ)
2 z ∈ D(L)}, (11)

(∀z ∈ D(L̃∗
0)) L̃∗

0z = L(z + X •Γ
(Ψ)
2 z). (12)

Правильнiсть цього твердження випливає безпосередньо з результатiв працi [17], при
доведеннi яких iстотну роль вiдiграють умови (1)–(3) та (8) (див. також [18]).

Зауваження 1. З (7) випливає, що L̃0 ⊂ LF , зокрема L̃0 — додатно визначений опера-
тор, а з леми 1 — що L̃0 ⊂ L̃B ⊂ L̃∗

0, точнiше

D(L̃B) = {y ∈ D(L̃∗
0) : Γ

(Ψ)
1 y −BΓ

(Ψ)
2 y = X y}. (13)

Лема 2. При зроблених припущеннях (H,Γ
(Ψ)
1 −X ,Γ

(Ψ)
2 ) — ПГЗ оператора L̃0.

Доведення. З (7) i (13) випливає, що D(L̃0) = ker(Γ
(Ψ)
1 − X ) ∩ ker Γ

(Ψ)
2 . Оскiльки з (8)

випливає, що R((Γ
(Ψ)
1 −X )⊕ Γ

(Ψ)
2 ) = H⊕H, то досить довести, що

∀y, z ∈ D(L̃∗
0) (L̃∗

0y|z)− (y|L̃∗
0z) = (Γ

(Ψ)
1 y −X y|Γ(Ψ)

2 z)H − (Γ
(Ψ)
2 y|Γ(Ψ)

1 z −X z)H. (14)

Переконаємось у цьому. З леми 1 та означення операторiв X , X •, Γ(Ψ)
3 зрозумiло, що

для будь-якого u ∈ D(L̃∗
0)

Γ
(Ψ)
3 u = PGΓ

(Ψ)
2 u, L̃∗

0u = L(u+Ψ•Γ
(Ψ)
2 u) + Φ∗Γ

(Ψ)
2 u, (15)

де PG — ортопроектор H → G. Далi, (див. [17]),

∀y, z ∈ Dmax (L(y +Ψ•Γ
(Ψ)
3 y)|z)− (y|L(z +Ψ•Γ

(Ψ)
3 z)) =

= (Γ
(Ψ)
1 y|Γ(Ψ)

2 z)H − (Γ
(Ψ)
2 y|Γ(Ψ)

1 z)H + (Γ
(Ψ)
3 y|ΨPz)H − (ΨPy|Γ(Ψ)

3 z)H,
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а отже, з огляду на (15),

∀y, z ∈ D(L̃∗
0) (L̃∗

0y|z)− (y|L̃∗
0z) = (L(y +Ψ•Γ

(Ψ)
3 y)|z)+

+(Γ
(Ψ)
2 y|Φz)H − (y|L(z +Ψ•Γ

(Ψ)
3 z))− (Φy|Γ(Ψ)

2 z)H =

= (Γ
(Ψ)
1 y|Γ(Ψ)

2 z)H − (Γ
(Ψ)
2 y|Γ(Ψ)

1 z)H + (Γ
(Ψ)
2 y|ΨPz)H − (ΨPy|Γ(Ψ)

2 z)H+

+(Γ
(Ψ)
2 y|Φz)H − (Φy|Γ(Ψ)

2 z)H = (Γ
(Ψ)
1 y −X y|Γ(Ψ)

2 z)H − (Γ
(Ψ)
2 y|Γ(Ψ)

1 z −X z)H.

4. Функцiя Вейля оператора L̃0 та критерiй додатної визначеностi операто-
ра L̃B. Нагадаємо (див. [5–7]), що ПГЗ (H,Γ1,Γ2) оператора L0 ≫ 0 називається пози-
тивним, якщо ker Γ1 = D(L0)+̇ kerL i L̂ def

= L ↓ ker Γ2 ≫ 0. Якщо L̂ = LF , то казатимемо,
що (H,Γ1,Γ2) — жорсткий ПГЗ оператора L0.

Кожному ПГЗ (H,Γ1,Γ2) оператора L0 вiдповiдає введена в [15] функцiя Вейля
M(λ), яку еквiвалентним чином можна (див. [19]) визначити так.

Нехай L̂ ≫ 0, L̂λ
def
= (L̂ − λIH)

−1, Zλ
def
= (Γ1L̂λ)

∗ (λ ≤ 0). Функцiю Zλ називатимемо
фундаментальною функцiєю оператора L0, яка вiдповiдає вказаному ПГЗ.

Вiдомо [18], [19], що (∀λ ≤ 0) (y = Zλa ⇔ Ly = λy,Γ2y = a), а згадана функцiя
Вейля має такий вигляд: M(λ) = Γ1Zλ.

Використовуючи результати працi [10], неважко довести (див. [8], [9], [15], [20]), що
а) ПГЗ (H,Γ1,Γ2) оператора L0 є позитивним тодi i тiльки тодi, коли M(0) = 0;
б) позитивний ПГЗ (H,Γ1,Γ2) оператора L0 є жорстким тодi i тiльки тодi, коли
s-lim
λ→−∞

M(λ)−1 = 0.

Вiдомо (див. [5–7]), що якщо (H,Γ1,Γ2) — жорсткий ПГЗ оператора L0, то оператор
LB, визначений згiдно з (4), є максимально акретивним (максимально невiд’ємним;
коректно оборотним) тодi i тiльки тодi, коли B є акретивним (невiд’ємним; оборотним)
в B(H). Зокрема, LB — самоспряжений додатно визначений оператор тодi i тiльки тодi,
коли B ≫ 0.

Перш нiж формулювати основнi результати, введемо такi позначення:{
B0 = 2Re(XZ0)−XX •, Γ̃1 = (Γ

(Ψ)
1 −X ) +B0Γ

(Ψ)
2 ,

B(λ) = B0 − 2Re(XZλ) + X (XLλ)
∗, Γ̃2 = Γ

(Ψ)
2 , B̃ = B +B0,

(16)

де Lλ
def
= (LF − λIH)

−1, λ ≤ 0.
Оскiльки, з огляду на лему 2, (H,Γ

(Ψ)
1 −X ,Γ

(Ψ)
2 ) — ПГЗ оператора L̃0, а B0 = B∗

0 , то
зрозумiло, що (H, Γ̃1, Γ̃2) — ПГЗ цього оператора. Знайдемо вiдповiдну фундаментальну
функцiю Z̃λ.

Лема 3. Для будь-якого λ ≤ 0

Z̃λ = Zλ − (IH + λLλ)X •. (17)

Доведення. Зi сказаного вище випливає, що

y = Z̃λa ⇔

{
L̃∗

0y = λy,

Γ
(Ψ)
2 y = a

⇔

{
L(y + X •Γ

(Ψ)
2 y) = λy,

Γ
(Ψ)
2 y = a

⇔

⇔

{
L(y + X •Γ

(Ψ)
2 y)− λ(y + X •Γ

(Ψ)
2 y) = −λX •Γ

(Ψ)
2 y,

Γ
(Ψ)
2 y = a

⇔
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⇔ (∃ b ∈ H)

{
y + X •Γ

(Ψ)
2 y = Zλb− λLλX •Γ

(Ψ)
2 y,

Γ
(Ψ)
2 y = a.

Але Γ
(Ψ)
2 X • = Γ

(Ψ)
2 Lλ = 0, Γ(Ψ)

2 Zλ = IH, тому b = a. Таким чином, Z̃λa = y = Zλa− (IH +
λLλ)X •a, тобто справджується (17).

Лема 4. Для будь-якого λ ≤ 0

(XLλ)
∗ = (λLλ + IH)X •, (18)

(XZλ)
∗ = Γ

(Ψ)
1 (XLλ)

∗. (19)

Доведення. Оскiльки LFLλ = IH + λLλ, то для будь-яких y ∈ H, h ∈ H маємо

(XLλy|h)H = (Lλy|X •y)e = (LFLλy|X •h) = ((IH + λLλ)y|X •h) = (y|(IH + λLλ)X •h).

Спiввiдношення (18) доведено.
Далi, Φ• = L−1

F Φ∗, Γ(Ψ)
1 Ψ• = 0, PZ0 = 0, а тому, враховуючи (18), бачимо, що

(∀λ ≤ 0) Γ
(Ψ)
1 (XLλ)

∗ = λZ∗
λX • + (XZ0)

∗. (20)

Дiйсно,

Γ
(Ψ)
1 (XLλ)

∗ = Γ
(Ψ)
1 (λLλ + IH)X • = λΓ

(Ψ)
1 LλX • + Γ

(Ψ)
1 (Ψ + L−1

F Φ∗) =

= λZ∗
λX • + Z∗

0Φ
∗ = λZ∗

λX • + (ΦZ0)
∗ = λZ∗

λX • + (XZ0)
∗.

З iншого боку, оскiльки

(∀λ ≤ 0) Zλ − Z0 = λL−1
F Zλ = λLλZ0 (21)

(див [19]), то

(∀a, b ∈ H) ((XZλ)
∗a|b)H = (a|XZλb)H = (a|XZ0b)H+

+(a|X (Zλ − Z0)b)H = (a|XZ0b)H + (X •a|(Γ1(Lλ − L−1
F ))∗b)e =

= (a|XZ0b)H + (X •a|λ(Γ1LλL
−1
F )∗b)e = (a|XZ0b)H + (X •a|λL−1

F Zλb)e =

= (a|XZ0b)H + (X •a|λZλb) = ((XZ0)
∗a|b)H + (λZ∗

λX •a|b)H,

тобто
(XZλ)

∗ = (XZ0)
∗ + λZλX •. (22)

Для завершення доведення досить порiвняти (20) i (21).

Лема 5. (H, Γ̃1, Γ̃2) — позитивний ПГЗ оператора L̃0, якому вiдповiдає функцiя Вейля

M̃(λ) = M(λ) +B(λ) (λ ≤ 0). (23)

Доведення. Оскiльки (див. (16)–(19))

Γ̃1Z̃λ = [(Γ1 −X ) +B0Γ
(Ψ)
2 ][Zλ − (XLλ)

∗] = M(λ)−XZλ +B0−
−Γ

(Ψ)
1 (XLλ)

∗ + X (XLλ)
∗ −B0Γ

(Ψ)
2 (λLλ + IH)X • = M(λ)−XZλ +B0−

−(XZλ)
∗ + X (XLλ)

∗ = M(λ) +B0 − 2Re(XZλ) + X (XLλ)
∗ = M(λ) +B(λ),
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то функцiя Вейля M̃(λ), визначена згiдно з (23), є шуканою функцiєю Вейля.
Беручи до уваги рiвнiсть M(0) = 0 i враховуючи (16), (18), (23), переконуємося, що

M̃(0) = 0. Iншими словами, L̃∗
0 ↓ ker Γ̃1 є м’яким в сенсi [3] розширенням оператора

L̃0 (деталi — див., наприклад, [15]). Для завершення доведення досить зауважити, що
L̃∗
0 ↓ ker Γ̃2 = LF ≫ 0.

Зауваження 2. Оскiльки LF — невiд’ємний самоспряжений оператор, то

s- lim
λ→−∞

(λLλ + IH) = 0. (24)

Лема 6. s- lim
λ→−∞

X (XLλ)
∗ = 0.

Доведення. Беручи до уваги (18), бачимо, що спiввiдношення, яке ми хочемо довести,
рiвносильне зi спiввiдношенням

s- lim
λ→−∞

X (λLλ + IH)X • = 0. (25)

Переконаємось у правильностi останнього. З (24) випливає, що

s- lim
λ→−∞

Φ(λLλ + IH)X • = 0, (26)

а з леми 8 працi [21] — що

s- lim
λ→−∞

ΨP(λLλ + IH)Ψ
• = s- lim

λ→−∞
Ψ(λLλ + IH)Ψ

• = 0. (27)

Далi, ΨP(λLλ+IH)Φ
• = Ψ(λLλ+IH)L

−1
F Φ∗ = ΨL−1

F (λLλ+IH)Φ
∗, тому для будь-яких

h ∈ H, yλ
def
= (λLλ + IH)Φ

∗h маємо

∥ΨP(λLλ + IH)Φ
•h∥H ≤ ∥Ψ∥∥L−1

F yλ∥e = ∥Ψ∥∥L− 1
2

F yλ∥ ≤ ∥Ψ∥∥L− 1
2

F ∥∥yλ∥.

Застосовуючи ще раз (24), бачимо, що lim
λ→−∞

yλ = 0, а отже

s- lim
λ→−∞

ΨP(λLλ + IH)Φ
• = 0. (28)

З (26)–(28) випливає (25).

Лема 7. s- lim
λ→−∞

2Re(XZλ)M(λ)−1 = 0.

Доведення. Беручи до уваги (21) i (24), бачимо, що

(∀h ∈ H) lim
λ→−∞

ΦZλh = lim
λ→−∞

Φ(λLλ)Z0h+ ΦZ0h = 0.

Далi (див. [19]), s- lim
λ→−∞

Z∗
λ = 0. Зi сказаного вище та спiввiдношення s- lim

λ→−∞
M(λ)−1 = 0

зрозумiло, що s- lim
λ→−∞

2Re(ΦZλ)M(λ)−1 = 0. Враховуючи ще раз (21) i (24), а також
рiвнiсть ΨPZ0 = 0, отримуємо

ΨPZλM(λ)−1 = ΨP(Zλ − Z0)M(λ)−1 = ΨP(λL−1
F Zλ)M(λ)−1 =

= Ψ(λL−1
F Zλ)M(λ)−1 = Ψ(Zλ − Z0)M(λ)−1.

Але s- lim
λ→−∞

[Ψ(Zλ − Z0)M(λ)−1] = s- lim
λ→−∞

[Ψ(Zλ − Z0)M(λ)−1]∗ = 0, (див. [21], леми 5, 6),

тому s- lim
λ→−∞

2Re[(ΨPZλ)M(λ)−1] = 0.
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Теорема 1. (H, Γ̃1, Γ̃2) — жорсткий ПГЗ оператора L̃0.

Доведення. З (23) випливає, що

(∀λ ≤ 0) M̃(λ)−1 = (IH − M̃(λ)−1B(λ))M(λ)−1, (29)

зокрема iснує сильна границя у правiй частинi (29) при λ → −∞. Оскiльки, як зазна-
чалося вище, M̃(0) = 0, s- lim

λ→−∞
M(λ)−1 = 0, то досить показати, що s- lim

λ→−∞
M̃(λ)−1 = 0.

Але це випливає безпосередньо з лем 6 та 7 (див. також (16)).

Зауваження 3. Iз зауваження 1 i з (16) випливає, що

D(L̃B) = {y ∈ D(L̃∗
0) : Γ̃1y = B̃Γ̃2y}, L̃B ⊂ L̃∗

0. (30)

Наслiдок 1. Оператор L̃B є максимально акретивним (максимально невiд’ємним; ко-
ректно оборотним) тодi i тiльки тодi, коли B̃ є акретивним (невiд’ємним; коректно
оборотним).

Зокрема L̃B є (максимально) додатно визначеним тодi i тiльки тодi, коли

B̃ = B +B0 = B + 2Re(XZ0)−XX • ≫ 0.

Доведення. Оскiльки (H,Γ1,Γ2) — жорсткий ПГЗ оператора L0, то правильнiсть теоре-
ми випливає з результатiв праць [5–7]. Крiм цього, потрiбно врахувати, що самоспряже-
ний оператор є додатно визначеним тодi i тiльки тодi, коли вiн є невiд’ємним i коректно
оборотним.

Зауваження 4. а) Оскiльки енергетичний простiр додатно визначеного оператора збi-
гається з енергетичним простором його жорсткого розширення, а LF є жорстким роз-
ширенням не тiльки для L0, але й для L̃0, то He є енергетичним простором не тiльки
для L0, але й для L̃0.

б) He+̇ kerL = He+̇ ker L̃∗
0. (31)

Дiйсно, рiвнiсть (31) еквiвалентна такiй: He+̇R(Z0) = He+̇R(Z̃0). Але, з огляду на
(17), Z̃0 = Z0−X •. Виходячи звiдси i з того, що R(X •) ⊂ He, переконуємось у правиль-
ностi рiвностi (31).

Вiдомо (див. [11], [12], [22]), що якщо B ≫ 0, то оператори P ↓ D(L), Γ2 допу-
скають єдинi неперервнi продовження P̂(= P), Γ̂2(Γ̂2 ↓ Dmax = Γ

(Ψ)
2 ) до вiдображень

He+̇ kerL → He, He+̇ kerL → H вiдповiдно. При цьому

∀u ∈ He+̇ kerL P̂u = u− Z0Γ̂2u, (32)

а He+̇ kerL трактується як гiльбертiв простiр зi скалярним добутком

∀u, v ∈ He+̇ kerL πB(u, v) = (P̂u|P̂v)e + (BΓ̂2u|Γ̂2v)H.

Бiльше того, HB
def
= He+̇ kerL є енергетичним простором оператора LB, а P — опе-

ратором (ортогонального) проектування HB → He. Застосовуючи цей результат до
оператора L̃0 (замiсть L0) i беручи до уваги (31), (32), бачимо, що

∀u ∈ He+̇ kerL = He+̇ ker L̃∗
0 P̃u = u− Z̃0Γ̂2u,

де P̃ — проектор He+̇ ker L̃∗
0 → He паралельно до ker L̃∗

0.
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Теорема 2. Нехай B̃ = B + B0 ≫ 0, а H̃B, π̃B — вiдповiдно енергетичний простiр та
енергетичний скалярний добуток оператора L̃B. Тодi H̃B = HB i

∀u ∈ H̃B π̃B(u, v) = πB(u, v) + (Xu|Γ̂2v)H + (Γ̂2u|X v)H.

Доведення аналогiчне доведенню вiдповiдних тверджень з [22], [23].

Наслiдок 2. Якщо B̃ = B +B0 ≫ 0, то для будь-якого f ∈ H варiацiйна задача

π̃B(u, v)− 2Re(f |u) → min, u ∈ He+̇ kerL

має єдиний розв’язок u0 = L̃−1
B f .

Це випливає з теореми про мiнiмум квадратичного функцiоналу [4].

5. Випадок диференцiальних операторiв. Нехай −∞ < a < b < +∞, H0 — сепа-
рабельний гiльбертiв простiр i для будь-якого x ∈ [a, b] p(x) = p(x)∗ ∈ B(H0) — додатно
визначений оператор, причому оператор-функцiя x 7→ p(x) сильно неперервна на [a, b].
Розглянемо диференцiальний вираз

l[y] = −y′′(x) + p(x)y (x ∈ [a, b]) (33)

i позначимо через L та L0 вiдповiдно максимальний та мiнiмальний оператори, поро-
дженi в гiльбертовому просторi H def

= L2(H0; (a, b)) зi скалярним добутком

(∀y, z ∈ H) (y|z) =
∫ b

a

(y(x)|z(x))H0dx

цим виразом. Вiдомо [24–26], що L,L0 ∈ C(H), L∗
0 = L, а трiйка (H,Γ1,Γ2), де

H = H0 ⊕H0; ∀y ∈ D(L) Γ1y = (y′(a),−y′(b)), Γ2y = (y(a), y(b)),

є простором граничних значень (ПГЗ) оператора L0. Вiдомо також, що (He, (.|.)e), де

He = {y ∈ H : y абсолютно неперервна на [a, b], y′ ∈ H, y(a) = y(b) = 0},

(∀u, v ∈ He) (u|v)e =
∫ b

a

[(u′(x)|v′(x))H0 + (p(x)u(x)|v(x))H0 ]dx, (34)

є енергетичним простором оператора L0, а LF
def
= L ↓ ker Γ2 — його жорстким, тобто

фрiдрiхсiвським розширенням (деталi — див. [3], [4], [7]).
Далi, нехай a < c1 < c2 < b. Визначимо оператори Lmin, Lmax за допомогою спiввiд-

ношень

D(Lmin) = {y ∈ D(L0) : y(c1) = y(c2) = 0}, Lmin ⊂ L0;

D(Lmax) = {y ∈ H : y абсолютно неперервна на [a, b],

y′ абсолютно неперервна на [a, c1) ∪ (c1, c2) ∪ (c2, b], lcl[y] ∈ H},
∀y ∈ D(Lmax) Lmaxy = lcl[y].

Пiд lcl[y] ми маємо на увазi вираз (33), в якому усi похiднi потрiбно розумiти у класи-
чному сенсi.
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Опишемо основний у цьому пунктi об’єкт нашого дослiдження. Припустимо, що
Φ1,Φ2 ∈ B(H,H0) βij ∈ B(H0) (i, j = 1, 2), B def

= (βij)
2
i,j=1 i введемо у розгляд оператор TB,

область визначення якого D(TB) складається з усiх тих y ∈ D(Lmax), якi задовольняють
умови

y′(c1 + 0)− y′(c1 − 0) = y(a), y′(c2 + 0)− y′(c2 − 0) = y(b), (35){
y′(a)− (β11y(a) + β12y(b)) = Φ1y + y(c1),

−y′(b)− (β21y(a) + β22y(b)) = Φ2y + y(c2),
(36)

а закон дiї такий:
∀y ∈ D(TB) TBy = lcl[y] + Φ∗

1y(a) + Φ∗
2y(b). (37)

Введемо такi позначення:

∀u ∈ H1 def
= He+̇ kerL(= H1

0 (H0; (a, b))) Ψu = (u(c1), u(c2)), Φ = Φ1 ⊕ Φ2, X = Φ+Ψ.

∀y ∈ D(Lmax) Γ
[Ψ]
1 y = (y′(a),−y′(b)), Γ

[Ψ]
2 y = (y(a), y(b)).

Легко переконатися, (див. [17]), що

D(TB) = {y ∈ D(L) +R(X •) : y + X •Γ
[Ψ]
2 y ∈ D(L), Γ

[Ψ]
1 y −BΓ

[Ψ]
2 y = X y},

∀y ∈ D(TB) TBy = L(y + X •Γ
[Ψ]
2 y).

Нехай {ω1(x), ω2(x)} — фундаментальна система розв’язкiв рiвняння −Y ′′+p(x)Y =0,
яка задовольняє спiввiдношення ω1(a) = ω2(b) = IH0 , ω1(b) = ω2(a) = 0.

Приймемо

∀a = (a1, a2) ∈ H Za = ω1a1 + ω2a2, Ω =

(
ccω′

1(a) ω′
2(a)

−ω′
1(b) ω′

2(b)

)
Безпосередньо з результатiв працi [27] випливає, що TB є самоспряженим додатно

визначеним оператором тодi i тiльки тодi, коли

B̂
def
= B − Ω + 2Re(XZ)−XX • ≫ 0. (38)

Далi, нехай

∀u, v ∈ H1 π(u, v)
def
=

∫ b

a

[(u′(x)|v′(x))H0 + (p(x)u(x)|v(x))H0 ]dx+ (β11u(a)|v(a))H0+

+(β12u(b)|v(a))H0 + (β21u(a)|v(b))H0 + (β22u(b)|v(b))H0 + (Φ1u+ u(c1)|v(a))H0+

+(Φ2u+ u(c2)|v(b))H0 + (u(a)|Φ1v + v(c1))H0 + (u(b)|Φ2v + v(c2))H0 , (39)

∀u ∈ H1 J [u]
def
= π(u, u)− 2Re

∫ b

a

(u(x)|f(x))H0dx, (40)

де f — фiксований елемент простору H = L2(H0; (a, b)).

Теорема 3. Якщо TB — додатно визначений оператор (тобто якщо справджується
умова (38)), то H1 = H1(H0; (a, b)) є його енергетичним простором, а форма π(u, v),
визначена згiдно з (39), — вiдповiдним енергетичним скалярним добутком.
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Доведення. Як вже вiдзначалося, He = H1
0 (H0; (a, b)) є енергетичним простором опе-

ратора L0, а вiдповiдний енергетичний скалярний добуток π0(u, v) = (u|v)e має ви-
гляд (34).

Позначимо через P проектор He+̇ kerL → He паралельно до kerL, а через Γ̂2 —
лiнiйний оператор, визначений умовою

Γ̂2u =

{
0, u ∈ He

Γ2u, u ∈ kerL.

Зрозумiло, що Γ2 ⊂ Γ̂2 (тому далi писатимемо Γ2 замiсть Γ̂2) i що для будь-якого
u ∈ H1 = He+̇ kerL

Γ2u = (u(a), u(b)), Pu = u− ZΓ2u. (41)

Зазначимо, що остання рiвнiсть еквiвалентна такiй:

(Pu)(x) = u(x)− ω1(x)u(a)− ω2(x)u(b). (42)

Iз зауваження 3 та теореми 2 (див. також [27]) випливає, що енергетичний простiр
оператора TB збiгається з H1, а вiдповiдний енергетичний скалярний добуток π̂B(.|.)
має такий вигляд:

(∀u, v ∈ H1) π̂B(u, v) = (Pu|Pv)e + ((B − Ω)Γ2u|Γ2v)H + (Xu|Γ2v)H + (Γ2u|X v)H. (43)

Приймемо Z(x)(a1, a2)
def
= Z(a1, a2)(x)(= ω1(x)a1 + ω2(x)a2). Беручи до уваги рiвностi

ω1(a) = ω2(b) = IH0 , ω1(b) = ω2(a) = 0, (34), (41), (42) та застосовуючи формулу
iнтегрування частинами i рiвностi ω′′

i (x) = p(x)ωi(x) (i = 1, 2), отримуємо

(Pu|Pv)e =

∫ b

a

[(u′(x)− Z ′(x)Γ2u|v′(x)− Z ′(x)Γ2v)H0+

+(p(x)(u(x)− Z(x)Γ2u)|v(x)− Z(x)Γ2v)H0 ]dx = (u′|v′)−

−
∫ b

a

(Z ′(x)Γ2u|v′(x))H0dx−
∫ b

a

(u′(x)|Z ′(x)Γ2v)H0dx+

∫ b

a

(Z ′(x)Γ2u|Z ′(x)Γ2v)H0dx+

+

∫ b

a

(p(x)(u(x)− Z(x)Γ2u)|v(x)− Z(x)Γ2v)H0dx = (u′|v′) + (Z ′(x)Γ2u|v(x))H0 |ab +

+

∫ b

a

(Z ′′(x)Γ2u|v(x))H0dx+ (u(x)|Z ′(x)Γ2v)H0 |ab +
∫ b

a

(u(x)|Z ′′(x)Γ2v)H0dx+

+(Z ′(x)Γ2u|Z(x)Γ2v)H0 |ab −
∫ b

a

(Z ′′(x)Γ2u|Z(x)Γ2v)H0dx+

+

∫ b

a

(p(x)u(x)|v(x))H0dx−
∫ b

a

(p(x)Z(x)Γ2u|v(x))H0dx−

−
∫ b

a

(p(x)u(x)|Z(x)Γ2v)H0dx+

∫ b

a

(p(x)Z(x)Γ2u|Z(x)Γ2v)H0dx = (u′|v′)+

+

∫ b

a

(p(x)u(x)|v(x))H0dx+ [(Z ′(a)Γ2u|v(a))H0 − (Z ′(b)Γ2u|v(b))H0 ]+

+[(u(a)|Z ′(a)Γ2v)H0 − (u(b)|Z ′(b)Γ2v)H0 ] + [(Z ′(b)Γ2u|Z(b)Γ2v)H0−

−(Z ′(a)Γ2u|Z(a)Γ2v)H0 ] = (u′|v′) +
∫ b

a

(p(x)u(x)|v(x))H0dx+ (ΩΓ2u|Γ2v)H+
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+(Γ2u|ΩΓ2v)H − (ΩΓ2u|Γ2v)H =

∫ b

a

[(u′(x)|v′(x))H0 + (p(x)u(x)|v(x))H0 ]dx+ (ΩΓ2u|Γ2v)H

(оскiльки Ω = Ω∗). Звiдси, з (39) та (43) випливає, що π̂B(u, v) = π(u, v).

Наслiдок 3. В умовах теореми 3 варiацiйна задача J [u] → min, u ∈ H1, де J визначено
згiдно з (40), для будь-якого f ∈ H має єдиний розв’язок u0 = T−1

B f . При цьому J [u0] =
−(TBu0|u0) = −(f |u0).

Доведення. Див. доведення наслiдку 2.
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