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Приведены условия сходимости операторных рядов.

1. Основний об’єкт дослiджень. Нагадаємо загальну ознаку збiжностi числового
ряду

∞∑
n=1

an, (1)

де an ∈ (0,+∞), n > 1, що належить Е. Е. Куммеру.

Теорема 1 (Ознака Куммера. [1]). Нехай (cn)n>1 — довiльна послiдовнiсть додат-
них чисел. Якщо cn

an
an+1

− cn+1 > δ для деякого числа δ > 0 i всiх досить великих n, то
ряд (1) збiгається. Якщо ряд

∑∞
n=1

1
cn

розбiгається i cn an
an+1

− cn+1 6 0 для всiх досить
великих n, то ряд (1) розбiгається.

Узагальнення цiєї ознаки мiстяться в [2].
Метою статтi є встановлення для операторних рядiв тверджень, аналогiчних до на-

веденої ознаки.

2. Допомiжнi результати про конуси i додатнi оператори та ознаки порiвня-
ння. При встановленнi операторних аналогiв ознаки Куммера використовуватимемо
деякi вiдомостi про конуси та додатнi оператори, теорiя яких викладена в [3], та опера-
торний аналог ознаки порiвняння.
2.1. Конуси. Нехай E — дiйсний банаховий простiр. Опуклу замкнену множину K ⊂ E
називають конусом, якщо ця множина мiстить разом iз кожною точкою промiнь, що
проходить через точку i виходить iз нуля, тобто, якщо x + y, αx ∈ K для всiх x, y ∈ K
i α > 0, i K ∩ (−K) = {0}.

Покладемо x 6 y, якщо y − x ∈ K. Очевидно, що x 6 x i з x 6 y, y 6 z випливає
нерiвнiсть x 6 z. Таким чином, кожний конус визначає в E деяку напiвупорядкованiсть.
Ця напiвупорядкованiсть узгоджена з лiнiйнiстю простору E в тому сенсi, що з x 6 y
випливає tx 6 ty при t > 0 i випливає tx > ty при t 6 0, а з x1 6 y1 i x2 6 y2 випливає
x1 + x2 6 y1 + y2. З x 6 y i y 6 x випливає рiвнiсть x = y.

Далi будемо вважати, що банаховий простiр E напiвупорядкований конусом K.
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Конус K називають тiлесним, якщо вiн мiстить кулю ненульового радiуса, i вiдтво-
рювальним, якщо кожний елемент x ∈ E подається у виглядi

x = u− v, (2)

де u, v ∈ K.
Конус K називають несплющеним, якщо iснує таке число c > 0, що кожний елемент

x ∈ E має зображення (2), в якому

∥u∥E 6 c∥x∥E i ∥v∥E 6 c∥x∥E. (3)

Зазначимо, що кожний тiлесний конус є вiдтворювальним. Справдi, якщо замкнена
куля B[a, r] = {y ∈ E : ∥y − a∥E 6 r}, де a ∈ K i r ∈ (0,+∞), є пiдмножиною конуса K,
то для кожного елемента x ∈ E справджується спiввiдношення

x =
∥x∥E
r

a−
(
∥x∥E
r

a− x

)
,

в якому ∥x∥E
r

a, ∥x∥E
r

a− x ∈ K.
Кожний вiдтворювальний конус в банаховому просторi є несплющеним [3].
Норму в E називають монотонною, якщо з 0 6 x 6 y випливає ∥x∥E 6 ∥y∥E. Якщо

з 0 6 x 6 y випливає ∥x∥E 6 b∥y∥E, де b — унiверсальна стала, то норму називають
напiвмонотонною.

Конус K називають гострим, якщо норма в E монотонна, i нормальним, якщо нор-
ма напiвмонотонна.

Послiдовнiсть (xn)n>1 називають монотонно зростаючою, якщо

x1 6 x2 6 . . . 6 xn 6 . . . .

Цю послiдовнiсть називають обмеженою (зверху), якщо xn 6 z, n = 1, 2, . . ., для деякого
елемента z ∈ E. Аналогiчно визначається монотонно спадна i обмежена (знизу) послi-
довнiсть. Послiдовнiсть (xn)n>1 називають обмеженою за нормою, якщо ∥xn∥E 6 M ,
n = 1, 2, . . ., для деякого числа M ∈ (0,+∞).

Конус K називають правильним, якщо кожна обмежена монотонна послiдовнiсть
збiгається за нормою. Конус K називають цiлком правильним, якщо кожна обмежена
за нормою монотонна послiдовнiсть збiгається за нормою.

Зазначимо, що кожний цiлком правильний конус правильний, а кожний правиль-
ний конус нормальний [3].
2.2. Додатнi i додатно оборотнi оператори. Нехай оператор A дiє з банахового
простору Ei з клином Ki у банаховий простiр Ej з клином Kj, де i, j ∈ {1, 2}. Оператор
A називають додатним, якщо AKi ⊂ Kj, тобто з x > 0 випливає Ax > 0.

Оператор A називають монотонним, якщо з x 6 y випливає Ax 6 Ay. Очевидно,
що лiнiйний додатний оператор A : Ei → Ej є монотонним.

Лiнiйний неперервний оператор B, що дiє з банахового простору Ei з клином Ki у
банаховий простiр Ej з клином Kj, називають додатно оборотним, якщо цей оператор
має неперервний обернений B−1 i B−1Kj ⊂ Ki.

Зазначимо, що загальнi теореми про додатну оборотнiсть операторiв наведено в [3].
Якщо для операторiв A,B ∈ L(Ei, Ej) оператор A−B є додатним, то будемо запису-

вати A > B. Очевидно, що множина всiх додатних операторiв A ∈ L(Ei, Ej) є конусом
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у просторi L(Ei, Ej). Цей конус позначатимемо через K(Ei, Ej). Також очевидно, що
K(Ej, Es)K(Ei, Ej) ⊂ K(Ei, Es), s ∈ {1, 2}.
2.3. Деякi вiдомостi про операторнi ряди. Нехай E1 i E2 — довiльнi дiйснi банаховi
простори. Операторний ряд

∞∑
n=1

Un, (4)

де Un ∈ L(E1, E2), n > 1, називається збiжним, якщо iснує такий елемент S ∈ L(E1, E2),
що

lim
n→∞

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

Uk − S

∥∥∥∥∥
L(E1,E2)

= 0.

Якщо такого елемента не iснує, то ряд (4) називається розбiжним.
Важливим для операторних рядiв є наступне твердження.

Теорема 2. Ряд (4) збiгається тодi i тiльки тодi, коли

lim
n1→∞, n2→∞

∥∥∥∥∥
n2∑

k=n1

Uk

∥∥∥∥∥
L(E1,E2)

= 0.

Ця теорема доводиться аналогiчним чином, як i у випадку числових рядiв.

Зауваження 1. Якщо ряд (4) збiгається, то lim
n→∞

∥Un∥L(E1,E2)
= 0.

Зауваження 2. Якщо lim
n→∞

∥Un∥L(E1,E2)
̸= 0, то ряд (4) розбiгається.

У подальшому крiм теореми 2 використовуватимемо також наступну властивiсть
операторних рядiв: для довiльних лiнiйних неперервних операторiв C ∈ L(E2, Ei) i
D ∈ L(Ej, E1), i, j ∈ {1, 2}, що мають неперервнi оберненi оператори, ряди (4) i

∞∑
n=1

CUnD

одночасно збiгаються або розбiгаються.
2.4. Ознаки порiвняння для операторних рядiв. Розглянемо операторнi ряди

∞∑
n=1

An, (5)

∞∑
n=1

Bn, (6)

де An, Bn ∈ L(E1, E2), n > 1.
Будемо використовувати наступнi умови.
Умова А. Банаховий простiр E1 напiвупорядкований вiдтворювальним конусом K1,

а банаховий простiр E2 напiвупорядкований правильним конусом K2.
Умова Б. Лiнiйнi неперервнi оператори An : E1 → E2 i Bn : E1 → E2, n > 1, є

додатними.
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Теорема 3. Нехай:

1) виконуються умови А i Б;

2) для всiх n > 1

An 6 Bn. (7)

Тодi iз збiжностi ряду (6) випливає збiжнiсть ряду (5), а iз розбiжностi ряду (5) ви-
пливає розбiжнiсть ряду (6).

Доведення. Розглянемо частиннi суми

Sn,A =
n∑

k=1

Ak i Sn,B =
n∑

k=1

Bk

рядiв (5) i (6). Завдяки (7) i додатностi операторiв An i Bn, n > 1, справджується
спiввiдношення

Sn,A 6 Sn,B 6 Sm,B (8)

для всiх n > 1 i m > n.
Нехай ряд (6) збiгається i його сумою є оператор SB ∈ L(E1, E2), тобто

lim
m→∞

∥Sm,B − SB∥L(E1,E2) = 0. (9)

Оскiльки на пiдставi (8) (Sm,B − Sn,A)x > 0 для всiх x ∈ K1, n > 1 i m > n, то завдяки
(9) i замкненостi конуса K1

lim
m→∞

(Sm,B − Sn,A)x = (SB − Sn,A)x > 0

для всiх x ∈ K1 i n > 1. Тому
Sn,A 6 SB, n > 1. (10)

Отже, на пiдставi (10) i додатностi операторiв An, n > 1, для кожного вектора
x ∈ K1 послiдовнiсть (Sn,Ax)n>1 монотонно зростаюча i обмежена зверху. Завдяки пра-
вильностi конуса K2 iснує границя lim

n→∞
Sn,Ax для кожного x ∈ K1. Оскiльки конус K1

вiдтворювальний, то iснує границя lim
n→∞

Sn,Ax для кожного x ∈ E1. Тому за допомогою
рiвностi SAx = lim

n→∞
Sn,Ax визначається оператор SA, що дiє з E1 в E2. Цей оператор

лiнiйний, оскiльки оператори Sn,A, n > 1, лiнiйнi, i неперервний на пiдставi теореми
Банаха–Штейнгауза [4] (умови теореми виконуються, оскiльки кожна збiжна послiдов-
нiсть (Sn,Ax)n>1, x ∈ E1, обмежена).

Далi покажемо, що
lim
n→∞

∥Sn,A − SA∥L(E1,E2) = 0. (11)

Зазначимо, що на пiдставi (7) i додатностi операторiв An i Bn, n > 1,

Sm,A − Sn,A 6 Sm,B − Sn,B, 1 6 n < m,

тобто
(Sm,A − Sn,A)y 6 (Sm,B − Sn,B)y, 1 6 n < m,
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для кожного y ∈ K1. Використовуючи це спiввiдношення, несплющенiсть конуса K1,
спiввiдношення (2) i (3) та нормальнiсть конуса K2, отримаємо

∥Sm,A − Sn,A∥L(E1,E2) = sup
∥x∥E1

=1

∥(Sm,A − Sn,A)x∥E2 6

6 sup
u,v∈K1, ∥u−v∥E1

=1, ∥u∥E1
6c, ∥u∥E1

6c

∥(Sm,A − Sn,A)(u− v)∥E2
6

6 sup
u,v∈K1, ∥u∥E1

6c, ∥v∥E1
6c

∥(Sm,A − Sn,A)(u− v)∥E2
6 2 sup

u∈K1, ∥u∥E1
6c

∥(Sm,A − Sn,A)u∥E2
=

= 2 sup
u∈K1, ∥u∥E1

=c

∥(Sm,A − Sn,A)u∥E2
= 2c sup

u∈K1, ∥u∥E1
=1

∥(Sm,A − Sn,A)u∥E2
6

6 2bc sup
u∈K1, ∥u∥E1

=1

∥(Sm,B − Sn,B)u∥E2
6 2bc sup

x∈E1, ∥x∥E1
=1

∥(Sm,B − Sn,B)x∥E2
=

= 2bc∥Sm,B − Sn,B∥L(E1,E2).

Тут b i c — сталi, що використовуються в означеннi напiвмонотонної норми та не-
сплющеного конуса.

Отже, ∥Sm,A − Sn,A∥L(E1,E2) 6 2bc∥Sm,B − Sn,B∥L(E1,E2), якщо 1 6 n < m. Звiдси i (9)
випливає, що

lim
n→∞, m→∞

∥Sm,A − Sn,A∥L(E1,E2) = 0.

Цього спiввiдношення на пiдставi теореми 2 достатньо для виконання рiвностi (11).
Таким чином, ряд (5) збiгається, якщо збiгається ряд (6).
У випадку розбiжного ряду (5) ряд (6) не може бути збiжним на пiдставi наведених

вище мiркувань.

Зауваження 3. Твердження теореми 2 справджується, якщо в умовах А i Б E1 = E2

i K1 = K2.

3. Операторнi аналоги ознаки Куммера. Основними твердженнями статтi є насту-
пнi двi теореми.

Теорема 4. Нехай:
1) виконується умова А;
2) лiнiйнi неперервнi оператори An : E1 → E2, n > 1, є додатними i додатно оборот-

ними;
3) Cn ∈ L(E2, Ei), n > 1, — довiльнi додатнi i додатно оборотнi оператори, де i ∈

{1, 2}.
Якщо для деякого додатного i оборотного оператора D ∈ L(E2, Ei) виконується

спiввiдношення
CnAnA

−1
n+1 − Cn+1 > D (12)

для всiх досить великих n i конус K(E1, Ei) є правильним, то ряд (5) збiгається.
Якщо ряд

∞∑
n=1

C−1
n (13)

розбiгається i
CnAnA

−1
n+1 6 Cn+1 (14)

для всiх досить великих n, то ряд (5) розбiгається.



ОПЕРАТОРНI АНАЛОГИ ОЗНАКИ КУММЕРА 193

Теорема 5. Нехай:
1) виконується умова А;
2) лiнiйнi неперервнi оператори An : E1 → E2, n > 1, є додатними i додатно оборот-

ними;
3) Cn ∈ L(Ei, E1), n > 1, — довiльнi додатнi i додатно оборотнi оператори, де i ∈

{1, 2}.
Якщо для деякого додатного i оборотного оператора D ∈ L(Ei, E1) виконується

спiввiдношення A−1
n+1AnCn − Cn+1 > Dдля всiх досить великих n i конус K(Ei, E2) є

правильним, то ряд (5) збiгається.
Якщо ряд

∞∑
n=1

C−1
n

розбiгається i A−1
n+1AnCn 6 Cn+1 для всiх досить великих n, то ряд (5) розбiгається.

Зауваження 4. Умова про правильнiсть конусiв K(E1, Ei) i K(Ei, E2), i ∈ {1, 2}, в
теоремах 4 i 5, якої немає в теоремi 1, для числових рядiв завжди виконується. Для
цих рядiв E1 = E2 = R i K1 = K2 = K(R,R) = [0,+∞).

Доведення теореми 4. Спочатку доведемо першу частину твердження теореми. Зав-
дяки (12) i додатностi операторiв An, n > 1, для деякого n0 ∈ N справджується спiввiд-
ношення

CnAn − Cn+1An+1 > DAn+1, n > n0. (15)
Тому CnAn > Cn+1An+1 > O, n > n0, де O — нульовий елемент конуса K(E1, Ei).
На пiдставi цього спiввiдношення та правильностi i замкненостi конуса K(E1, Ei) iснує
такий оператор V ∈ K(E1, Ei), що

lim
n→∞

∥CnAn − V ∥L(E1,Ei) = 0. (16)

Розглянемо операторний ряд
∑∞

n=n0
(CnAn − Cn+1An+1). Цей ряд збiгається в си-

лу (16), означення збiжного ряду i того, що для кожного m > n0

m∑
n=n0

(CnAn − Cn+1An+1) = Cn0An0 − Cm+1Am+1.

Тодi завдяки (15) та теоремi 3 i зауваженню 1 збiжним є ряд
∑∞

n=n0
DAn+1. Оскiльки

оператор D має неперервний обернений оператор, то збiжним є ряд
∑∞

n=n0
An+1. Отже,

збiжним є i ряд (5).
Тепер доведемо другу частину твердження теореми. Завдяки (14) для деякого n0 ∈ N

CnAnA
−1
n+1 6 Cn+1, n > n0.

Тому на пiдставi додатностi операторiв An, n > 1, CnAn 6 Cn+1An+1, n > n0.
Отже, Cn0An0 6 CnAn, n > n0. Звiдси та з додатностi i додатної оборотностi опера-

торiв An, Cn, n > 1, отримуємо, що

C−1
n 6 AnD, n > n0, (17)

де D = A−1
n0
C−1

n0
. Iз спiввiдношення (17), теореми 3, зауваження 1 i розбiжностi ря-

ду (13) випливає розбiжнiсть ряду
∑∞

n=n0
AnD. Оскiльки оператор D має неперервний

обернений оператор, то ряд
∑∞

n=n0
An розбiгається. Отже, розбiгається i ряд (5).
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Теорема 5 доводиться подiбно.

Зауваження 5. Умови про правильнiсть конусiв K(E1, Ei) i K(Ei, E2), i ∈ {1, 2}, в
теоремах 4 i 5, не можна вiдкинути. Правильнiсть цих конусiв не випливає з вiдтворю-
вальностi конуса K1 i правильностi конуса K2, що пiдтверджується наступним прикла-
дом.

Приклад. Використаємо дiйсний банаховий простiр l1 числових послiдовностей x =

(x1, x2, . . . , xn, . . .), для кожної з яких
∞∑
n=1

|xn| < +∞, з нормою ∥x∥l1 =
∞∑
n=1

|xn|. Вважа-

тимемо, що простiр l1 напiвупорядкований конусом K послiдовностей з невiд’ємними
компонентами. Цей конус вiдтворювальний. Справдi, кожний елемент x ∈ l1 можна по-
дати у виглядi (2), де u = (u1, u2, . . . , un, . . .) i v = (v1, v2, . . . , vn, . . .) — елементи конуса
K, що визначаються наступним чином. Для кожного натурального числа n 6 1

un =

{
xn, якщо xn > 0,

0, якщо xn < 0,
i vn =

{
−xn, якщо xn < 0,

0, якщо xn > 0.

Конус K також є правильним, оскiльки норма в l1 монотонна. Справдi, якщо для послi-
довностей x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) i y = (y1, y2, . . . , yn, . . .) справджується спiввiдношення
0 6 x 6 y, то 0 6 xn 6 yn для всiх n 6 1. Тому ∥x∥l1 6 ∥y∥l1 .

Далi вважатимемо, що E1 = E2 = l1 i K1 = K2 = K.
Покажемо, що конус K(l1, l1) не являється правильним.
Розглянемо оператори Lm : l1 → l1, m > 1, що визначаються рiвностями

(Lmx)n =

{
xn, якщо n 6 m,
xn

2
, якщо n > m,

m > 1.

Очевидно, що цi оператори є елементами конуса K(l1, l1). Вони додатно оборотнi й ут-
ворюють монотонно зростаючу послiдовнiсть, обмежену зверху одиничним елементом
I ∈ K(l1, l1). Ця послiдовнiсть не являється збiжною за нормою, оскiльки для кожних
m > 1 i y = (y1, y2, . . . , yn, . . .) ∈ l1

(Lm+1 − Lm)y =

{ym+1

2
, якщо n = m+ 1,

0, якщо n ∈ N \ {m+ 1},

i тому ∥Lm+1 − Lm∥L(l1,l1) = 1
2
, m > 1.

Зауваження 6. Умови про правильнiсть конусiв K(E1, Ei) i K(Ei, E2) в теоремах 4
i 5 можна замiнити на умови iснування границь lim

n→∞
CnAn i lim

n→∞
AnCn вiдповiдно. На

практицi цю умову легше перевiряти, нiж умову про правильнiсть конусiв.

4. Приклади застосувань основних теорем. За допомогою теорем 4 i 5 можна
отримувати для операторних рядiв ознаки, аналогiчнi до ознак Даламбера, Раабе, та
до iнших ознак.

Позначимо через l−1(x), l0(x), l1(x), . . . , lm(x) функцiї 1, x, lnx, . . . , ln ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
m разiв

s вiдпо-

вiдно i розглянемо для кожного m ∈ {−1, 0}∪N функцiю Πm(x) =
m∏

k=−1

lk(x). Очевидно,
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що числовий ряд
∑∞

n=n0
(Πm(n))

−1, де n0 — таке натуральне число, що lm(n0) > 0, є
розбiжним. Тому розбiжними є операторнi ряди

∞∑
n=n0

(Πm(n))
−1Ii, i = 1, 2,

де Ii — одиничний елемент простору L(Ei, Ei).
Далi будемо вважати, що виконуються першi двi умови теорем 4 i 5.
Покладаючи в теоремах 4 i 5 Cn = Πm(n)I2, i = 2 i Cn = Πm(n)I1, i = 1 вiдповiдно,

отримуємо наступнi твердження.

Теорема 6. Нехай m ∈ {−1, 0} ∪ N.
Якщо для деякого додатного i оборотного оператора D ∈ L(E2, E2) виконується

спiввiдношення
AnA

−1
n+1 > Πm(n+ 1)(Πm(n))

−1I2 + (Πm(n))
−1D

для всiх досить великих n i конус K(E1, E2) є правильним, то ряд (5) збiгається.
Якщо AnA

−1
n+1 6 Πm(n + 1)(Πm(n))

−1I2 для всiх досить великих n, то ряд (5) розбi-
гається.

Теорема 7. Нехай m ∈ {−1, 0} ∪ N.
Якщо для деякого додатного i оборотного оператора D ∈ L(E1, E1) виконується

спiввiдношення
A−1

n+1An > Πm(n+ 1)(Πm(n))
−1I1 + (Πm(n))

−1D

для всiх досить великих n i конус K(E1, E2) є правильним, то ряд (5) збiгається.
Якщо A−1

n+1An 6 Πm(n + 1)(Πm(n))
−1I1 для всiх досить великих n, то ряд (5) розбi-

гається.

У випадку m = −1 цi твердження мають вигляд.

Теорема 8. Якщо для деякого додатного i оборотного оператора D ∈ L(E2, E2) вико-
нується спiввiдношення AnA

−1
n+1 > I2 +D для всiх досить великих n i конус K(E1, E2) є

правильним, то ряд (5) збiгається.
Якщо AnA

−1
n+1 6 I2 для всiх досить великих n, то ряд (5) розбiгається.

Теорема 9. Якщо для деякого додатного i оборотного оператора D ∈ L(E1, E1) вико-
нується спiввiдношення A−1

n+1An > I1 +D для всiх досить великих n i конус K(E1, E2) є
правильним, то ряд (5) збiгається.

Якщо A−1
n+1An 6 I1 для всiх досить великих n, то ряд (5) розбiгається.

Цi теореми є оператоними аналогами теореми д’Аламбера [1].
У випадку m = 0 твердження теорем 6 i 7 мають вигляд.

Теорема 10. Якщо для деякого додатного i оборотного оператора D ∈ L(E2, E2) вико-
нується спiввiдношення

AnA
−1
n+1 >

(
1 +

1

n

)
I2 +

1

n
D

для всiх досить великих n i конус K(E1, E2) є правильним, то ряд (5) збiгається.
Якщо AnA

−1
n+1 6 (1 + 1/n) I2 для всiх досить великих n, то ряд (5) розбiгається.
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Теорема 11. Нехай m ∈ {−1, 0} ∪ N.
Якщо для деякого додатного i оборотного оператора D ∈ L(E1, E1) виконується

спiввiдношення

A−1
n+1An >

(
1 +

1

n

)
I1 +

1

n
D

для всiх досить великих n i конус K(E1, E2) є правильним, то ряд (5) збiгається.
Якщо

A−1
n+1An 6

(
1 +

1

n

)
I1

для всiх досить великих n, то ряд (5) розбiгається.

Цi теореми є операторними аналогами ознаки Раабе [1].
Очевидно, що процес отримання ознак збiжностi операторних рядiв можна було б

продовжувати i далi.
Завершуючи статтю, зазначимо, що збiжнiсть операторних рядiв з недодатними чле-

нами дослiджувалися в [5]–[8].
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