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Let (ηn(ω)) be a sequence of independent random variables such that ηn(ω) takes the values
−1 and 1 with the probabilities pn and 1− pn, respectively. Put qn = min{pn, 1− pn}. Then,
for each complex sequence (an) such that lim

n→∞
n
√

|an| = 1, the circle {z ∈ C : |z| = 1} is the

natural boundary for the function fω(z) =
∑∞

n=0 anηn(ω)z
n almost surely if and only if the

condition
∑∞

k=0 qnk
= +∞ holds for every increasing sequence (nk) of nonnegative integers

such that lim
k→∞

nk

k < +∞.

П. В. Филевич. Аналитическое продолжение случайных аналитических функций // Мат.
Студiї. – 2011. – Т.36, №2. – C.128–132.

Пусть (ηn(ω)) — последовательность независимых случайных величин таких, что ηn(ω)
принимает значения −1 и 1 с вероятностями pn и 1 − pn соответственно. Положим qn =
min{pn, 1 − pn}. Тогда для любой комплексной последовательности (an) такой, что
lim

n→∞
n
√
|an| = 1, окружность {z ∈ C : |z| = 1} почти наверное является естественной грани-

цей для функции fω(z) =
∑∞

n=0 anηn(ω)z
n тогда и только тогда, когда для любой возрас-

тающей последовательности (nk) неотрицательных целых чисел такой, что lim
k→∞

nk

k < +∞,

выполняется условие
∑∞

k=0 qnk
= +∞.

1. Вступ. Нехай CR = {z ∈ C : |z| = R}, DR = {z ∈ C : |z| < R} для кожного R ∈
(0,+∞). Розглянемо довiльну аналiтичну в околi точки z = 0 функцiю f . Кожну таку
функцiю можна розвинути в степеневий ряд

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n (1)

з радiусом збiжностi Rf > 0. Нехай Rf < +∞. Точку z0 ∈ CRf
називаємо особливою

точкою функцiї f , якщо не iснує числа ε > 0 такого, що цю функцiю можна аналiти-
чно продовжити в круг {z ∈ C : |z − z0| < ε}. Сукупнiсть усiх точок з CRf

, якi не є
особливими, позначатимемо Rf . Добре вiдомо, що кожна функцiя f вигляду (1) має
на колi CRf

принаймнi одну особливу точку, тобто множина Rf є вiдкритою строгою
пiдмножиною кола CRf

. Однак, може статися так, що коло CRf
є природною межею для
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функцiї f , тобто Rf = ∅. Вiдомим прикладом такої функцiї є функцiя Вейєрштрасса
f(z) =

∑∞
n=0 z

2n . Загалом, правильна така теорема Е. Фабрi [1].

Теорема A. Нехай (nk) — зростаюча послiдовнiсть невiд’ємних цiлих чисел така, що

lim
k→∞

nk

k
= +∞. (2)

Тодi для довiльної аналiтичної в D1 функцiї вигляду f(z) =
∑∞

k=0 ank
znk з Rf = 1

коло C1 є природною межею.

Умова (2) в теоремi A є в певному сенсi остаточною, на що вказує наступна теорема
Дж. Пойя [2].

Теорема B. Нехай (nk) — зростаюча послiдовнiсть невiд’ємних цiлих чисел така, що

lim
k→∞

nk

k
< +∞. (3)

Тодi iснує аналiтична в D1 функцiї вигляду f(z) =
∑∞

k=0 ank
znk з Rf = 1 така, що

Rf ̸= ∅.

Як виявляється, властивiсть, за якою коло CRf
є природною межею для функцiї (1),

є в певному сенсi типовою. Такий висновок можна зробити з наведених нижче теорем
для випадкових аналiтичних функцiй.

Нехай (Ω,A, P ) — деякий ймовiрнiсний простiр, а (ηn(ω)) — послiдовнiсть незале-
жних випадкових величин, заданих на цьому просторi. Поряд з аналiтичною функ-
цiєю (1) розглянемо випадкову аналiтичну функцiю

fω(z) =
∞∑
n=0

anηn(ω)z
n. (4)

Г. Штейнгауз [3] довiв таку теорему.

Теорема C. Нехай (ωn(ω)) — послiдовнiсть Штейнгауза, тобто послiдовнiсть незале-
жних випадкових величин, рiвномiрно розподiлених на [0, 1], ηn(ω) = e2πiωn(ω) для всiх
n ∈ N0, а (an) — довiльна послiдовнiсть комплексних чисел така, що lim

n→∞
n
√
|an| = 1.

Тодi для функцiї (4) коло C1 майже напевно (м. н.) є природною межею.

Правильна також наступна теорема Пелi–Зигмунда [4].

Теорема D. Нехай (εn(ω)) — послiдовнiсть Радемахера, тобто послiдовнiсть незале-
жних випадкових величин, кожна з яких приймає значення −1 i 1 з ймовiрнiстю 1

2
,

ηn(ω) = εn(ω) для всiх n ∈ N0, а (an) — довiльна послiдовнiсть комплексних чисел така,
що lim

n→∞
n
√
|an| = 1. Тодi для функцiї (4) коло C1 м. н. є природною межею.

Далi розглянемо загальну випадкову аналiтичну функцiю

fω(z) =
∞∑
n=0

ξn(ω)z
n, (5)

де (ξn(ω)) — довiльна послiдовнiсть комплексних незалежних випадкових величин. Тодi,
як добре вiдомо ([5]), Rfω є м. н. сталою величиною, а Rfω є м. н. сталою множиною.
Цi сталi величину i множину позначатимемо R̂fω i R̂fω вiдповiдно.
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Нехай 0 < R̂fω < +∞. К. Риль-Нарджевський [6], пiдтверджуючи гiпотезу Д. Бле-
куела, довiв таку теорему.

Теорема E. Нехай (ξn(ω)) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин.
(i) Якщо випадковi величини ξn(ω) симетричнi, то коло CR̂fω

м. н. є природною межею
для функцiї (5).

(ii) У загальному випадку або коло CR̂fω
м. н. є природною межею для функцiї (5),

або iснує звичайний степеневий ряд (1) з Rf = R̂fω такий, що R̂fω−f > R̂fω i коло
CR̂fω−f

м. н. є природною межею для функцiї fω − f .

Зауважимо, що теореми C i D є наслiдками з твердження (i) теореми E. Отже,
наведенi результати гарантують, що коло збiжностi випадкового степеневого ряду буде
природною межею для функцiї fω, лише у випадку, коли коефiцiєнти цього ряду є
симетричними випадковими величинами. Правильнi, однак, наступнi теореми [7, 8], якi
не вимагають симетричностi коефiцiєнтiв.

Теорема F. Нехай (ηn(ω)) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, матема-
тичнi сподiвання яких дорiвнюють нулю i |ηn(ω)| = 1 м. н. для всiх n ∈ N0, а (an) —
довiльна послiдовнiсть комплексних чисел така, що lim

n→∞
n
√
|an| = 1. Тодi для функцiї (4)

коло C1 майже напевно є природною межею.

Теорема G. Нехай (pn) — послiдовнiсть натуральних чисел, яка є лакунарною за Ада-
маром, тобто iснує число q > 1 таке, що pn+1

pn
≥ q (n ∈ N0), ηn(ω) = eipnω для всiх n ∈ N0,

а (an) — довiльна послiдовнiсть комплексних чисел така, що lim
n→∞

n
√
|an| = 1. Тодi для

функцiї (4) коло C1 є природною межею для майже всiх ω ∈ R (в сенсi мiри Лебега).

Метою цiєї статтi є доведення наступного узагальнення теореми D.

Теорема 1. Нехай (ηn(ω)) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, кожна з
яких приймає значення −1 i 1 з ймовiрностими pn i 1−pn вiдповiдно, а qn = min{pn, 1−
pn}. Для того, щоб для довiльної комплексної послiдовностi (an) такої, що lim

n→∞
n
√

|an| =
1, коло C1 м. н. було природною межею для функцiї (4), необхiдно i досить, щоб ряд∑∞

k=0 qnk
розбiгався для кожної зростаючої послiдовностi (nk) невiд’ємних цiлих чисел,

яка задовольняє умову (3).

2. Доведення теореми. Достатнiсть. Припустимо, що
∑∞

k=0 qnk
= +∞ для ко-

жної зростаючої послiдовностi (nk) невiд’ємних цiлих чисел, яка задовольняє умову
(3), але, всупереч твердженню теореми, iснує комплексна послiдовностi (an) така, що
lim
n→∞

n
√
|an| = 1, i для функцiї (4) маємо R:=R̂fω ̸= ∅.

Розглянемо ймовiрнiсний простiр (Ω×Ω,A×A, P ×P ) i випадковий степеневий ряд

F(ω1,ω2)(z) = fω1(z)− fω2(z) =
∞∑
n=0

an(ηn(ω1)− ηn(ω2))z
n =

∞∑
n=0

anβn(ω1, ω2)z
n. (6)

Легко бачити, що випадковi величини βn(ω1, ω2) = ηn(ω1) − ηn(ω2) набувають значень
−2, 2 i 0 з ймовiрностями pn(1− pn), pn(1− pn) i 1− 2pn(1− pn) вiдповiдно.

Оскiльки R̂fω1
= R̂fω2

= R, то за теоремою Фубiнi R ⊂ R̂F(ω1,ω2)
, тобто R̂F(ω1,ω2)

̸= ∅.
Тодi з симетричностi та незалежностi випадкових величин βn(ω1, ω2) i твердження (i)
теореми E випливає, що R:=R̂F(ω1,ω2)

> 1.
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Зафiксуємо довiльне ρ ∈ (1, R). Тодi iснує безлiч n ∈ N0, для яких |an| ≥ 1
ρn

, бо
в протилежному випадку lim

n→∞
n
√
|an| ≤ 1

ρ
< 1, що неможливо. Нехай, отже, (nk) —

зростаюча послiдовнiсть невiд’ємних цiлих чисел така, що

|ank
| ≥ 1

ρnk
(k ∈ N0); |an| <

1

ρn
(n ̸= nk, k ∈ N0). (7)

Покладемо

hω(z) =
∞∑

n̸=nk

anηn(ω)z
n, gω(z) = fω(z)− hω(z) =

∞∑
k=0

ank
ηnk

(ω)znk .

Оскiльки, згiдно з (7), R̂hω ≥ ρ > 1, то R̂gω = R̂fω = 1, R̂gω = R ≠ ∅. За теоремою A
тодi обов’язково виконується (3).

Розглянемо випадковий ряд

G(ω1,ω2)(z) =
∞∑
k=0

ank
βnk

(ω1, ω2)z
nk . (8)

Зрозумiло, що його радiус збiжностi не менший за радiус збiжностi ряду (6), тобто
R̂G(ω1,ω2)

≥ R. Отже, якщо B = {(ω1, ω2) ∈ Ω× Ω: RG(ω1,ω2)
≥ R}, то P (B) = 1.

Нехай Ak = {(ω1, ω2) ∈ Ω × Ω: |βnk
(ω1, ω2)| = 2}, а подiя A полягає в тому, що

виконується безлiч подiй Ak. Тодi P (Ak) = 2pnk
(1 − pnk

) для всiх k ∈ N0. Враховуючи,
що розбiжнiсть ряду

∑∞
k=0 qnk

за ознакою порiвняння рiвносильна розбiжностi ряду∑∞
k=0 pnk

(1− pnk
), отримуємо

∞∑
k=0

P (Ak) = 2
∞∑
k=0

pnk
(1− pnk

) = +∞.

Оскiльки подiї Ak — незалежнi, то P (A) = 1 за лемою Бореля-Кантеллi. Зрозумiло, що
P (A ∩B) = 1.

Зафiксуємо довiльне (ω1, ω2) ∈ A∩B. Тодi (ω1, ω2) сприяє появi безлiчi подiй Ak. Тому
множина K = {k ∈ N0 : |βnk

(ω1, ω2)| = 2} є нескiнченною, причому для всiх невiд’ємних
цiлих k /∈ K маємо βnk

(ω1, ω2) = 0. Отже,

G(ω1,ω2)(z) =
∑
k∈K

ank
βnk

(ω1, ω2)z
nk .

Але, з огляду на (7), для всiх k ∈ K отримуємо

|ank
βnk

(ω1, ω2)| ≥
2

ρnk
,

звiдки випливає, що RG(ω1,ω2)
≤ ρ < R, тобто (ω1, ω2) /∈ B. Отримали суперечнiсть, що

завершує доведення достатностi.

Необхiднiсть. Припустимо, що для довiльної комплексної послiдовностi (an) такої, що
lim
n→∞

n
√
|an| = 1, коло C1 м. н. є природною межею для функцiї (4), але, всупереч твер-

дженню теореми, iснує зростаюча послiдовностi (nk) невiд’ємних цiлих чисел, що задо-
вольняє умову (3), для якої

∑∞
k=0 qnk

< +∞.
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За теоремою B для послiдовностi (nk) iснує аналiтична функцiя g(z) =
∑∞

k=0 bnk
znk

така, що lim
k→∞

nk

√
|bnk

| = 1 i Rg ̸= ∅. Для довiльного k ∈ N0 покладемо ank
= bnk

εnk
, де

εnk
=

{
−1, якщо pnk

≥ 1
2
;

1, якщо pnk
< 1

2
.

Нехай an = 0 для кожного n ∈ N0 такого, що n ̸= nk для всiх k ∈ N0. Зрозумiло, що
lim
n→∞

n
√
|an| = 1.

Розглянемо подiї Ak = {ω ∈ Ω: ηnk
(ω) = −εnk

} i нехай подiя A полягає в тому, що
виконується лише скiнченне число подiй Ak. Легко бачити, що P (Ak) = qnk

для всiх
k ∈ N0, а тому

∞∑
k=0

P (Ak) =
∞∑
k=0

qnk
< +∞.

Тодi за лемою Бореля-Кантеллi отримуємо P (A) = 1.
Нехай ω ∈ A. Тодi ω сприяє появi лише скiнченного числа подiй Ak, тобто ηnk

(ω) =
εnk

для всiх k ≥ k0(ω). Для випадкового ряду (4) маємо

fω(z) =
∞∑
n=0

anηn(ω)z
n =

∞∑
k=0

bnk
εnk

ηnk
(ω)znk = g(z)−

k0(ω)∑
k=0

bnk
εnk

ηnk
(ω)znk ,

звiдки випливає, що Rfω = Rg. Отже, R̂fω = Rg ̸= ∅, тобто ряд (4) м. н. можна
продовжити через деяку дугу кола C1. Суперечнiсть. Теорему повнiстю доведено.
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