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Результаты Гана о бэровской класиффикации действительнозначных раздельно непре-
рывных функций перенесены на функции со значениями в произвольном локально выпу-
клом пространстве.

1. Стара задача про класифiкацiю Бера нарiзно неперервних вiдображень f : X1× ...×
Xn+1 → Z у даний час далека вiд свого повного розв’язання. Ще Лебеґ [1,2] вста-
новив, що кожна нарiзно неперервна функцiя f : Rn+1 → R належить до n-го класу
Бера. Крiм того, в [2] вiн увiв свою класифiкацiю функцiй через прообрази, яку iнодi
помилково називають борелевою. Питання берової та лебеґової класифiкацiй нарiзно
неперервних функцiй i зв’язкiв мiж ними дослiджувалося у працях багатьох матема-
тикiв (Г. Ган, К. Куратовський, Д. Монтґомерi, В. Моран, Б. Джонсон, Ж. Сан-Ремо,
В. Рудiн, Р. Ганселл, Ґ. Вера, М. Фосґерау, В. Маслюченко, О. Собчук, В. Михайлюк,
О. Карлова, Т. Банах та iн.), зокрема, вони розглядалися у дисертацiях [3]–[6].

Тут йтиме мова про берову класифiкацiю нарiзно неперервних функцiй та їх ана-
логiв зi значеннями в топологiчних векторних просторах. Започатковує цей напрямок
робота У. Рудiна [7], в якiй з допомогою розбиттiв одиницi встановлено, що для ме-
тризовного простору X, топологiчного простору Y i локально опуклого простору Z
кожне нарiзно неперервне вiдображення f : X × Y → Z належить до першого кла-
су Бера. Цей результат був розвинутий у працi [8], де простiр X вже σ-метризовний,
i дослiджувалися функцiї багатьох змiнних, правда, там розглядалися лише дiйсно-
значнi функцiї, а векторнозначнi — в [3]. В оглядi [9], сформульоване питання [9, c.239,
питання 11]: чи правильне твердження теореми Рудiна для довiльного топологiчного
векторного простору Z? Там же за допомогою початкового методу Лебеґа доведено, що
вiдповiдь ствердна для X = R. Незважаючи на значний розвиток цього результату в
працях [10]–[14] i появу нових методiв [6, 15, 16], сформульована проблема залишається
нерозв’язаною й досi.

Г. Ган [17, c.328], запропонувавши оригiнальну конструкцiю, довiв, що для сепара-
бельних метризовних просторiв X1, ..., Xn i довiльного топологiчного простору Xn+1

кожна нарiзно неперервна функцiя f : X1× ...×Xn+1 → R належить до n-го класу Бера.
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В пошуках нових пiдходiв до розв’язання розглянутої вище проблеми ми дослiджуємо у
цiй статтi питання про можливiсть перенесення методу Гана на векторнозначнi функцiї.
Використовуючи побудови Гана, ми вводимо для злiченної скрiзь щiльної в X множини
A = {a1, ..., an, ...} розбиття одиницi ϕn,1, ..., ϕn,n з функцiй ϕn,k, якi ми назвали функцiя-
ми Гана, i з їх допомогою показуємо, що за певних умов для кожної функцiї f : X×Y →
Z, яка неперервна вiдносно першої змiнної i належить до α-го класу Бера вiдносно
другої змiнної, функцiї

fn(x, y) =
n∑
k=1

ϕn,k(x)f(ak, y)

належать до α-го класу Бера i поточково збiгаються до f , а звiдси виводимо теорему
про берiвську класифiкацiю нарiзно неперервних вiдображень f : X1 × ...×Xn+1 → Z.

Хоча метод Гана, на вiдмiну вiд методу Рудiна, годиться лише для сепарабельних
метричних просторiв, але вiн дає явну конструкцiю апроксимуючих вiдображень fn, у
чому є його певна перевага. На жаль, i в цьому випадку метод спрацьовує лише для
локально опуклих просторiв Z. Для порiвняння ми даємо i вiдповiднi теореми з [3], якi
були отриманi методом Рудiна, у новому викладi.

2. Нехай X — метричний простiр. Вiдстань мiж його точками x′ i x′′ позначатимемо,
як i Г. Ган, символами x′x′′. Для скiнченної послiдовностi a1, ..., an з n рiзних точок
простору X i довiльного k ∈ {1, .., n}, як i в [17, §39], введемо функцiї g i gk, поклавши
g(x) = min{xa1, ..., xan} i gk(x) = max{2g(x)−xak, 0} для кожного x зX. З неперервностi
метрики на просторi X i операцiї переходу до максимуму i мiнiмуму випливає, що
функцiї g i gk неперервнi. Крiм того, g(x) ≥ 0 i gk(x) ≥ 0 на X.

Введемо у розгляд додатнi числа ρk = min{aiak : i 6= k ∈ {1, .., n}}/2 та ρi,k = aiak/3
при i, k ∈ {1, .., n}.

Лема 1. Для кожного k ∈ {1, .., n}:
а) якщо xak ≤ ρk, то g(x) = gk(x) = xak;

б) якщо xak ≤ ρi,k, то gi(x) = 0 при i 6= k.

Доведення. а) Нехай xak ≤ ρk. Тодi для довiльного i 6= k будемо мати

xai ≥ aiak − xak ≥ aiak − ρk ≥ aiak −
1

2
aiak =

1

2
aiak ≥ ρk ≥ xak,

отже, g(x) = xak. При цьому 2g(x) − xak = 2xak − xak = xak ≥ 0, отже, i gk(x) =
2g(x)− xak = xak.

б) Нехай i 6= k i xak ≤ ρi,k. Зрозумiло, що g(x) ≤ xak. Але aiak ≤ xai+xak ≤ xai+ρi,k,
звiдки випливає, що

xai ≥ aiak − ρi,k = aiak −
1

3
aiak =

2

3
aiak = 2ρi,k.

Тому 2g(x)−xai ≤ 2xak−xai ≤ 2ρi,k−2ρi,k = 0, отже, gi(x) = max{2g(x)−xai, 0} = 0.

Лема 2. Для кожного k ∈ {1, .., n} iснує таке число δk > 0, що для кожного x з
нерiвностi xak ≤ δk випливає, що gk(x) = xak i gi(x) = 0 для всiх i 6= k.

Доведення. Покладемо δk = min{ρi,k : i 6= k, i = 1, ..., n}. Оскiльки δk ≤ ρk i δk ≤ ρi,k при
i 6= k, то твердження леми 2 негайно випливає з леми 1.
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Лема 3. Нехай h(x) =
n∑
j=1

gj(x) на X. Тодi функцiя h неперервна, h(x) > 0 при x 6= ak,

k ∈ {1, .., n} i h(ak) = 0 для кожного k ∈ {1, .., n}.

Доведення. Функцiя h буде неперервною як скiнченна сума неперервних функцiй.
Далi для довiльного k, j ∈ {1, .., n} g(ak) = min{aka1, ..., akak, ..., akan} = 0, бо akak =

0, i gj(ak) = max{2g(ak)− akak, 0} = max{0, 0} = 0. Тому i h(ak) =
n∑
j=1

gj(ak) = 0.

Нехай x 6= ak для кожного k ∈ {1, .., n} i x ∈ X. Тодi xak > 0 для кожного k.
Iснує такий номер m ∈ {1, .., n}, що g(x) = xam. Тодi 2g(x) − xam = xam > 0. Тому i
gm(x) = xam > 0, звiдки випливає, що h(x) ≥ gm(x) > 0.

Введемо функцiї

ϕn,k(x) =


gk(x)
h(x)

, x 6= ai при j ∈ {1, .., n},
1, x = ak,

0, x = aj при j 6= k,

якi ми назвемо функцiями Гана, хоча Ган розглядав тiльки функцiї g i gk. Оскiльки за
лемою 3 h(x) > 0 при x 6= aj, то означення цих функцiй можливе.

Лема 4. а) Функцiї ϕn,k : X → [0, 1] неперервнi для кожного k ∈ {1, .., n}, причому
ϕn,k(x) = 1 i ϕn,j(x) = 0 при j 6= k, як тiльки xak ≤ δk = min{ρi,k : i 6= k}.

б)
n∑
k=1

ϕn,k(x) = 1 на X.

Доведення. а) Зрозумiло, що 0 ≤ ϕn,k(x) ≤ 1, бо 0 ≤ gk(x) ≤ h(x) на X. Неперервнiсть
функцiй ϕn,k у точках, вiдмiнних вiд aj, випливає з неперервностi функцiй gk та h.

Нехай xak ≤ δk i x 6= aj для кожного j. Тодi gk(x) = xak i gi(x) = 0 при i 6= k згiдно
з лемою 2, а значить, h(x) = gk(x) > 0. Тому

ϕn,k(x) =
gk(x)

h(x)
=
gk(x)

gk(x)
= 1 i ϕn,j(x) =

gj(x)

h(x)
=
gj(x)

gk(x)
= 0, якщо j 6= k.

Оскiльки за означенням функцiй Гана ϕn,k(ak) = 1 i ϕn,j(ak) = 0 при j 6= k, то ϕn,k(x) =
1 i ϕn,j(x) = 0 при j 6= k, як тiльки xak ≤ δk.

Для кожного j ∈ {1, .., n} розглянемо вiдкриту кулю Uj = {x ∈ X : xaj < δj}. За
доведеним ϕn,k |Uk= 1 i ϕn,k |Uj= 0 при j 6= k, отже, функцiї ϕn,k локально сталi в точках
a1, ..., an, звiдки негайно випливає їх неперервнiсть у цих точках.

б) Якщо x 6= aj при j ∈ {1, .., n}, то
n∑
k=1

ϕn,k(x) =
1

h(x)

n∑
k=1

gk(x) =
h(x)

h(x)
= 1.

Якщо ж x = aj для деякого j ∈ {1, .., n}, то ϕn,k(aj) = 1 при k = j i ϕn,k(aj) = 0 при
k 6= j, тому знову

n∑
k=1

ϕn,k(x) = ϕn,j(aj) = 1.
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3. Для топологiчних просторiв X i Y символ C(X, Y ) означає сукупнiсть усiх неперерв-
них вiдображень f : X → Y , а символ Cp(X, Y ) — простiр C(X, Y ) з топологiєю поточко-
вої збiжностi.

НехайX — метричний простiр, Z — топологiчний векторний простiр, a1, ..., an — рiзнi
точки з X i ϕn,k — вiдповiднi функцiї Гана. Спiвставивши кожнiй функцiї f ∈ C(X,Z)
функцiю fn = Hnf , яка визначається рiвнiстю

fn(x) =
n∑
k=1

ϕn,k(x)f(ak),

ми одержимо вiдображення Hn : C(X,Z) → C(X,Z), яке будемо називати оператором
Гана.

Теорема 1. Оператор Гана Hn є лiнiйним неперервним вiдображенням у просторi
Cp(X,Z).

Доведення. Зауважимо, що для топологiчного векторного простору Z простiр Cp(X,Z)
— це теж топологiчний векторний простiр, базу околiв нуля якого утворюють множини
OW ;x1,...,xn = {f ∈ C(X,Z) : f(xi) ∈ W при i ∈ {1, .., n}}, де x1, ..., xn ∈ X i W — окiл
нуля в Z. Для кожної точки x0 ∈ X вiдображення δx0 : Cp(X, Y ) → Z, δx0(f) = f(x0),
очевидно лiнiйне i неперервне.

Для кожної неперервної функцiї ϕ : X → R визначимо оператор Mϕ, який спiвстав-
ляє вектору z ∈ Z функцiю Mϕz = ϕz, що дiє з X в Z, за правилом (ϕz)(x) = ϕ(x)z.
З неперервностi операцiї множення на скаляри у просторi Z випливає, що функцiя ϕz
неперервна. Отже, Mϕ — це оператор, що дiє з простору Z у простiр C(X,Z). Так само
з неперервностi операцiї множення на скаляр легко отримуємо, що Mϕ є неперервним
оператором, що дiє з простору Z у простiр Cp(X,Z).

Нарештi з неперервностi операцiї додавання в Z легко вивести, що вiдображення

S : Cp(X,Z)n → Cp(X,Z), S(f1, ..., fn) =
n∑
k=1

fk,

теж неперервне.
З неперервностi вiдображень Mϕn,k : Z → Cp(X,Z) негайно випливає неперервнiсть

вiдображення M = Mϕn,1 × ...×Mϕn,n : Zn → Cp(X,Z)n яке спiвставляє набору векторiв
z = (z1, ..., zn) ∈ Zn набiр функцiй Mz = (ϕn,1z1, ..., ϕn,nzn), а з неперервностi вiдоб-
ражень δak : Cp(X,Z) → Z отримуємо неперервнiсть вiдображення D = (δa1 , ..., δan) :
Cp(X,Z)→ Zn, для якого Df = (f(a1), ..., f(an)).

Для кожної функцiї f ∈ C(X,Z) будемо мати

S(M(Df)) =
n∑
k=1

ϕn,kf(ak) = Hnf,

отже, Hn = SMD — це композицiя неперервних вiдображень D : Cp(X,Z) → Zn,
M : Zn → Cp(X,Z)n i S : Cp(X,Z)n → Cp(X,Z). Тому i оператор Гана Hn : Cp(X,Z) →
Cp(X,Z) буде неперервним.

Теорема 2. Нехай X — сепарабельний метричний простiр, Z — локально опуклий
простiр над полем K = R або C i A = {ak : k ∈ N} — скрiзь щiльна в X множина, що
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складається з рiзних точок ak. Нехай f ∈ C(X,Z), ϕn,k — функцiї Гана, що вiдповiдають
точкам a1, ..., an, Hn — вiдповiдний оператор Гана i fn = Hnf . Тодi fn ∈ C(X,Z) i для
кожного x ∈ X fn(x)→ f(x) при n→∞ у просторi Z.

Доведення. Нехай x ∈ X i W — окiл нуля в Z. Знайдемо такий опуклий окiл нуля V
в Z, що V ⊆ W . З неперервностi f у точцi x отримуємо, що iснує таке число δ > 0,
що для будь-якого u ∈ X з нерiвностi ux < 2δ випливає, що f(u)− f(x) ∈ V . Оскiльки
A = X, то iснує такий номер N , що aNx < δ.

Нехай n ≥ N . Тодi g(x) = min{xa1, ..., xan} ≤ aNx < δ. Припустимо, що k — це такий
з номерiв 1, ..., n, що для нього akx ≥ 2δ. Тодi 2g(x) < 2δ ≤ akx, отже, 2g(x)− akx < 0,
а тому, gk(x) = 0. Тодi, ϕn,k(x) = 0.

Оскiльки
∑n

k=1 ϕn,k(x) = 1, то

f(x) =
n∑
k=1

ϕn,k(x)f(x).

Тому

fn(x)− f(x) =
n∑
k=1

ϕn,k(x)(f(ak)− f(x)) = Σ1 + Σ2,

де
Σ1 =

∑
n∈I1

ϕn,k(x)(f(ak)− f(x)), Σ2 =
∑
n∈I2

ϕn,k(x)(f(ak)− f(x)),

I1 = {k : k ≤ n i akx < 2δ} i I2 = {k : k ≤ n i akx ≥ 2δ}. Але, як ми зауважили вище,
якщо k ∈ I2, то ϕn,k(x) = 0, тому Σ2 = 0. Отже,

fn(x)− f(x) = Σ1 ∈
∑
k∈I1

ϕn,k(x)V,

бо f(ak)− f(x) ∈ V при k ∈ I1. Оскiльки

∑
k∈I1

ϕn,k(x) ≤
n∑
k=1

ϕn,k(x) = 1,

числа λk = ϕn,k(x) ≥ 0 i 0 ∈ V , то з опуклостi множини V випливає, що
∑
k∈I1

λkV ⊆ V .

Тому fn(x) − f(x) ∈ V ⊆ W. Ми довели, що для довiльного околу нуля W в Z iснує
такий номер N , що fn(x)− f(x) ∈ W , як тiльки n ≥ N , а це i означає, що fn(x)→ f(x)
в Z.

4. Для топологiчних просторiв X i Y символом B1(X, Y ) ми позначаємо сукупнiсть
усiх вiдображень f : X → Y першого класу Бера, тобто таких f , що для них iснує
послiдовнiсть неперервних вiдображень fn : X → Y , для якої fn(x) → f(x) в Y для
кожного x ∈ X.

Нехай X, Y i Z — топологiчнi простори, f : X × Y → Z вiдображення i p = (x, y) ∈
X × Y . Покладемо, як звичайно, fx(y) = fy(x) = f(p).

Вiдображення f називається нарiзно неперервним, якщо для довiльних x ∈ X i
y ∈ Y вiдображення fx : Y → Z i fy : X → Z неперервнi. Сукупнiсть усiх нарiзно
неперервних функцiй f : X×Y → Z ми позначаємо символом CC(X×Y, Z). Неперервнi
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вiдносно топологiї добутку на X×Y вiдображення f : X×Y → Z називаються сукупно
неперервними i множина таких вiдображень позначається символом C(X×Y, Z). Симво-
лом B1(X × Y, Z) позначається множина всiх вiдображень f : X × Y → Z першого
класу Бера, тобто поточкових границь послiдовностi сукупно неперервних вiдображень
fn : X × Y → Z.

З теореми 2 легко вивести наступний результат.

Теорема 3. НехайX — сепарабельний метричний простiр, Y — топологiчний простiр, Z
— локально опуклий простiр над полем K = R або C, A = {ak : k ∈ N} — скрiзь щiльна в
X множина, що складається з рiзних точок, ϕn,k — функцiї Гана, що породженi точками
a1, ..., an, Hn — вiдповiдний оператор Гана, f ∈ CC(X × Y, Z) i fn(x, y) = Hn(fy)(x) для
довiльних (x, y) ∈ X ×Y . Тодi fn ∈ C(X ×Y, Z) i fn(p)→ f(p) у просторi Z для кожної
точки p ∈ X × Y . Зокрема, f ∈ B1(X × Y, Z) i CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z).

Доведення. Зауважимо, що для кожної неперервної функцiї ϕ : X → K i довiльного
неперервного вiдображення ψ : Y → Z вiдображення ϕ⊗ψ : X × Y → Z, (ϕ⊗ψ)(x, y) =
ϕ(x)ψ(y), є неперервним за сукупнiстю змiнних, адже воно подається у виглядi компо-
зицiї ϕ⊗ψ = m◦ (ϕ×ψ) неперервних вiдображень (ϕ×ψ)(x, y) = (ϕ(x), ψ(y)) : X×Y →
K× Z i m(λ, z) = λz : K× Z → Z. Оскiльки

fn(x, y) =
n∑
k=1

ϕn,k(x)f(ak, y),

то

fn =
n∑
k=1

ϕn,k ⊗ fak .

Тому fn ∈ C(X × Y, Z), адже ϕn,k ⊗ fak ∈ C(X × Y, Z) для кожного k ∈ {1, .., n}, бо
ϕn,k ∈ C(X,R) i fak ∈ C(Y, Z). Крiм того, скiнченна сума неперервних вiдображень зi
значеннями в топологiчному векторному просторi залишається нeперервним вiдобра-
женням.

Оскiльки функцiї fy : X → Z неперервнi, то за теоремою 2 для довiльних x ∈ X i
y ∈ Y fn(x, y) = (Hnfy)(x)→ fy(x) = f(x, y) у просторi Z. Отже, f ∈ B1(X × Y, Z).

5. Щоб перенести отриманий результат на випадок нарiзно неперервних вiдображень
f : X1 × ...×Xn+1 → Z, ми повиннi узагальнити теорему 3.

Для топологiчних просторiв X i Y i не бiльш нiж злiченного порядкового числа
α символом Bα(X, Y ) позначаємо сукупнiсть усiх вiдображень f : X → Y , якi є α-го
класу Бера. Це поняття вводиться iндуктивно. А саме, B0(X, Y ) = C(X, Y ), якщо α > 0
i класи Bξ(X, Y ) вже введенi при ξ < α, то f ∈ Bα(X, Y ), якщо iснує така послiдовнiсть
порядкових чисел ξn < α i послiдовнiсть вiдображень fn ∈ Bξn(X, Y ), що fn(x) → f(x)
в Y для кожного x ∈ X. Зауважимо, що класи Bα(X, Y ) з ростом α зростають.

Для топологiчних просторiв X, Y i Z символом CBα(X × Y → Z) ми позначаємо
сукупнiсть усiх вiдображень f : X × Y → Z, у яких fy ∈ C(X,Z) для кожного y ∈ Y i
fx ∈ Bα(Y, Z) для кожного x ∈ X. Клас Bα(X×Y, Z) — це клас Bα(T, Z), де T = X×Y
— топологiчний добуток просторiв X i Y .

Лема 5. Нехай X i Y — топологiчнi простори, Z — топологiчний векторний простiр
над K, ϕk : X → K — неперервнi скалярнi функцiї i fk : Y → Z — функцiї α-го класу
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Бера при k ∈ {1, .., n}. Тодi

f =
n∑
k=1

ϕk ⊗ fk ∈ Bα(X × Y, Z).

Доведення. Застосуємо трансфiнiтну iндукцiю. При α = 0 функцiї f1, ..., fn неперервнi
i належнiсть f ∈ B0(X × Y, Z) = C(X × Y, Z), яка випливає з неперервностi опера-
цiй у топологiчному векторному просторi, була фактично встановлена при доведеннi
теореми 3.

Припустимо, що α > 0 i наше твердження справджується для всiх порядкових чисел,
якi меншi вiд α. Доведемо, що воно справджується i для порядкового числа α.

Оскiльки fk ∈ Bα(Y, Z), то iснують такi послiдовностi порядкових чисел ξk,j < α
i функцiй fk,j ∈ Bξk,j(Y, Z), що fk,j(y) → fk(y) в Z при j → ∞ для кожного y ∈ Y .
Нехай ξj = max{ξ1,j, ..., ξn,j}. Тодi ξj < α для кожного j i fk,j ∈ Bξj(Y, Z) для будь-яких
k ∈ {1, .., n} i довiльного j. За iндуктивним припущенням

hj =
n∑
k=1

ϕn,k ⊗ fk,j ∈ Bξj(X × Y, Z)

для кожного j. При цьому з неперервностi операцiй у топологiчному векторному прос-
торi Z випливає, що

hj(x, y) =
n∑
k=1

ϕk(x)fk,j(y)→
n∑
k=1

ϕk(x)fk(y) = f(x, y)

на добутку X × Y . Тому f ∈ Bα(X × Y, Z).

Теорема 4. Нехай виконуються усi умови теореми 3, як тiльки f ∈ CBα(X × Y, Z).
Тодi функцiї fn(x, y) = Hn(fy)(x) належать до Bα(X × Y, Z) i fn(x, y) → f(x, y) на
X × Y у просторi Z при n→∞. Зокрема, f ∈ Bα+1(X × Y, Z) i виконується включення
CBα(X × Y, Z) ⊆ Bα+1(X × Y, Z).

Доведення. Оскiльки

fn(x, y) =
n∑
k=1

ϕn,k(x)f(ak, y),

тобто

fn =
n∑
k=1

ϕn,k ⊗ fak ,

функцiї Гана ϕn,k неперервнi i fak ∈ Bα(X, Y ), то fn ∈ Bα(X × Y, Z) за лемою 5. Решта
випливає з теореми 1, адже функцiї fy неперервнi, як i в теоремi 2.

6. НехайX1, ..., Xn, Z — топологiчнi простори i f : X1×...×Xn → Z — вiдображення. Для
точки a = (a1, ..., an) ∈ X = X1 × ... × Xn i довiльного iндексу k ∈ {1, .., n} позначимо
âk = (a1, ..., ak−1, ak+1, ..., an) i визначимо функцiю fâk : Xk → Z, поклавши fâk(xk) =
f(a1, ..., ak−1, xk, ak+1, ..., an) Вiдображення f називається нарiзно неперервним у точцi
a, якщо для кожного k ∈ {1, .., n} вiдображення fâk : Xk → Z є неперервним у точцi ak.
Вiдображення f називається нарiзно неперервним, якщо воно є таким у кожнiй точцi з

добутку X =
n∏
k=1

Xk.
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Теорема 5. Нехай X1, ..., Xn — сепарабельнi метричнi простори, Xn+1 — топологiчний
простiр, Z — локально опуклий простiр i f : X1 × ...×Xn+1 → Z — нарiзно неперервне
вiдображення. Тодi f ∈ Bn(X1 × ...×Xn+1, Z).

Доведення. Застосуємо iндукцiю вiдносно n. При n = 1 наше твердження випливає з
теореми 2.

Нехай n > 1 i твердження теореми справджується, коли число просторiв дорiвнює n.
Доведемо, що воно справджується i коли їх n+ 1.

Розглянемо топологiчний добуток Y = X2 × ... ×Xn+1 усiх просторiв без першого i
покладемо X = X1. Для точки (x1, ..., xn+1) ∈ X1 × ... × Xn+1 покладемо x = x1, y =
(x2, ..., xn+1) i f(x, y) = f(x1, ..., xn+1). За умовою fy ∈ C(X,Z) для кожного y ∈ Y , а за
iндуктивним припущенням fx ∈ Bn−1(Y, Z) для кожного x ∈ X. Тому f ∈ CBn−1(X ×
Y, Z). Тодi f ∈ Bn(X × Y, Z) = Bn(X1 × ... × Xn+1, Z) за теоремою 4, що й треба було
довести.

7. Тепер доведемо, що з допомогою методу Рудiна можна зняти умову сепарабельностi в
отриманих вище результатах. Цей метод базується на теоремi Стоуна про паракомпак-
тнiсть метричного простору [18, с.414] i теоремi Майкла про розбиття одиницi [18, с.447].
Наш виклад мiстить новий методичний момент у порiвняннi з [3, 7] — апроксимацiйну
теорему i оператори Рудiна. Нехай X — метричний простiр. Для кожного номера n
розглянемо покриття Bn простору X вiдкритими кулями

B
(
x,

1

n

)
=
{
u ∈ X : ux <

1

n

}
,

де x ∈ X. За теоремою Стоуна у кожне покриття Bn можна вписати вiдкрите локально
скiнченне покриття Un. За теоремою Майкла для кожного n iснує розбиття одини-
цi (ϕn,i)i∈In , яке пiдпорядковане покриттю Un i складається з ненульових неперервних
функцiй ϕn,i : X → [0, 1]. Виберемо в кожному з носiїв suppϕn,i = {x ∈ X : ϕn,i(x) 6= 0}
деяку точку xn,i.

Нехай Z — топологiчний векторний простiр i f : X → Z — неперервне вiдображення.
Для довiльного n i кожного x з X покладемо

fn(x) = (Rnf)(x) =
∑
i∈In

ϕn,i(x)f(xn,i).

Для кожної точки x0 ∈ X iснує такий її окiл U , що множина In(U) = {i ∈ In : U ∩
suppϕn,i 6= ∅} є скiнченною. Тодi ϕn,i(x) = 0 на U , якщо i 6∈ In(U), i

fn(x) =
∑

i∈In(U)

ϕn,i(x)f(xn,i)

на U . Це показує, що функцiя fn визначена i неперервна у точцi x0. Тому вiдображення
Rn — це лiнiйний оператор у просторi C(X,Z). Ми назвемо його оператором Рудiна.

Теорема 6. Нехай X — метричний простiр, Z — локально опуклий простiр, Rn —
оператор Рудiна, f ∈ C(X,Z) i fn = Rnf . Тодi fn(x)→ f(x) при n→∞ в Z на X.

Доведення. Нехай x ∈ X, W — окiл нуля в Z i V — такий опуклий окiл нуля в Z,
що V ⊆ W . З неперервностi функцiї f у точцi x випливає, що iснує таке δ > 0, що з
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нерiвностi ux < δ випливає, що f(u)− f(x) ∈ V . Вiзьмемо номер N настiльки великим,
що 1/N < δ/2. Нехай n ≥ N . Множина In(x) = {i ∈ In : ϕn,i(x) 6= 0} скiнченна i

fn(x)− f(x) =
∑

i∈In(x)

ϕn,i(x)(f(xn,i)− f(x)).

Якщо i ∈ In(x), то точки xn,i i x належать до носiя suppϕn,i функцiї ϕn,i, який мiститься
у деякому елементi U покриття Un, а той у свою чергу в деякiй кулi B(a, 1

n
) з Bn. Тому

xn,ix ≤ xn,ia+ xa < 2/n ≤ 2/N < δ, а отже, f(xn,i)− f(x) ∈ V . В такому разi

fn(x)− f(x) ∈
∑

i∈In(x)

ϕn,i(x)V ⊆ V,

адже множина V опукла, 0 ∈ V i ϕn,i(x) ≥ 0 i∑
i∈In(x)

ϕn,i(x) ≤
∑
i∈In

ϕn,i(x) = 1.

Тому fn(x)− f(x) ∈ W при n ≥ N , отже, fn(x)→ f(x) в Z.

8. Для топологiчних просторiв X, Y i Z i порядкового числа α символом CBα(X× Y, Z)
ми будемо позначати сукупнiсть усiх вiдображень f : X×Y → Z, для яких fy ∈ C(X,Z)
для кожного y ∈ Y i множина XBα(f) = {x ∈ X : fx ∈ Bα(Y, Z)} скрiзь щiльна в X.

Наступне твердження подiбно до леми 5 легко довести iндукцiєю за α.

Лема 6. Нехай X i Y — топологiчнi простори, Z — топологiчний векторний простiр,
(ϕi)i∈I — локально скiнченне розбиття одиницi наX i (gi)i∈I — сiм’я вiдображень з класу
Bα(Y, Z). Тодi формулою

g(x, y) =
∑
i∈I

ϕi(x)gi(y)

визначається вiдображення f : X × Y → Z, що входить у клас Bα(X × Y, Z).

З цiєї леми i теореми 6 виводимо наступний результат.

Теорема 7. Нехай X — метричний простiр, Y — топологiчний простiр, Z — локаль-
но опуклий простiр, Rn — оператор Рудiна, побудований за точками xn,i ∈ XBα(f) ∩
suppϕn,i, f ∈ CBα(X × Y, Z) i fn(x, y) = (Rnfy)(x). Тодi fn ∈ Bα(X × Y, Z) i fn(x, y) →
f(x, y) на X × Y . Зокрема, f ∈ Bα+1(X × Y, Z) i виконується включення

CBα(X × Y, Z) ⊆ Bα+1(X × Y, Z).

Доведення. Зауважимо, що XBα(f) = X, а suppϕn,i — це вiдкрита непорожня множина,
отже, XBα(f) ∩ suppϕn,i 6= ∅ i тому для кожного i ∈ In можна вибрати точку

xn,i ∈ XBα(f) ∩ suppϕn,i

i за цими точками побудувати оператор Рудiна Rn. Оскiльки fxn,i ∈ Bα(Y, Z) i

fn(x, y) =
∑
i∈In

ϕn,i(x)fxn,i(y),

то fn ∈ Bα(X × Y, Z) згiдно з лемою 6. Крiм того, з теореми 6 випливає, що fn(x, y) =
(Rnfy)(x)→ fy(x) = f(x, y) на X × Y , що й треба було довести.
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З цiєї теореми негайно випливає

Теорема 8. Нехай X1, ..., Xn — метризованi простори, Y — топологiчний простiр, Z —
локально опуклий простiр i f : X1× ...×Xn+1 → Z — нарiзно неперервне вiдображення.
Тодi f ∈ Bn(X1 × ...×Xn+1, Z).

Доведення легко провести, застосувавши, як i в теоремi 5, iндукцiю за n.
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