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We present a new concept of lower semicontinuity for vector-valued mappings, so-called
lower epi-semicontinuity, which is closely related with the sequential closedness of epigraphs of
these mappings. We consider the case when the mappings take values in a real Banach space Y
partially ordered by a closed convex pointed cone Λ, and we make no additional assumptions
on topological interior of the ordering cone. We also study the comparison of the lower epi-
semicontinuity with the classical notion of lower semicontinuity and its generalizations.

А. В. Довженко, П. I. Когут. Epi-полунепрерывные снизу отображения и их свойства //
Мат. Студiї. – 2011. – Т.36, №1. – C.?–?.

Пусть f — векторнозначное отображение, действующее в полуупорядоченное замкну-
тым выпуклым заостреным конусом Λ действительное банахово пространство Y •. Для
таких отображений вводится понятие epi-полунепрерывности снизу (epi-пн.сн.). Изуче-
ны свойства epi-пн.сн. отображений и их взаимосвязь с классом отображений, имеющих
секвенциально замкнутый надграфик. Установлены соотношения между существующими
концепциями полунепрерывности снизу.

1. Вступ. Одним iз найбiльш вiдомих результатiв класичного аналiзу, який тiсно пов’я-
заний з двадцятою проблемою Гiльберта щодо iснування розв’язкiв задач варiацiйного
числення, є наступний: нехай (X, τ) — топологiчний простiр, який задовольняє першу
аксiому злiченностi, f : X → R ∪ {+∞} — довiльна функцiя. Тодi є еквiвалентними
наступнi твердження:

(i) для довiльного x ∈ X i довiльної послiдовностi {xn}n∈N, яка τ -збiгається до x при
n→∞, справедливо f(x) ≤ lim inf

n→∞
f(xn):= lim

n→∞
inf
i≥n

f(xi);

(ii) надграфiк функцiї f , тобто множина epi = {(x, λ) ∈ X × R : λ ≥ f(x)}, є замкне-
ним в просторi X × R.

Власне, кожне з цих тверджень може виступати як самостiйне означення такого поняття
як напiвнеперервнiсть знизу функцiї f : X → R ∪ {+∞}.

Проблема, яка розглядається в данiй роботi, безпосередньо пов’язана з узагальне-
нням даного результату на випадок, коли f є вiдображенням простору X в частково
упорядкований за деяким конусом Λ нормований простiр Y . Вiдомо, що класична кон-
цепцiя напiвнеперервностi знизу (див. пункт (i)) має декiлька, загалом незалежних,
узагальнень на векторнозначний випадок. Зокрема, це такi поняття як напiвнеперерв-
нiсть знизу за конусом, квазi-напiвнеперервнiсть знизу, порядкова напiвнеперервнiсть,
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Зауважимо, що, на вiдмiну вiд скалярного випадку, в частково впорядкованих про-
сторах точна нижня грань множини може не належати її замиканню в обранiй то-
пологiї. Дiйсно, нехай Y = R2 i Λ = R2

+ — конус додатних елементiв в R2. Нехай
A = {(0, 2) , (2, 0)}. Тодi, легко бачити, що infR2

+
A = (0, 0).

Означення 3. Будемо казати, що множина A ⊂ Y обмежена зверху (знизу) за кону-
сом Λ, якщо iснує елемент b ∈ Y такий, що a ≼Λ b, ∀a ∈ A (a ≽Λ b, ∀a ∈ A).

Означення 4 ([4]). Множина всiх Λ-мiнiмальних елементiв множини A ∈ Y називає-
ться ефективним Λ-мiнiмумом множини A i позначається як Λ-MinA.

Позначимо через {−∞Λ} та {+∞Λ} пару невласних елементiв простору Y , якi задо-
вольняють умову: −∞Λ ≼Λ y ≼Λ +∞Λ, ∀y ∈ Y . Надалi вважатимемо, що (+∞Λ) +
(−∞Λ) = 0Y . Нехай Y • — напiврозширений простiр Y ∪ {+∞Λ}. Тодi Y • залишається
нормованим простором, якщо покласти ∥+∞Λ∥Y = +∞ та y+α (+∞Λ) = +∞Λ, ∀y ∈ Y,
∀α ∈ R+.

Якщо множина A ⊂ Y не є обмеженою знизу за конусом, то будемо вважати, що
infΛA = −∞Λ.

Означення 5. Будемо казати, що послiдовнiсть {yn}y∈N з простору Y τ -збiгається до
елемента {−∞Λ}, якщо infΛ {yn}n∈N = −∞Λ.

Суттєвим розширенням поняття ефективного Λ-мiнiмума є наступна концепцiя:

Означення 6 ([4]). Ефективним Λτ -мiнiмумом множини A ⊂ Y називається множи-
на Λ-мiнiмальних елементiв замикання множини A в топологiї τ , у разi коли вона не є
порожньою, i {−∞Λ} в iншому випадку:

Λτ–MinA =

{
Λ–Min (clτ A) , Λ–Min (clτ A) ̸= ∅
{−∞Λ} , в iншому випадку.

(1)

Нехай X∂ — непорожня пiдмножина простору X, а f : X∂ → Y — довiльне вiдобра-
ження. Нехай {yn}n∈N — послiдовнiсть в просторi Y . Множину всiх її часткових границь
в τ -топологiї простору Y будемо позначати через Lτ {yn}. Отже, якщо y ∈ Lτ {yn}, то
iснує пiдпослiдовнiсть {yni

}i∈N ⊂ {yn}n така, що yni

τ→ y в Y при i→∞.
Для довiльного f : X∂ → Y та фiксованої точки x0 ∈ X∂ введемо до розгляду мно-

жину:
Lµ (f, x0) :=

∪
{xk}k∈N∈M(x0)

Lτ {f (xk)} , (2)

де через M (x0) позначено сукупнiсть всiх послiдовностей {xk}k∈N ⊂ X∂, якi сильно
збiгаються до x0 в просторi X.

Як випливає з наведених вище означень, для вiдображення f , яке необмежене зни-
зу за конусом в околi деякої точки x0, множина Lµ (f, x0) мiстить невласний елемент
{−∞Λ}. Надалi будь-яке вiдображення f : X∂ → Y будемо пов’язувати з його розширен-
ням f̂ : X → Y • на весь простiр X за правилом

f̂(x) =

{
f(x), x ∈ X∂,

+∞Λ, x ̸∈ X∂.
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Означення 7. Будемо казати, що вiдображення f : X → Y • є обмеженим знизу (звер-
ху) в точцi x0, якщо для будь-якої збiжної до x0 послiдовностi {xn}n∈N вiдповiдна
послiдовнiсть значень {f (xn)}n∈N є обмеженою знизу(зверху) за конусом.

3. Властивiсть напiвнеперервностi та її узагальнення. В цьому параграфi наве-
демо короткий огляд найбiльш вiдомих понять та результатiв, якi пов’язанi з узагаль-
ненням концепцiї напiвнеперервностi знизу (нн.зн.) для векторнозначних вiдображень
f : X → Y •. Нехай f : X → Y • — довiльне вiдображення. Пов’яжемо з ним його над-
графiк

epif := {(x, y) ∈ X × Y • |f(x) ≼Λ y} . (3)

Як вiдомо, концепцiя напiвнеперервностi знизу скалярних функцiй тiсно пов’язана з
властивiстю замкненостi їх надграфiкiв, а саме функцiя f : X → R∪{+∞} є нн.зн. тодi
i тiльки тодi, коли її надграфiк є замкненою множиною. Проте, подiбне твердження
для випадку векторнозначних вiдображень f : X → Y • є, загалом, хибним. Бiльше того,
узагальнення концепцiї напiвнеперервностi знизу на випадок вiдображень, якi дiють в
частково упорядкованi векторнi простори, є неоднозначним. До найбiльш вiдомих таких
узагальнень можна вiднести наступнi:

Означення 8 ([9]). Вiдображення f : X → Y • називається секвенцiально напiвнеперер-
вним знизу (ск.нн.зн.) в точцi x0 ∈ X, якщо для довiльного y ≼Λ f (x0) та для будь-якої
послiдовностi {xn}n∈N ⊆ X, яка сильно збiгається до x0, iснує τ -збiжна до y послiдов-
нiсть {yk}k∈N ⊂ Y така, що yk ≼Λ f (xk) ∀k ∈ N.

Означення 9 ([5]). Вiдображення f : X → Y • називається квазi-напiвнеперервним зни-
зу (кв.-нн.зн.) в точцi x0 ∈ X, якщо для будь-якого b ∈ Y такого, що b �Λ f (x0), iснує
такий окiл O(x0) елемента x0 в сильнiй топологiї простору X, в якому b �Λ f(x) ∀x ∈
O(x0).

Означення 10 ([4]). Вiдображення f : X → Y • називається Λτ -напiвнеперервним знизу
в точцi x0 (вiдносно сильної топологiї простору X), якщо f(x0) ∈ Λτ -lim inf

x→x0

f(x). Тут

через Λτ -lim inf
x→x0

f(x) позначено Λτ -нижню границю вiдображення f : X → Y • в точцi
x0 ∈ X, яка визначається за правилом

Λτ– lim inf
x→x0

f(x):=

{
Lµ
min(f, x0), Lµ

min(f, x0) ̸= ∅,

Λτ–MinLµ(f, x0), Lµ
min(f, x0) = ∅,

(4)

де
Lµ
min(f, x0):= {y∗ ∈ Lµ(f, x0) : (y

∗ − Λ) ∩ f(X) ∈ {∅, y∗}} . (5)

Надалi будемо опускати iндекс τ в означеннi Λ-нн.зн., маючи на увазi ∗-слабку то-
пологiю простору Y .

Означення 11. Вiдображення f : X → Y • називається ск.нн.зн. (вiдповiдно, кв.-нн.зн.
та Λ-нн.зн.) на X, якщо f ск.нн.зн. (вiдповiдно, кв.-нн.зн. та Λ-нн.зн.) в кожнiй точцi
простору X.

Наведемо перелiк найбiльш вагомих результатiв, якi стосуються означених вище
понять (див., напр., [4], [8], [10]).
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1. Якщо Y = R i Λ = R≥, то поняття ск.нн.зн., кв.-нн.зн. та Λ-нн.зн. тотожнi кла-
сичному означенню напiвнеперервностi знизу для скалярних функцiй f : X →
R ∪ {+∞}.

2. Якщо вiдображення f : X → Y • — ск.нн.зн. в точцi x0 ∈ X, то воно є квазi-нн.зн.
в цiй точцi.

3. Якщо вiдображення f ск.нн.зн. в точцi x0 ∈ X, то воно є Λ-нн.зн. в x0.

4. Властивостi Λ- та квазi-напiвнеперервностi знизу в точцi x0 ∈ X для вiдображення
f не гарантують його секвенцiальну напiвнеперервнiсть знизу в цiй точцi.

5. Вiдображення f є кв.-нн.зн. тодi i тiльки тодi коли для кожного b ∈ Y множина
{x ∈ X : f(x) ≤ b} є сильно замкненою в X.

6. Надграфiк секвенцiально напiвнеперервного знизу вiдображення f є секвенцiально
µ-замкненим, проте обернене твердження, в загальному випадку, є хибним.

7. Якщо надграфiк epif вiдображення f : X → Y • є секвенцiально µ-замкненим, то
f — кв.-нн.зн. вiдображення, проте обернене твердження справедливе лише за умо-
ви, коли конус Λ має непорожню внутрiшнiсть.

Таким чином, для довiльного вiдображення f мають мiсце наступнi спiввiдношення
мiж наведеними концепцiями секвенцiальної напiвнеперервностi знизу та властивiстю
секвенцiальної µ-замкненостi його надграфiка: "Λ-нн.зн." ← "ск.нн.зн." → "секвен-

цiальна µ-замкненiсть надграфiка"
int Λ ̸=∅
� "кв.-нн.зн.".

Для iлюстрацiї твердження з пункту 7, наведемо приклад квазi-напiвнеперервного
знизу вiдображення, надграфiк якого не є замкненим.

Приклад 1. Нехай гiльбертiв простiр l∗2 частково упорядковано за конусом невiд’ємних
елементiв Λ = {(x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ l∗2| xi ≥ 0, ∀i ∈ N}. Легко бачити, що конус Λ має
порожню внутрiшнiсть як в сильнiй, так i в ∗-слабкiй топологiї простору l∗2. Розглянемо
вiдображення f : R→ l∗2, яке задане правилом

f(x) =



0l∗2 , |x| ≥ 1,

(0, 0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .), 1
2n+1

≤ |x| ≤ 1
2n
, n ∈ N(

1
2
, 0, 0, . . .

)
, x = 0,

+∞Λ, в iншому випадку.

(6)

Оскiльки властивiсть кв.нн. знизу для f у точках x ̸= 0 є очевидною, то розглянемо
випадок, коли x = 0. Покажемо, що в цьому випадку для довiльного b �Λ f(0) =(
1
2
, 0, 0, . . .

)
iснує окiл точки 0: On(0) =

(
− 1

n
, 1
n

)
, на якому b �Λ f(On(0)). Дiйсно, при-

пустивши обернене, для довiльного номера n0 ∈ N знайдеться елемент y0 ∈
(
− 1

n0
, 1
n0

)
такий, що b ≽Λ f (y0). За побудовою маємо: f (y0) = (0, 0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n(y0)

, 0, . . .). Тодi знайдеться

окiл On1(0) =
(
− 1

n(y0)+1
, 1
n(y0)+1

)
такий, що (0, 0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n(y0)

, 0, . . .) ̸∈ f (On1(0)). Отже в цьому

околi повинна iснувати точка y1 така, що f (y1) = (0, 0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n(y1)

, 0, . . .) ≼Λ b, де n (y1) >
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n (y0). Продовжуючи цей процес, приходимо до наступної послiдовностi елементiв прос-
тору l∗2: {

(0, 0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n(yi)

, 0, . . .)
}

i=0,1,...
де n (yi)→∞ при i→∞. (7)

Оскiльки елемент b ∈ l∗2 повинен бути бiльшим за конусом Λ анiж усi елементи цiєї
послiдовностi, то це означає, що компоненти вектора b = (b0, b1, b2, . . .) є невiд’ємними
числами та такими, що

bn(yi) ≥ 1, ∀i ∈ N. (8)

Об’єднуючи (7) та (8), отримуємо lim sup
k→∞

b2k ≥ 1, що означає: ряд
∞∑
k=1

b2k є розбiжним.

Отже, елемент b не належить простору l∗2, тобто вихiдне припущення було хибним.
Таким чином, вiдображення f є кв.-нн.зн. на R.

Тепер покажемо, що надграфiк вiдображення f не є секвенцiально µ-замкненим в
сенсi означення 1. Для цього розглянемо послiдовнiсть

{(
1
2n
, f

(
1
2n

))}
n∈N ⊂ epi f. Оскiль-

ки
1

2n
→ 0 при n→ +∞, f

(
1

2n

)
= (0, 0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, . . .)
τ→ 0l∗2 при n→ +∞,

то пара
(
0, 0l∗2

)
∈ R × l∗2 є µ-границею означеної послiдовностi. Проте 0l∗2 �Λ f(0) =(

1
2
, 0, 0, . . .

)
. Отже,

(
0, 0l∗2

)
не належить надграфiку вiдображення f , що i потрiбно було

встановити.

Зауваження 1. Вiдображення f , яке задане правилом (6), не є Λ-нн.зн. в точцi 0.
Дiйсно, виходячи з означення нижньої границi (див. (4)), маємо Λτ -lim inf

x→0
f(x) =

{
0l∗2

}
.

Проте, f(0) =
(
1
2
, 0, 0, . . .

)
. Таким чином, властивiсть квазi-напiвнеперервностi знизу

для вiдображення f ще не гарантує його Λ-напiвнепервностi знизу в цiй точцi.

4. Поняття epi-напiвнеперервностi знизу. Нехай f : X → Y • — довiльне вiдображе-
ння, i нехай простори X та Y надiленi, вiдповiдно, сильною та ∗-слабкою топологiями.
Беручи до уваги означення 2 та конструкцiю (2), введемо до розгляду наступне поняття:

Означення 12. Вiдображення f : X → Y • будемо називати epi-напiвнеперервним зни-
зу (epi-нн.зн.) в точцi x0 ∈ X, якщо

f (x0) = infΛ L
µ (f, x0) . (9)

У випадку, коли спiввiдношення (9) виконується в усiх точках x0 простору X, будемо
казати, що вiдображення f : X → Y • є epi-нн.зн. на X.

Зауваження 2. Нехай Y = R i Λ = R≥. Тодi з (9) маємо

infΛ L
µ (f, x0) = lim inf

x→x0

f (x) . (10)

Отже, в скалярному випадку поняття epi-нн.зн. еквiвалентне поняттю класичної се-
квенцiальної напiвнеперервностi знизу. Таким чином, внаслiдок зазначених вище влас-
тивостей, усi чотири наведених в роботi концепцiї напiвнеперервностi знизу ( ск.нн.зн.,
кв.-нн.зн., Λ-нн.зн., та epi-нн.зн.) збiгаються у скалярному випадку.
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До характерних властивостей epi-нн.зн. вiдображень варто вiднести наступнi (див
теореми 1 та 2), якi не мають свого прямого аналогу для вiдображень iншого типу.

Теорема 1. Нехай f : X → Y • — довiльне вiдображення, надграфiк якого epif є се-
квенцiально µ-замкненою пiдмножиною в X × Y . Тодi f : X → Y • — epi-нн.зн. на X.

Доведення. Припустимо обернене. Тодi знайдеться точка x0 ∈ X така, що

f (x0) ̸= infΛ L
µ (f, x0) . (11)

Це означає, що можна вказати послiдовнiсть {xn}n∈N ⊂ X, для якої справедливо насту-
пне:

xn → x0, f (xn)
τ→ f∗, f ∗ �Λ f (x0) . (12)

За побудовою маємо: (xn, f (xn)) ∈ epi f для всiх n ∈ N. При цьому (xn, f (xn))
µ→

(x0, f
∗). Проте, як випливає з (12), (x0, f

∗) ̸∈ epi f , що суперечить µ-замкненостi над-
графiка. Отже, зроблене припущення було хибним, що i доводить теорему.

Введемо ряд допомiжних понять.

Означення 13. Вiдображення f : X → Y • будемо називати локально обмеженим знизу
за конусом Λ, якщо для будь-якої точки x0 ∈ X знайдуться окiл O(x0) та елемент b ∈ Y
такi, що b ≼Λ f(x), ∀x ∈ O(x0).

Означення 14 ([3]). Норму ∥ · ∥Y в просторi Y називають Λ-монотонною, якщо для
довiльних елементiв y, z ∈ Y з нерiвностi 0Y ≼Λ y ≼Λ z випливає ∥y∥Y ≤ ∥z∥Y .

Означення 15 ([6]). Нехай Θ — непорожня пiдмножина дiйсного лiнiйного простору
Z. Тодi

cor (Θ) := {ȳ ∈ Θ |∀y ∈ Z ∃ᾱ > 0: ȳ + αy ∈ Θ,∀α ∈ [0, ᾱ]} (13)

називають алгебраїчною внутрiшнiстю множини Θ.

Твердження 1. Нехай дiйсний нормований простiр Y частково упорядковано за ко-
нусом Λ, який має непорожню алгебраїчну внутрiшнiсть. Тодi в просторi Y знайдеться
послiдовнiсть {bn}∞n=1 ⊂ Y , для якої виконується тотожнiсть

∞∪
n=1

(bn + Λ) = Y. (14)

Доведення. Нехай b0 — довiльний представник множини cor Λ. Побудуємо послiдовнiсть
{bn}∞n=1 за правилом

bn = −n · b0, n ∈ N. (15)

Виходячи з вихiдних припущень та означення 15, для довiльного y ∈ Y знайдеться
число α > 0 таке, що b0 + α · y ∈ Λ для всiх α ∈ [0, α]. Отже, має мiсце наступна
iмплiкацiя

b0 + α · y ≽Λ 0Y =⇒ α · y ≽Λ −b0 =⇒ n · α · y ≽Λ −n · b0 ∀n ∈ N. (16)

В силу довiльностi n, знайдеться n0, для якого 1
n0
∈ [0, α]. Звiдси отримуємо

y ≽Λ −n0 · b0, (17)

а отже y ≽Λ −n · b0 ∀n ≥ n0, що i потрiбно було встановити.
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Твердження 2. Нехай виконуються припущення твердження 1. Тодi будь-яке epi-
нн.зн. вiдображення f : X → Y • є локально обмеженим знизу за конусом.

Доведення. Припустимо обернене, а саме iснує точка x0 ∈ X, в околi якої вiдображення
f не є обмеженим знизу за конусом Λ. Тодi для будь-якого околу On(x0) точки x0 та
довiльного b ∈ Y знайдеться елемент xn ∈ On(x0), для якого f(xn) �Λ b. Побудуємо
послiдовнiсть {bn}∞n=1 ⊂ Y за правилом (15). Нехай {On(x0)}∞n=1 — монотонна (за вклю-
ченням On+1(x0) ⊂ On(x0) ) послiдовнiсть околiв точки x0 , яка задовольняє умову
On(x0)→ {x0} при n→∞ (в сенсi Куратовського).

В силу вихiдних припущень, для кожного n ∈ N знайдеться точка xn ∈ On(x0), для
якої f(xn) �Λ bn. Ясно, що послiдовнiсть {xn}∞n=1 збiгається до x0. Проте вiдповiдна
послiдовнiсть {f(xn)}∞n=1 не є обмеженою знизу за конусом. Дiйсно, якщо б iснував
елемент y∗ ∈ Y такий, що y∗ ≼Λ f(xn) ∀n ∈ N, то за побудовою послiдовностi {bn}∞n=1

знайдеться номер n0, при якому bn ≼Λ y∗ для всiх n > n0. З цього випливає, що f(xn) �Λ

y∗. Отже, послiдовнiсть {f(xn)}∞n=1 не обмежена знизу за конусом. Це означає, що її
границею є невласний елемент −∞Λ. Проте цей факт суперечить властивостi epi-нн.зн.
вiдображення f . Тим самим твердження доведено.

Всюди далi в данiй роботi будемо вважати, що конус Λ, який задає частковий поря-
док на просторi Y , має непорожню алгебраїчну внутрiшнiсть.

Теорема 2. Нехай норма ∥ · ∥Y простору Y є Λ-монотонною. Нехай f : X → Y • —
epi-нн.зн. вiдображення. Тодi його надграфiк epif є секвенцiально µ-замкненою пiд-
множиною в X × Y .

Зауваження 3. Умова монотонностi норми не є надто обмежливим припущенням.
Наприклад, нехай на просторах C(Ω) та Lp(Ω) при p ≤ 2, де Ω — обмежена вiдкрита
множина, задано частковий порядок, який породжено вiдповiдними конусами Λ не-
вiд’ємних елементiв. Тодi норми в цих просторах є Λ-монотонними (див., напр., [6]).

Доведення. Припустимо обернене, а саме, нехай за зроблених припущень множина epi f
не є секвенцiально µ-замкненою. Тодi

∃ {(xn, yn)}n∈N ∈ epi f така, що (xn, yn)
µ→ (x0, y0) ̸∈ epi f. (18)

Отже, розкриваючи змiст виразу (18), маємо:

xn → x0 сильно в X, yn
τ→ y0 в Y ; (19)

f (xn) ≼Λ yn, для всiх n ∈ N; (20)
f (x0) �Λ y0. (21)

В силу (19)2, послiдовнiсть {yn}n∈N є обмеженою за нормою простору Y , тобто

∃ c > 0: sup
n∈N
∥yn∥Y ≤ c. (22)

Окрiм цього, беручи до уваги збiжнiсть (19)1 та обмеженiсть знизу за конусом Λ (див.
твердження 2), маємо: iснує елемент b ∈ Y та номер n0 такi, що

b ≼Λ f (xn) , ∀n > n0. (23)
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Тодi Λ-монотоннiсть норми простору Y та нерiвностi (23), (18) i (20) забезпечують обме-
женiсть послiдовностi {f(xn)}∞n=n0

за нормою простору Y . В результатi, залучивши те-
орему Банаха-Алаоглу, з послiдовностi {f(xn)}∞n=n0

можна видiлити τ -збiжну пiдпослi-
довнiсть (збережемо для неї попереднi позначення). Нехай f ∗ є τ -границею обраної
пiдпослiдовностi. За побудовою маємо f∗ ∈ Lµ (f, x0). Оскiльки Λ — замкнений опу-
клий конус, то перейшовши в (20) до границi при n→∞, отримаємо f ∗ ≼ y0, що в купi
з (21) дає: f (x0) � f ∗. Отже, f (x0) ̸= infΛ L

µ (f, x0), що суперечить припущенню щодо
epi-нн.зн. вiдображення f в точцi x0. Тим самим, теорема доведена.

5. Порiвняльний аналiз концепцiй напiвнеперервностi. Проведемо тепер порiв-
няльний аналiз наведених в роботi понять напiвнеперервностi знизу та epi-напiвнеперер-
вностi знизу. Як i ранiше, будемо вважати, що банахiв простiр Y надiлено ∗-слабкою
топологiєю τ i частково упорядковано опуклим загостреним τ -замкненим конусом Λ.
Нехай f : X → Y • — довiльне вiдображення, та нехай x0 — довiльна точка множини X
така, що f(x0) ≺Λ +∞Λ.

Теорема 3. Якщо вiдображення f : X → Y • є ск.нн.зн. в точцi x0, то f є epi-нн.зн. в
цiй точцi.

Доведення. Припустимо обернене, а саме, нехай f не є epi-нн.зн. в точцi x0. В цьому
випадку маємо: f (x0) ̸= infΛ L

µ (f, x0). Отже, iснує послiдовнiсть {x∗
n}n∈N ⊂ X, яка збi-

гається до x0, i така, що вiдповiдна їй послiдовнiсть значень {f (x∗
n)}n∈N буде τ -збiгатися

до f ∗ ∈ Y , де f ∗ �Λ f (x0).
Проте, за означенням секвенцiальної напiвнеперервностнi знизу в точцi x0, маємо:

для довiльного y ≼Λ f (x0) i для будь-якої послiдовностi {xn}n∈N ∈ X, яка сильно
збiгається до x0, iснує τ -збiжна до y послiдовнiсть {yn}n∈N ⊂ Y , яка задовольняє умову
yn ≼Λ f (xn), ∀n ∈ N.

Нехай y = f (x0) i нехай {xn = x∗
n}n∈N. Тодi xn → x0. Проте, для будь-якої τ -збiжної

послiдовностi {yn}n∈N ⊂ Y , яка задовольняє умову yn ≼Λ f (xn) ∀n ∈ N, ї ї границя
буде меншою за конусом нiж f∗ (див. [3]). Разом з тим, y �Λ f ∗. Отже, не має жодної
τ -збiжної до y послiдовностi {yn}n∈N ⊂ Y , яка б задовольняла умову yn ≼Λ f (xn),
∀n ∈ N. Тим самим, порушується секвенцiальна напiвнеперервнiсть знизу вiдображення
f в точцi x0. Таким чином, вихiдне припущення було хибним, що i доводить теорему.

Зауважимо, що в загальному випадку обернене твердження до теореми 3 є хибним,
тобто з epi-нн.зн. вiдображення f не випливає властивiсть ск.нн.зн. Наведемо тепер
умови, за яких має мiсце iмплiкацiя: epi-нн.зн.⇒ кв.-нн.зн..

Теорема 4. Нехай норма ∥ · ∥Y простору Y є Λ-монотонною. Нехай f : X → Y • — epi-
нн.зн. в точцi x0 ∈ X вiдображення. Тодi f : X → Y • є квазi-напiвнеперервним знизу в
x0 ∈ X.

Доведення. Припустимо обернене, а саме нехай за зроблених припущень вiдображення
f : X → Y • не задовольняє умову кв.-нн.зн. в точцi x0 ∈ X. Тодi знайдеться елемент
b ∈ Y такий, що b �Λ f (x0) i в будь-якому околi точки x0 iснує елемент x∗, на якому
b ≽Λ f (x∗). Звiдси випливає, що можна вибрати збiжну до x0 послiдовнiсть {xn}n∈N, для
якої вiдповiдна послiдовнiсть значень {f (xn)}n∈N є меншою за конусом нiж елемент b. Iз
локальної обмеженостi знизу вiдображення f (див. твердження 2) випливає, що послi-
довнiсть {f (xn)}n∈N є обмеженою знизу за конусом. Враховуючи властивiсть монотон-
ностi норми простору Y це означає, що послiдовнiсть {f (xn)}n∈N обмежена за нормою
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простору Y . Тодi, за теоремою Банаха-Алаоглу, з неї можна видiлити пiдпослiдовнiсть
{f (xni

)}i∈N таку, що f (xni
)

τ→ f ∗. Проте, границя цiєї пiдпослiдовностi f ∗ буде не бiль-
шою за конусом нiж f (x0) : f

∗ �Λ f (x0) . Отже f (x0) ̸= infΛ L
µ (f, x0), що суперечить

epi-напiвнеперервностi знизу вiдображення f в точцi x0 ∈ X. Таким чином, зроблене
припущення було хибним, що i доводить теорему.

Насамкiнець, порiвняємо властивостi epi- та Λ-напiвнепепервностi знизу.

Теорема 5. З epi-нн.зн. вiдображення f : X → Y • випливає його Λ-нн.зн.

Доведення. Нехай Lµ
min(f, x0) ̸= ∅. Тодi, за означенням множини Lµ

min(f, x0) (див. (5))
та властивiстю epi-нн.зн. в точцi x0 ∈ X вiдображення f , маємо:

Lµ
min(f, x0) = infΛ L

µ (f, x0) = f (x0) .

Внаслiдок локальної обмеженостi знизу вихiдного вiдображення (див. твердження 2),
виконується умова: infΛ Lµ (f, x0) ̸= −∞Λ. Оскiльки елемент f (x0) є точною нижньою
межею множини Lµ (f, x0), то вiн є ефективним мiнiмумом замикання цiєї множини
(див. означення 2 та 6). Отже, f (x0) ∈ Λτ -MinLµ(f, x0). Таким чином

f (x0) ∈ Λτ– lim inf
x

σ→x0

f(x):=

{
Lµ
min(f, x0), Lµ

min(f, x0) ̸= ∅,
Λτ–MinLµ(f, x0), Lµ

min(f, x0) = ∅,
,

що i доводить Λ-нн.зн. вiдображення f в точцi x0.

Обернене твердження до теореми 5 є хибним в загальному випадку. Для iлюстрацiї
цього факту наведемо такий приклад:

Приклад 2. Нехай Y = R2, Λ = R2
≥, а вiдображення f : R→ R2 задане правилом

f(x) =
[ −x

2

]
, якщо x ∈ [−3,−1), f(−1) =

[ 2
1

]
, f(x) = +∞Λ iнакше.

Як показано в роботi [4], це вiдображення є Λ-нн.зн. на R. Проте легко бачити, що воно
втрачає властивiсть epi-нн.зн. в точцi x0 = −1, оскiльки

infΛ L
µ (f,−1) = infΛ

{[ 2
1

]
,
[ 1
2

]}
=

[ 1
1

]
̸= f (−1) .

6. Властивостi epi-нн.зн. вiдображень. Метою даного роздiлу є отримати умо-
ви, за яких epi-нн.зн. вiдображення утворюють конус в просторi вiдображень F =
{f : X → Y •}, де X — дiйсний нормований простiр, а Y — банахiв простiр, який надiле-
но ∗-слабкою топологiєю τ i частково упорядковано опуклим загостреним τ -замкненим
конусом Λ. Для цього достатньо показати, що добуток довiльного додатнього дiйсно-
го числа на epi-нн.зн. вiдображення та сума двох epi-нн.зн. вiдображень є epi-нн.зн.
вiдображеннями.

Твердження 3. Нехай f : X → Y • — epi-нн.зн. на X вiдображення. Тодi для будь-якого
дiйсного числа α > 0 вiдображення αf є також epi-нн.зн. на X.
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Доведення. За вихiдними припущеннями маємо: f (x) = infΛ L
µ (f, x) ∀x ∈ X. Це озна-

чає, що f (x) ≼Λ f ∗, ∀f ∗ ∈ Lµ (f, x). Отже, αf (x) ≼Λ αf ∗, ∀f∗ ∈ Lµ (f, x), та ∀α >
0 ∈ R. Зауваживши при цьому, що Lµ (αf, x) = αLµ (f, x), отримуємо: αf (x) ≼Λ g,
∀g ∈ Lµ (αf, x), ∀α > 0 ∈ R. Таким чином, αf є epi-нн.зн. вiдображенням, що i потрiбно
було встановити.

Твердження 4. Нехай норма ∥ · ∥Y простору Y є Λ-монотонною. Тодi сума двох epi-
нн.зн.вiдображень є epi-нн.зн. вiдображенням.

Доведення. Припустимо обернене. Тодi знайдуться epi-нн.зн. вiдображення f : X → Y •

та g : X → Y • такi, що (f + g) (x0) ̸= infΛ L
µ (f + g, x0). Отже iснує послiдовнiсть

{xn}n∈N ⊂ X з наступними властивостями:

xn → x0, (f + g) (xn)
τ→ h∗, (24)

h∗ �Λ (f + g) (x0) = f (x0) + g (x0) . (25)

При цьому є можливими два випадки: або послiдовностi {f (xn)}n∈N та {g (xn)}n∈N є
одночасно τ -збiжними, або цi послiдовностi τ -розбiгаються. Розглянемо перший з них.
Тодi, за epi-напiвнеперервнiстю знизу вiдображень f та g, маємо:

h∗ = τ − lim
xn

σ→x0

f (xn) + τ − lim
xn

σ→x0

g (xn) ≽Λ f (x0) + g (x0) ,

що суперечить (25).
Розглянемо тепер другий випадок, а саме, нехай обидвi послiдовностi {f (xn)}n∈N,

{g (xn)}n∈N τ -розбiгаються, проте їх сума {(f + g) (xn)}n τ -збiгається до елемента h∗.
Якщо при цьому хоча б одна з послiдовностей {f (xn)}n∈N або {g (xn)}n∈N є необме-
женою за нормою простору Y , то з Λ-монотонностi норми простору Y та локальної
обмеженостi знизу за конусом вiдображень f та g (див. твердження 2) випливає, що
послiдовнiсть {(f + g) (xn)}n також буде необмеженою за нормою. А отже, вона не буде
τ -збiжною, що суперечить (24). Таким чином, обидвi з послiдовностей {f (xn)}n∈N та
{g (xn)}n∈N є обмеженими в просторi Y . Тодi, за теоремою Банаха-Алаоглу знайдеться
пiдпослiдовнiсть {xnk

}k∈N ⊂ {xn}n∈N така, що вiдповiднi послiдовностi {f (xnk
)}k∈N та

{g (xnk
)}k∈N будуть ∗-слабко збiжними. Отже, внаслiдок (24), τ -границею пiдпослiдов-

ностi {(f + g) (xnk
)}k∈N буде також елемент h∗. Тодi

h∗ = τ − lim
k→∞

(f (xnk
) + g (xnk

)) = τ − lim
k→∞

f (xnk
)+

+τ − lim
k→∞

g (xnk
) ≽Λ (внаслiдок epi-нн.зн. f та g) ≽Λ f (x0) + g (x0) , (26)

що знову ж суперечить (25). Таким чином, вихiдне припущення було хибним, що i
потрiбно було показати.
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