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Let (rn) be a positive nondecreasing sequence of finite genus tending to +∞, and (ηn(ω))
be a sequence of independent random variables such that ηn(ω) are uniformly distributed on
the circles |z| = rn. Then for almost all ω the following assertion holds: if f is an entire function
of finite order with zeros at the points ηn(ω) and only at them, then for every ε > 0 we have

lnMf (r) = o(T
3/2
f (r) ln3+ε Tf (r)), r → +∞, where Mf (r) is the maximum modulus and Tf (r)

is the Nevanlinna characteristic of the function f .

Ю. Б. Захарко, П. В. Филевич. Характеристика Неванлинны и максимум модуля целых
функций конечного порядка со случайными нулями // Мат. Студiї. – 2011. – Т.36, №1. –
C.40–50.

Пусть (rn) — положительная неубывающая стремящаяся к +∞ последовательность
конечного рода, а (ηn(ω)) — последовательность независимых случайных величин таких,
что ηn(ω) равномерно распределены на окружностях |z| = rn. Тогда для почти всех ω
имеет место такое утверждение: если f — целая функция конечного порядка с нулями в
точках ηn(ω) и только в них, то для любого ε > 0 выполняется соотношение lnMf (r) =

o(T
3/2
f (r) ln3+ε Tf (r)), r → +∞, где Mf (r) — максимум модуля, а Tf (r) — характеристика

Неванлинны функции f .

1. Вступ. Нехай N = {1, 2, . . . }, N0 = N∪{0}, E — клас трансцендентних цiлих функцiй,
а Z — клас комплексних послiдовностей ζ = (ζn) таких, що 0 < |ζ0| ≤ |ζ1| ≤ ... i
ζn → ∞, n → ∞. Через E(ζ), де ζ ∈ Z, позначимо клас функцiй f ∈ E , послiдовнiсть
нулiв яких, занумерована з урахуванням їх кратностi в порядку неспадання модулiв,
спiвпадає з послiдовнiстю ζ.

Для послiдовностi ζ ∈ Z ї ї рiд qζ , лiчильну функцiю nζ(r) i усереднену лiчильну
функцiю Nζ(r) визначаємо вiдповiдно за формулами

qζ = sup

{
m ∈ N0 :

∞∑
n=0

1

|ζn|m
= +∞

}
, nζ(r) =

∑
|ζn|≤r

1, Nζ(r) =

∫ r

0

nζ(t)

t
dt.

Нехай L ⊂ C. Будемо говорити, що множина L лежить на скiнченнiй системi про-
менiв, якщо 0 /∈ L i iснує скiнченна множина M ⊂ [0, 2π) така, що arg z ∈ M для всiх
z ∈ L (через arg z позначаємо те значення Arg z, яке належить до [0, 2π)). Для зручностi
вважатимемо, що порожня множина ∅ лежить на скiнченнiй системi променiв.
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Покладемо ln+ x = ln max{x, 1}. Для функцiї f ∈ E визначимо її характеристику
Неванлiнни, максимум модуля i порядок вiдповiдно за рiвностями

Tf (r) =
1

2π

∫ 2π

0

ln+ |f(reiθ)|dθ, Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}, ρf = lim
r→+∞

ln lnMf (r)

ln r
.

Добре вiдомо [1, с.54], що для кожної f ∈ E правильнi нерiвностi

Tf (r) ≤ ln+Mf (r) ≤
%+ r

%− r
Tf (%), % > r ≥ 0. (1)

Розглянемо довiльну функцiю f ∈ E скiнченного порядку. Тодi ln lnMf (r) = O(ln r),
r → +∞, i, оскiльки f є трансцендентною, то ln r = o(Tf (r)), r → +∞. Отже,

ln lnMf (r) = o(Tf (r)), r → +∞. (2)

Оцiнка (2) є точною в класi цiлих функцiй скiнченного порядку. Цей факт випливає з
наступної теореми А. I. Щерби ([2]).

Теорема A [2]. Нехай ρ ∈ (0,+∞), а h — додатна на (x0,+∞) функцiя така, що
h(x) = o(x), x→ +∞. Тодi iснує f ∈ E , для якої ρf = ρ i

lim
r→+∞

ln lnMf (r)

h(Tf (r))
= +∞. (3)

Вибираючи в (1) ρ = Cr, C > 1, з теореми A отримуємо такий наслiдок.

Наслiдок A. Нехай ρ ∈ (0,+∞), а h — додатна на (x0,+∞) функцiя така, що h(x) =
o(x), x→ +∞. Тодi iснує f ∈ E , для якої ρf = ρ i

∀C > 1: lim
r→+∞

lnTf (Cr)

h(Tf (r))
= +∞.

За умови певної ”правильностi” розподiлу нулiв цiлої функцiї скiнченного порядку,
для неї може бути справедливим значно точнiше за (2) спiввiдношення. Такий висновок
дозволяє зробити наступна теорема Дж. Майлза ([3]) i наслiдок з неї та (1).

Теорема B [3]. Нехай f ∈ E — цiла функцiя скiнченного порядку, множина усiх нулiв
якої лежить на скiнченнiй системi променiв. Тодi

Tf (2r) = O(Tf (r)), r → +∞. (4)

Наслiдок B. Нехай f ∈ E — цiла функцiя скiнченного порядку, множина усiх нулiв
якої лежить на скiнченнiй системi променiв. Тодi

lnMf (r) = O(Tf (r)), r → +∞. (5)

Зауваження 1. Використовуючи добре вiдомi властивостi характеристики Неванлiнни
[1, c.44–45], легко довести таке твердження: якщо для цiлих функцiй f1 i f2 виконується
спiввiдношення Tf2(r) = o(Tf1(r)), r → +∞, то Tf1f2(r) ∼ Tf1(r), r → +∞.

Зауваження 2. Твердження теореми B i наслiдку B елементарнi, якщо функцiя f ∈ E
має скiнченну кiлькiсть нулiв. Справдi, у цьому випадку f(z) = ePk(z)Qm(z), де Pk(z) =
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a0 + a1z + · · · + akz
k i Qm(z) = b0 + · · · + bmz

m — многочлени степеня k ∈ N i m ∈ N0

вiдповiдно. Оскiльки [4, с.24–26]

TePk (r) ∼ |ak|
π
rk, r → +∞; TQm(r) ∼ m ln r +O(1), r → +∞, (6)

то (див. зауваження 1)

Tf (r) ∼
|ak|
π
rk, r → +∞, (7)

звiдки випливає (4), а тому й (5).

Зауваження 3. Нехай ζ ∈ Z, f ∈ E(ζ). Тодi, як добре вiдомо (див., наприклад, [1,
с.80]), ρf ≥ qζ . Отже, якщо функцiя f ∈ E(ζ) має скiнченний порядок, то послiдовнiсть
ζ є скiнченного роду.

Зауваження 4. Нехай послiдовнiсть ζ ∈ Z є скiнченного роду, а функцiя f ∈ E(ζ) має
скiнченний порядок. Ввiвши за рiвнiстю

E(z, p) =

{
1− z, p = 0;

(1− z)ez+
z2

2
+···+ zp

p , p ∈ N,

первинний множник Вейєрштрасса, функцiю f можемо зобразити [1, с. 80] у виглядi

f(z) = ePk(z)πζ(z), (8)

де Pk(z) = a0 + . . .+ akz
k — многочлен степеня k ∈ N0, а

πζ(z) =
∞∏
n=0

E

(
z

ζn
, qζ

)
(9)

є канонiчним добутком Вейєрштрасса роду qζ , побудованим за послiдовнiстю ζ. Добре
вiдомо (див., наприклад, [1, с.79]), що Tπζ(r) = o(rqζ+1), r → +∞. Тому, враховуючи
перше зi спiввiдношень (6), зауваження 1 i вiдому нерiвнiсть Tf1f2(r) ≤ Tf1(r) + Tf2(r)
(f1, f2 — цiлi функцiї), можемо зробити такi висновки: спiввiдношення

Tf (r) = o(rqζ+1), r → +∞, (10)

правильне тодi i лише тодi, коли k ≤ qζ ; з нерiвностi

lim
r→+∞

Tf (r)

rqζ+1
> 0 (11)

(чи рiвносильної нерiвностi k ≥ qζ + 1) випливає, що для функцiї f виконується спiв-
вiдношення (7), а тому й кожне зi спiввiдношень (4) i (5).

Згiдно з наслiдком B, послiдовнiсть ζ ∈ Z скiнченного роду, множина елементiв якої
лежить на скiнченнiй системi променiв, має наступну властивiсть: для кожної функцiї
f ∈ E(ζ) скiнченного порядку оцiнку (2) можна iстотно уточнити. У нашiй роботi бу-
де показано, що близькою властивiстю володiє бiльшiсть (у сенсi ймовiрнiсної мiри)
послiдовностей ζ ∈ Z скiнченного роду.

Нехай (Ω,A, P ) — деякий ймовiрнiсний простiр, а (ξn(ω)) — послiдовнiсть незале-
жних комплексних випадкових величин рiвномiрно розподiлених на одиничному колi



ЦIЛI ФУНКЦIЇ СКIНЧЕННОГО ПОРЯДКУ З ВИПАДКОВИМИ НУЛЯМИ 43

{z ∈ C : |z| = 1}. Поряд з послiдовнiстю ζ ∈ Z розглянемо випадкову послiдовнiсть
ζ(ω) = (ζnξn(ω)). Тодi ζ(ω) — це послiдовнiсть незалежних випадкових величин таких,
що ζnξn(ω) для кожного n ∈ N0 є рiвномiрно розподiленою на колi {z ∈ C : |z| = |ζn|}.
Зауважимо, що qζ(ω) = qζ , nζ(ω)(r) = nζ(r) i Nζ(ω)(r) = Nζ(r) для майже всiх ω ∈ Ω.

Теорема 1. Нехай послiдовнiсть ζ ∈ Z має скiнченний рiд. Тодi випадкова послiдов-
нiсть ζ(ω) майже напевно володiє наступною властивiстю: якщо f ∈ E(ζ(ω)) — цiла
функцiя скiнченного порядку, то для довiльних C > 1 i ε > 0 правильне спiввiдношен-
ня

Tf (Cr) = o
(
T 2
f (r) ln6+ε Tf (r)

)
, r → +∞. (12)

Теорема 2. Нехай послiдовнiсть ζ ∈ Z має скiнченний рiд. Тодi випадкова послiдов-
нiсть ζ(ω) майже напевно володiє наступною властивiстю: для кожної цiлої функцiї
f ∈ E(ζ(ω)) скiнченного порядку i довiльного ε > 0 виконується спiввiдношення

lnMf (r) = o
(
T

3
2
f (r) ln3+ε Tf (r)

)
, r → +∞. (13)

Теорема 2 є наслiдком з теореми 1. При доведеннi теореми 1 скористаємося насту-
пним твердженням.

Теорема 3. Нехай ζ ∈ Z — довiльна послiдовнiсть скiнченного роду, а f ∈ E(ζ) —
деяка цiла функцiя, для якої виконується спiввiдношення (10).

(i) Якщо h — визначена на [0,+∞) функцiя, що задовольняє нерiвнiсть h(x) ≥ x
для всiх x ≥ 0, i iснують натуральне число p ≥ qζ + 1 та дiйснi числа δ ∈ (0, 1), C0 > 0 i
r0 ≥ 0 такi, що Tf (r0) > 0 i

Sp(r, δ):=
∑
|ζn|>δr

(
r

|ζn|

)p
≤ C0h(Tf (r)), r ≥ r0, (14)

то для кожного C1 > 1 iснує C2 > 0 таке, що

Tf (C1r) ≤ C2h(Tf (r)), r ≥ r0. (15)

(ii) Якщо

Dm(r, δ) =
∑
|ζn|>δr

(
r

ζn

)m
,

то для довiльного натурального числа m ≥ qζ + 1 та всiх δ ∈ (0, 1) правильна нерiвнiсть
|Dm(r, δ)| ≤ Cm(δ)Tf (r), r ≥ r0, де Cm(δ) — стала, залежна лише вiд m та δ.

В доведеннi теореми 3 використовуємо деякi iдеї з роботи Дж. Майлза [3]. Нижче
покажемо, що теорема B випливає з теореми 3.

2. Допомiжнi результати. Насамперед зауважимо, що якщо ζ ∈ Z i f ∈ E(ζ), то
f(0) 6= 0 (див. означення класу Z). Тодi iснує аналiтична в деякому околi точки z = 0
функцiя g(z) =

∑∞
m=0 αmz

m така, що f(z) = eg(z), тобто ln f(z) =
∑∞

m=0 αmz
m.

Ввiвши для довiльної цiлої функцiї f ї ї коефiцiєнти Фур’є за формулами

cm(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0

e−imθ ln |f(reiθ)|dθ, m ∈ Z,

сформулюємо наступну добре вiдому лему (див., наприклад, [1, с.16–17], [5, с.10]).
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Лема 1. Нехай ζ ∈ Z. Якщо f ∈ E(ζ), ln f(z) =
∑∞

m=0 αmz
m в деякому околi точки

z = 0, то

c0(r, f) = Reα0 +Nζ(r);

cm(r, f) =
1

2
αmr

m +
1

2m

∑
|ζn|≤r

((
r

ζn

)m
−
(
ζn
r

)m)
, m ∈ N;

c−m(r, f) = cm(r, f), m ∈ N.

Використовуючи лему 1, легко отримати таке твердження (див., наприклад, [3]).

Лема 2. Нехай послiдовнiсть ζ ∈ Z є скiнченного роду. Тодi для добутку Вейєрштрас-
са (10), кожного m ∈ N i всiх r > 0 правильнi рiвностi

c0(r, πζ) = Nζ(r);

cm(r, πζ) =
1

2m

∑
|ζn|≤r

((
r

ζn

)m
−
(
ζn
r

)m)
, m ≤ qζ ;

cm(r, πζ) = − 1

2m

∑
|ζn|≤r

(
ζn
r

)m
+
∑
|ζn|>r

(
r

ζn

)m , m ≥ qζ + 1.

Нехай (ξn(ω)) — послiдовнiсть випадкових величин, заданих на деякому ймовiрнiсно-
му просторi (Ω,A, P ). Тодi (ξn(ω)) є, очевидно, послiдовнiстю незалежних рiвномiрно
розподiлених на одиничному колi {z ∈ C : |z| = 1} випадкових величин тодi i лише тодi,
коли iснує послiдовнiсть (ωn(ω)) незалежних рiвномiрно розподiлених на вiдрiзку [0, 1]
випадкових величин така, що ξn(ω) = e2πiωn(ω) для всiх n ∈ N0 i ω ∈ Ω. Тому лему 3.4 з
роботи А. К. Оффорда [6] можемо переформулювати в такому виглядi.

Лема 3. Iснує абсолютна стала C > 0 така, що для довiльної послiдовностi (ξn(ω))
незалежних рiвномiрно розподiлених на одиничному колi {z ∈ C : |z| = 1} випадкових
величин, кожної комплексної послiдовностi (an) i будь-яких N ∈ N0 та t > 0 правильна
нерiвнiсть

P

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

anξn(ω)

∣∣∣∣∣ ≤ t

(
N∑
n=0

|an|2
) 1

2

 ≤ C max
{
t, t

1
3

}
.

Далi для кожного r ∈ (0, R) i аналiтичної в крузi {z ∈ C : |z| < R} функцiї f ї ї
характеристику Неванлiнни Tf (r) i максимум модуля Mf (r) визначимо так, як i для
цiлої функцiї. Покладемо Kf (r) = r(lnMf (r))

′
+. Якщо f не є тотожно сталою, то, як

добре вiдомо,Kf (r) — додатна неспадна на (0, R) функцiя. Для довiльної функцiї f ∈ E ,
крiм того, Kf (r)↗ +∞, r → +∞.

Нехай f — аналiтична в крузi {z ∈ C : |z| < R} функцiя, вiдмiнна вiд тотожно
сталої. Якщо iснує r0 ∈ (0, R) таке, що Mf (r0) ≥ 1, то для довiльних r ∈ (r0, R) i δ > 0
справджується нерiвнiсть

lnMf (r) ≤ (1 + δ)Tf (r)

(
1 +

2(1 + δ)

δ

Kf (r)

lnMf (r)

)
. (16)

Цей факт, з урахуванням того, що ex+1
ex−1 = 1 + 2

ex−1 ≤ 1 + 2
x
, x > 0, випливає при ε = δ

1+δ

з наступної леми.
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Лема 4. Для кожної вiдмiнної вiд тотожної сталої аналiтичної в крузi {z ∈ C : |z| < R}
функцiї f i довiльних r ∈ (0, R) та ε ∈ (0, 1) правильна нерiвнiсть

Tf (r) ≥
exp

{
ε
ln+Mf (r)

Kf (r)

}
− 1

exp
{
ε
ln+Mf (r)

Kf (r)

}
+ 1

(1− ε) ln+Mf (r). (17)

Доведення. Насамперед зауважимо, що для аналiтичної в крузi {z ∈ C : |z| < R} фун-
кцiї f за умови 0 ≤ r < % < R виконуються ([4, с.39–40]) нерiвностi (1).

Якщо Mf (r) ≤ 1 для всiх r ∈ (0, R), то нерiвнiсть (17) тривiальна. В протилежному
випадку нехай r0 = inf{r ∈ (0, R) : Mf (r) > 1}. Тодi нерiвнiсть (17) потребує доведення
лише у випадку r ∈ (r0, R). Для кожного такого r i довiльного r′ ∈ (0, r) маємо

Tf (r) ≥
r − r′

r + r′
ln+Mf (r

′) ≥ r − r′

r + r′
lnMf (r

′) =
r − r′

r + r′

(
lnMf (r)−

∫ r

r′

Kf (t)

t
dt

)
≥

≥ r − r′

r + r′

(
lnMf (r)−Kf (r) ln

r

r′

)
.

Прийнявши тут r′ = r exp
{
−ε lnMf (r)

Kf (r)

}
, отримуємо (17). 2

3. Доведення теорем. Насамперед доведемо теорему 3 i покажемо, що з неї випливає
теорема B.

Доведення теореми 3. Нехай ζ ∈ Z — довiльна послiдовнiсть скiнченного роду, а f ∈
E(ζ) — деяка цiла функцiя, для якої виконується спiввiдношення (10). Тодi f можна
зобразити у виглядi (8), де Pk(z) =

∑k
m=0 αmz

m — многочлен степеня k ≤ q : = qζ (див.
зауваження 4). Якщо k < q, то для зручностi покладемо αm = 0 для кожного цiлого
m ∈ [k + 1, q]. Оскiльки cm(r, f) = cm(r, ePk) + cm(r, πζ), то, згiдно з лемами 1 i 2, для
всiх r > 0 маємо

c0(r, f) = Reα0 +Nζ(r); (18)

cm(r, f) =
1

2
αmr

m +
1

2m

∑
|ζn|≤r

((
r

ζn

)m
−
(
ζn
r

)m)
, m ∈ {1, . . . , q}; (19)

cm(r, f) = − 1

2m

∑
|ζn|≤r

(
ζn
r

)m
+
∑
|ζn|>r

(
r

ζn

)m , m ∈ {q + 1, q + 2, . . . }. (20)

Якщо q = 0, то всi наведенi нижче мiркування, в яких використовується (19), слiд
опустити.

Доведемо спочатку твердження (i). Нехай натуральне число p ≥ q+1 та дiйснi числа
δ ∈ (0, 1), C0 > 0 i r0 ≥ 0 такi, що виконується (14). Зафiксуємо довiльне C1 > 1. Далi
через C3, C4, . . . позначатимемо додатнi сталi, залежнi хiба що вiд C1.

Вiдомо (див., наприклад, [5, c.14]),

|cm(r, f)| ≤ 2Tf (r), m ∈ Z. (21)

Оскiльки Tf (r0) > 0, то з (18) i (21) маємо Nζ(r) ≤ |c0(r, f)|+ |Reα0| ≤ C3Tf (r), r ≥ r0.
Використовуючи (14), отримуємо

nζ(C1r)− nζ(δr) ≤
∑

δr<|ζn|≤Cr

(
C1r

|ζn|

)p
≤ Cp

1Sp(r, δ) ≤ C4h(Tf (r)), r ≥ r0. (22)
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Враховуючи, що ([1, c.55])

nζ(δr) ≤
Nζ(r)

ln 1
δ

≤ C3Tf (r)

ln 1
δ

= C5Tf (r), r ≥ r0,

i h(x) ≥ x, x ≥ 0, з (22) маємо

nζ(C1r) ≤ C4h(Tf (r)) + C5Tf (r) ≤ C6h(Tf (r)), r ≥ r0. (23)

Нехай m ∈ {1, . . . , q}. Тодi, згiдно з (19),(
δ

C1

)m
cm(C1r, f) =

(
δ

C1

)mαm
2

(C1r)
m +

1

2m

∑
|ζn|≤C1r

((
C1r

ζn

)m
−
(
ζn
C1r

)m) =

=
αm
2

(δr)m +
1

2m

∑
|ζn|≤C1r

((
δr

ζn

)m
−
(
δζn
C2

1r

)m)
=

= cm(δr, f) +
1

2m

∑
δr<|ζn|≤C1r

(
δr

ζn

)m
+

1

2m

∑
|ζn|≤δr

(
ζn
δr

)m
+

1

2m

∑
|ζn|≤C1r

(
δζn
C2

1r

)m
,

звiдки, скориставшись (21) i (23), отримуємо

|cm(C1r, f)| ≤
(
C1

δ

)m(
|cm(δr, f)|+ 1

2m
nζ(C1r) +

1

2m
nζ(δr)

)
+

1

2m
nζ(C1r) ≤

≤
(
C1

δ

)q
C7h(Tf (r)) + C8h(Tf (r)) = C9h(Tf (r)) (r ≥ r0, m ∈ {1, . . . , q}). (24)

Нехай m ∈ {q + 1, q + 2, . . . }. Покладемо

bm(r, f) = − 1

2m

∑
|ζn|>r

(
r

ζn

)m
.

Якщо q + 1 ≤ m ≤ p, то(
δ

C1

)m
bm(C1r, f) = −

(
δ

C1

)m
1

2m

∑
|ζn|>C1r

(
C1r

ζn

)m
= − 1

2m

∑
|ζn|>C1r

(
δr

ζn

)m
=

= cm(δr, f) +
1

2m

∑
δr<|ζn|≤C1r

(
δr

ζn

)m
+

1

2m

∑
|ζn|≤δr

(
ζn
δr

)m
,

а тому з (21) i (23) випливає, що

|bm(C1r, f)| ≤
(
C1

δ

)p(
|cm(δr, f)|+ 1

2m
nζ(C1r) +

1

2m
nζ(δr)

)
≤

≤ C10h(Tf (r)) (r ≥ r0, m ∈ {q + 1, . . . , p}). (25)

Якщо ж m ≥ p+ 1, то

|bm(C1r, f)| ≤ 1

2m

∑
|ζn|>C1r

(
C1r

|ζn|

)m
≤ 1

2m

∑
|ζn|>C1r

(
C1r

|ζn|

)p
≤

≤ Cp
1

2m
Sp(r, δ) ≤

1

m
C11h(Tf (r)) (r ≥ r0, m ∈ {p+ 1, p+ 2, . . . }). (26)
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Оскiльки, згiдно з (20),

cm(C1r, f) = bm(C1r, f)− 1

2m

∑
|ζn|≤C1r

(
ζn
C1r

)m
, m ∈ {q + 1, q + 2, . . . },

то
|cm(C1r, f)| ≤ |bm(C1r, f)|+ 1

2m
nζ(C1r), m ∈ {q + 1, q + 2, . . . }. (27)

Тому, враховуючи нерiвностi (23)–(27), отримуємо

|cm(C1r, f)| ≤ C12h(Tf (r)) (r ≥ r0, m ∈ {1, . . . , p}); (28)

|cm(C1r, f)| ≤ 1

m
C13h(Tf (r)) (r ≥ r0, m ∈ {p+ 1, p+ 2, . . . }). (29)

Крiм того, з рiвностi (18) маємо c0(C1r, f) = c0(r, f) + Nζ(C1r) − Nζ(r). Отже, скори-
ставшись (21) i (23), одержимо

|c0(C1r, f)| ≤ |c0(r, f)|+Nζ(C1r)−Nζ(r) = 2Tf (r) +

∫ C1r

r

nζ(t)

t
dt ≤

≤ 2Tf (r) + nζ(C1r) lnC1 ≤ C14h(Tf (r)), r ≥ r0. (30)

Позначимо

m2(r, f) =

(
1

2π

∫ 2π

0

(ln |f(reiθ)|)2dθ
) 1

2

.

Оскiльки Tf (r) ≤ m2(r, f) (див., наприклад, [5, с.17]), то, використовуючи рiвнiсть Пар-
севаля i нерiвностi (28)–(30), для всiх r ≥ r0 маємо

T 2
f (C1r) ≤ m2

2(C1r, f) =
+∞∑

m=−∞

|cm(C1r, f)|2 =

= |c0(C1r, f)|2 + 2

p∑
m=1

|cm(C1r, f)|2 + 2
+∞∑

m=p+1

|cm(C1r, f)|2 ≤

≤

(
C2

14 + 2pC2
12 + 2C2

13

+∞∑
m=p+1

1

m2

)
h2(Tf (r)) = C2

2h
2(Tf (r)),

тобто виконується (15). Твердження (i) доведено.
Перейдемо до доведення твердження (ii). Для довiльного натурального числа m ≥

qζ + 1 та кожного δ ∈ (0, 1) з (20) маємо

δmDm(r, δ) =
∑
|ζn|>δr

(
δr

ζn

)m
= −2mcm(δr, f)−

∑
|ζn|≤δr

(
ζn
δr

)m
,

звiдки випливає, що

|Dm(r, δ)| ≤ 1

δm
(2m|cm(δr, f)|+ nζ(δr)) ≤

1

δm

(
4mTf (δr) +

Nζ(r)

ln 1
δ

)
≤

≤ Cm(δ)Tf (r), r ≥ r0.
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Доведення теореми B.. Нехай f ∈ E — цiла функцiя скiнченного порядку, множина L
усiх нулiв якої лежить на скiнченнiй системi променiв. Розглядаємо лише випадок, коли
множина L є нескiнченною (див. зауваження 2). Тодi f ∈ E(ζ), де ζ ∈ Z — послiдовнiсть
скiнченного роду. Використовуючи класичну теорему Вейля так само, як це зроблено
в [7] (див. також [3, с.162]), легко довести iснування натурального числа p ≥ qζ + 1
такого, що cos(p arg ζn) ≥ 1√

2
для всiх n ∈ N0.

З огляду на зауваження 4, можемо вважати, що для функцiї f виконується спiв-
вiдношення (10). Нехай δ ∈ (0, 1) i r1 ≥ 0 — фiксованi числа, причому Tf (r1) > 0.
Використовуючи твердження (ii) теореми 3, маємо

Sp(r, δ) ≤
√

2
∑
|ζn|>δr

(
r

|ζn|

)p
cos(p arg ζn) =

=
√

2 ReDp(r, δ) ≤
√

2|Dp(r, δ)| ≤ C0Tf (r), r ≥ r2.

Тому, застосовуючи твердження (i) теореми 3 з h(x) = x, можемо стверджувати, що
для кожного C1 > 1 iснує C2 > 0 таке, що Tf (C1r) ≤ C2Tf (r) для всiх r ≥ r0, де
r0 = min{r1, r2}. Звiдси, очевидно, i випливає твердження теореми B.

Доведення теореми 1. Нехай послiдовнiсть ζ ∈ Z має скiнченний рiд, (ξn(ω)) — по-
слiдовнiсть незалежних рiвномiрно розподiлених на одиничному колi {z ∈ C : |z| = 1}
випадкових величин, ζ(ω) = (ζnξn(ω)) i Ω0 = {ω ∈ Ω: |ξn(ω)| = 1 для всiх n ∈ N0}.
Зрозумiло, що P (Ω0) = 1.

Покладемо m = qζ + 1, p = 2m,

D(r, ω) =
∑
|ζn|> r

2

(
r

ζnξn(ω)

)m
, S(r) =

∑
|ζn|> r

2

(
r

|ζn|

)p
.

Розглянемо два можливi випадки щодо S(r).
Випадок 1: S(r) = O(1), r → +∞. Зафiксуємо довiльне ω ∈ Ω0 i нехай функцiя

f ∈ E(ζ(ω)) має скiнченний порядок. Доведемо, що тодi справджується (4). Якщо для
f правильна нерiвнiсть (11), то все доведено (див. зауваження 4). Якщо ж для f не-
рiвнiсть (11) не виконується, тобто правильне спiввiдношення (10), то, враховуючи оче-
виднi нерiвностi 0 < S(r) ≤ Tf (r), r ≥ r0, за теоремою 3 з h(x) = x для f знову ж
отримуємо (4). Оскiльки з (4) для довiльних C > 1 i ε > 0 випливає (12), то теорему 1
у випадку 1 доведено.

Випадок 2: S(r) 6= O(1), r → +∞. Нехай (nk) зростаюча послiдовнiсть цiлих чисел
така, що n0 = 0 i |ζn| = |ζnk | для всiх n ∈ [nk, nk+1 − 1] та k ∈ N0. Легко бачити, що
S(0) = 0 i функцiя S(r) є неперервною зростаючою на [0, 2|ζ0|), а також на кожному
з пiвiнтервалiв

[
2|ζnk |, 2|ζnk+1

|
)
, k ∈ N0. Точки 2|ζnk |, k ∈ N0, i лише вони є точками

розриву функцiї S(r), причому стрибок функцiї в кожнiй з цих точок є вiд’ємним i
дорiвнює S(2|ζnk |) − S(2|ζnk | − 0) = nk − nk+1. Отже, функцiя S(r) набуває на [0,+∞)
усiх значень з [0,+∞). З огляду на сказане, для кожного k ∈ N0 iснує число

sk = min{r ∈ [0,+∞) : S(r) = ek}.

Зрозумiло, що послiдовнiсть (sk) є додатною зростаючою до +∞.
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Для всiх k ∈ N0 покладемо

tk =
1

(k + 1)3 ln6(k + 3)
, Ak =

{
ω ∈ Ω: |D(sk, ω)| ≤ tk

√
S(sk)

}
.

Враховуючи, що
(

1
ξmn (ω)

)
, як i (ξn(ω)), є послiдовнiстю незалежних рiвномiрно розподi-

лених на одиничному колi {z ∈ C : |z| = 1} випадкових величин, за лемою 3 отримуємо

P (Ak) ≤ Ct
1
3 =

C

(k + 1) ln2(k + 3)
, k ∈ N0. (31)

Нехай B — подiя, яка полягає в тому, що серед подiй Ak виконується лише скiнчен-
на кiлькiсть подiй. Оскiльки, згiдно з (31),

∑∞
k=0 P (Ak) < +∞, то за лемою Бореля-

Кантеллi P (B) = 1.
Зафiксуємо довiльне ω ∈ B ∩ Ω0 i нехай f ∈ E(ζ(ω)) — цiла функцiя скiнченного

порядку. Доведемо, що для довiльних C > 1 i ε > 0 виконується спiввiдношення (12),
звiдки й буде випливати твердження теореми 1.

З огляду на зауваження 4, досить розглянути випадок, коли для f виконується
спiввiдношення (10). Тодi за твердженням (ii) теореми 3 маємо

|D(r, ω)| ≤ C1Tf (r), r ≥ r0. (32)

Крiм того, оскiльки ω /∈ Ak, k ≥ k0, i k = lnS(sk), то

|D(sk, ω)| > tk
√
S(sk) =

√
S(sk)

(lnS(sk) + 1)3 ln6(lnS(sk) + 3)
, k ≥ k0,

звiдки, скориставшись (32), отримуємо

S(sk) ≤ T 2
f (sk) ln6 S(sk) ln13 lnS(sk), k ≥ k1. (33)

Прологарифмувавши нерiвнiсть (33), бачимо, що lnS(sk) ≤ 3 lnTf (sk), k ≥ k2. Тодi

S(sk) ≤ T 2
f (sk) ln6 Tf (sk) ln14 lnTf (sk), k ≥ k3. (34)

Нехай r ∈ [sk, sk+1) i k ≥ k3. Тодi, скориставшись (34), отримуємо

S(r) ≤ S(sk+1) = eS(sk) ≤ eT 2
f (sk) ln6 Tf (sk) ln14 lnTf (sk) ≤ eT 2

f (r) ln6 Tf (r) ln14 lnTf (r).

Отже, для r ≥ r1 маємо S(r) ≤ T 2
f (r) ln6 Tf (r) ln15 lnTf (r). За твердженням (i) теореми 3

iснує r2 ≥ 0 таке, що для кожного C1 > 1 правильна нерiвнiсть

Tf (C1r) ≤ C2T
2
f (r) ln6 Tf (r) ln15 lnTf (r), r ≥ r2,

де стала C2 залежить лише вiд C1. Зрозумiло, що тодi для довiльних C > 1 i ε > 0
виконується спiввiдношення (12).

Доведення теореми 2. З огляду на теорему 1, досить довести таке твердження: якщо
для функцiї f ∈ E iснує стала C > 1 така, що для кожного ε > 0 виконується спiввiд-
ношення (12), то для кожного ε > 0 виконується також спiввiдношення (13).
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Перейдемо до доведення цього твердження. Нехай r0 = min{r ≥ 0: Mf (r) ≥ 1},
E1 = {r > r0 : Kf (r) < lnMf (r)}, E2 = (r0,+∞)\E1. Прийнявши δ = 1, нерiвнiсть (16)
запишемо у виглядi

lnMf (r) ≤ 2Tf (r)

(
1 +

4Kf (r)

lnMf (r)

)
, r > r0. (35)

З (35) випливає, що
lnMf (r) ≤ 10Tf (r), r ∈ E1. (36)

Якщо ж r ∈ E2, то з (35) отримуємо

lnMf (r) ≤ 2Tf (r)

(
Kf (r)

lnMf (r)
+

4Kf (r)

lnMf (r)

)
= 10Tf (r)

Kf (r)

lnMf (r)
,

звiдки маємо
ln2Mf (r) ≤ 10Tf (r)Kf (r), r ∈ E2. (37)

Далi нехай C0 ∈ (1, C). Тодi, використовуючи (1), для всiх r ≥ r1 одержуємо

Kf (r) lnC0 ≤
∫ C0r

r

Kf (t)

t
dt = lnMf (C0r)− lnMf (r) ≤ lnMf (C0r) ≤

C + C0

C − C0

Tf (Cr).

Звiдси i з (12) для кожного ε > 0 маємо

Kf (r) = o
(
T 2
f (r) ln6+ε Tf (r)

)
, r → +∞. (38)

З (37) i (38) випливає, що

lnMf (r) = o
(
T

3/2
f (r) ln3+ε Tf (r)

)
, E2 3 r → +∞. (39)

Нарештi, з (36) i (39) отримуємо (13). Сформульоване вище твердження, а з ним i
теорему 2 доведено.
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