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ТРАНСПОНОВАНА МАТРИЦЯ ДО ЗВОРОТНОЇ МАТРИЦI

ЗВОРОТНА, Є ПРАВИМ КIЛЬЦЕМ ЕРМIТА

О. V. Domsha. A right Bezout ring with stable range 2, over which transpose matrix to invertible
matrix is invertible, is the right Hermite ring , Mat. Stud. 36 (2011), 31–33.

It is proved that a right Bezout ring with stable range 2, over which transpose matrix to
invertible matrix is invertible matrix, is the right Hermite ring.

О. В. Домша. Правое кольцо Бeзу стабильного ранга 2, над которым транспонированая
матрица к обратимой матрице обратима, является правым кольцом Эрмита // Мат.
Студiї. – 2011. – Т.36, №1. – C.31–33.

Доказано, что правое кольцо Безу стабильного ранга 2, над которым транспонированая
матрица к обратимой матрице является обратимой, является правым кольцом Эрмита.

Задача дiагоналiзацiї матриць є класичною i на сучасному етапi далека до свого
завершення [1]. Особливу роль в розв’язаннi даної задачi вiдiграють кiльця Безу та
кiльця Ермiта. Якщо в комутативному випадку є деякi напрацювання [2,3], то нiчого
такого не можна сказати про некомутативнi кiльця. В той же час зараз спостерiгається
прогрес у розв’язаннi проблеми дiагоналiзацiї матриць над кiльцями з використанням
у даних дослiдженнях такого важливого iнварiанту як стабiльний ранг кiлець. Дане
поняття було введено Х. Басом [4] для розв’язання ряду вiдкритих проблем К-теорiї.
Виявилося, що стабiльний ранг правого кiльця Ермiта не перевищує 2. Вiдомо, що в
комутативному випадку кiльце Безу є кiльцем Ермiта тодi i тiльки тодi, коли його
стабiльний ранг не перевищує 2 [5]. Б. В. Забавським [6] поставлене питання: чи буде
праве кiльце Безу стабiльного рангу 2 правим кiльцем Ермiта?

В данiй роботi отримана вiдповiдь на дане питання для класу правих кiлець Безу,
над якими транспонована матриця до зворотньої матрицi є також зворотньою матри-
цею.

Пiд кiльцем R будемо розумiти асоцiативне кiльце з 1 (1 6= 0).

Означення 1 ([7]). Праве кiльце Безу — це кiльце, в якому довiльний скiнченнопоро-
джений правий iдеал є головним.

Означення 2 ([1]). Кiльце R називається правим кiльцем Ермiта, якщо для довiльних
елементiв a, b ∈ R iснують елемент d ∈ R i зворотна матриця P ∈ GL2(R) такi, що

(a, b)P = (d, 0).
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Означення 3 ([8]). Кiльце R назвемо кiльцем стабiльного рангу 2, якщо для довiльних
елементiв a, b, c ∈ R таких, що aR + bR + cR = R, виконується рiвнiсть

(a + cx)R + (b + cy)R = R

для деяких елементiв x, y ∈ R.

Теорема 1. Нехай R — праве кiльце Безу стабiльного рангу 2, над довiльна транспо-
нована матриця до зворотньої матрицi є зворотньою матрицею. Тодi R — праве кiльце
Ермiта.

Доведення. Згiдно iз [9] кiльце R є кiльцем, над яким довiльна транспонована матриця
до зворотньої матрицi є зворотньою матрицею тодi i тiльки тодi, коли R/J(R) є кому-
тативним кiльцем (J(R) — радикал Джекобсона). Зауважимо, що якщо J(R) = 0, то
дана теорема очевидно випливає з роботи [5].

Отже, нехай J(R) 6= 0. Вiдповiдно до [8] з того, що стабiльний ранг кiльця R дорiв-
нює 2 випливає, що стабiльний ранг R/J(R) теж дорiвнює 2. Отже, R/J(R) — комута-
тивне кiльце Безу стабiльного рангу 2. Враховуючи [5], R/J(R) є кiльцем Ермiта.

Доведемо, що довiльний унiмодулярний рядок над кiльцем R може бути доповнений
до зворотньої матрицi.

Нехай R̄ = R/J(R) i aR + bR = R. Тодi āR̄ + b̄R̄ = R̄.

Оскiльки R — кiльце Ермiта, то вiдповiдно до [5] унiмодулярний рядок (ā, b̄) над
кiльцем R можна доповнити до зворотної матрицi

Ā =

(
ā b̄
ū v̄

)
.

Отже, ĀC̄ = C̄Ā = J̄ , для деякої матрицi

C̄ =

(
c̄ x̄
d̄ ȳ

)
.

Тодi ac + bd = 1 + j1, ax + by = j2, uc + vd = j3, ux + vy = 1 + j4 для деяких елементiв
j1, j2, j3, j4 ∈ J(R).

Покладемо

A =

(
a b
u v

)
, C =

(
c x
d y

)
.

Тодi

AC =

(
1 + j1 j2
j3 1 + j4

)
= J,

де 1 + j1 = u1, 1 + j4 = u4, причому за властивостями радикала Джекобсона u1, u4 —
зворотнi елементи.

Доведемо, що для матрицi J = AC iснує така матриця W, що JW = WJ = I, де I
— одинична матриця.

Розглянемо (
u1 j2
j3 u4

)(
u−11 0
0 u−14

)
=

(
1 j′2
j′3 1

)
,
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де j′2, j
′
3 ∈ J(R). Тодi

(
1 j′2
j′3 1

)(
1 −j′2
0 1

)
=

(
1 0
j′3 1 + j

)
, для деякого елемента

j ∈ J(R). Звiдси(
1 0
j′3 1 + j

)(
1 0
0 (1 + j)−1

)
=

(
1 0
j′3 1

)
,

(
1 0
j′3 1

)(
1 0
−j′3 1

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Тобто для матрицi J ми знайшли таку матрицю J1, що JJ1 = I.
Аналогiчно доводимо, що J2J = I для деякої матрицi J2. Таким чином, матриця

AC = J — зворотна. Звiдси, ACJ−1 = I.
Таким самим методом доводимо, що матриця CA = V — зворотна. Тодi V −1CA = I

Отже, матриця A — зворотна.
Доведемо, що R є правим кiльцем Ермiта. Нехай a, b ∈ R. Оскiльки R — праве кiльце

Безу, то
aR + bR = dR

для деякого елемента d ∈ R. Звiдси d(a0u + b0v − 1) = 0 i a0R + b0R + c0R = R для
деякого елемента c0 ∈ R такого, що dc0 = 0. Оскiльки стабiльний ранг дорiвнює 2, то

(a0 + c0x)R + (b0 + c0y)R = R

для деяких елементiв x, y ∈ R. Згiдно доведеного вище, можна знайти зворотну матри-
цю вигляду (

a0 + c0x b0 + c0x
∗ ∗

)
.

Очевидно, що (d, 0)P = (a, b) i звiдси

(a, b)P−1 = (d, 0),

тобто R — праве кiльце Ермiта.
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