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Paper treats special pseudo-Riemannian spaces — equidistant manifolds. Author found

tensor characteristic necessary and sufficient condition for a space to admit exactly n − 2
equidistant vector field.

Research was carried out locally, in a tensor form, without any limitation of signature of
studied spaces.
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Работа посвящена изучению специальных псевдоримановых пространств — эквиди-
стантных пространств. Найдена тензорная характеристика, необходимые и достаточные
условия того, что пространство допускает точно n− 2 эквидистантных векторных поля.

Исследования ведутся локально, в тензорной форме, без ограничений на сигнатуру
изчаемых пространств.

1. Вступ. Робота присвячена вивченню спецiальних псевдорiманових просторiв — еквi-
дiстантних просторiв. Знайдена тензорна характеристика, необхiдна i достатня умови
того, що допускає точно n− 2 еквiдiстантних векторних поля.

Дослiдження ведуться локально, в тензорнiй формi, без обмежень на сигнатуру
просторiв, що вивчаються.

2. Еквiдiстантнi простори. Псевдорiманiв простiр Vn з метричним тензором gij на-
зивається еквiдiстантним, якщо в ньому iснує векторне поле ϕi 6= 0, що задовольняє
рiвняння

ϕi,j = τgij , (1)

де τ — деякий iнварiант, а кома “,“ — знак коварiантної похiдної в Vn. При τ 6= 0 це —
еквiдiстантний простiр основного випадку, а при τ = 0 — особливого [1].

Векторне поле, що задовольняє рiвняння (1), К. Яно називав конциркулярним ([2]).
Ми, вслiд за Н. С. Сiнюковим ([1]), називатимемо його еквiдiстантним векторним
полем.

Умови iнтегровностi основних рiвнянь (1) мають вигляд

ϕαR
α
ijk = gijτ,k − gikτ,j ,

тут Rh
ijk — тензор Рiмана Vn, З останнього неважко отримати

τ,i =
1

n− 1
ϕαR

α
i . (2)
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де Rh
i = gαhRαi, Rij — тензор Рiччi, gij — елементи оберненої матрицi до gij. Сукупнiсть

рiвнянь (1) i (2) носить замкнений характер. Вона є системою лiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь в коварiантних похiдних першого порядку типу Кошi з коефiцiєнтами,
однозначно визначеними простором Vn, вiдносно невiдомого вектора ϕi i iнварiанта τ .

Система рiвнянь (1) i (2) в просторi Vn для будь-яких початкових значень шуканих
функцiй

ϕi(x0) =
o
ϕ
i
; τ(x0) =

o
τ,

заданих в точцi M0(x0), має не бiльше одного розв’язку. Отже, число довiльних постiй-
них в загальному розв’язку системи не перевищує числа ν = n+ 1.

Оскiльки система (1) i (2) лiнiйна, то вона має не бiльше нiж ν лiнiйно незалежних
розв’язкiв зi сталими коефiцiєнтами. Вiдомо, що n+ 1 лiнiйно незалежне еквiдiстантне
векторне поле допускають простори постiйної кривизни i тiльки вони.

3. Еквiдiстантнi простори з не менше нiж (n−2) еквiдiстантними векторними
полями. З умов iнтегровностi (1) неважко отримати, що

τ,k = Bϕk, (3)

тут B — деякий iнварiант.
Доведемо наступну теорему.

Теорема 1. Якщо рiмановий простiр Vn(n > 2) допускає принаймнi два лiнiйно не-
залежних з сталими коефiцiєнтами еквiдiстантних векторних поля, то в рiвняннях (3)
iнварiант B — деяка стала, однозначно визначена для заданого простору Vn.

Доведення. Нехай в Vn iснують принаймнi два лiнiйно незалежних з сталими коефiцi-
єнтами еквiдiстантних векторних поля ϕi i ϕ̃i. Тодi для них виконуються тотожностi

ϕαR
α
ijk = B(gijϕk − gikϕj), (4)

ϕ̃αR
α
ijk = B̃(gijϕ̃k − gikϕ̃j), (5)

де B, B̃ — деякi iнварiанти.
Помноживши (4) на ϕ̃k i згортаючи по k, з врахуванням (5), отримаємо

(B − B̃)(gijϕαϕ̃
α − ϕ̃iϕj) = 0.

Припустимо, що B 6= B̃, тодi gijϕαϕ̃α − ϕ̃iϕj = 0. З останнього видно, що ϕαϕ̃α = 0 i
ϕ̃iϕj = 0, а це суперечить нашому припущенню про те, що вектори ненульовi. Отже,
необхiдно має мiсце B = B̃.

Таким чином, iнварiант B однозначно визначається для заданого Vn.
Коварiантно продиференцiювавши (4), з урахуванням (1), отримаємо

τRhijk + ϕαR
α
ijk,h = (ϕkgij − ϕjgik)B,h + τB(ghkgij − ghjgik) (6)

Проциклюємо (6) по iндексах h, j, k, а потiм результат згорнемо з gij, будемо мати
формулу B,kϕh −B,hϕk = 0. З останнього неважко переконатися, що

B,k = γϕk, (7)

де γ — деякий iнварiант.
Аналогiчна рiвнiсть має мiсце i для вектора ϕ̃k : B,k = γ̃ϕ̃k. Тодi, порiвнюючи останнє

з (7), внаслiдок того, що вектори ϕk i ϕ̃k неколiнеарнi, легко бачити, що γ̃ = γ = 0. Отже,
B,k = 0, тобто B — стала.
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Зауважимо, що приведена теорема аналогiчна ранiше доведеним результатам за де-
яких додаткових умов [3].

Теорема 2. Не iснує рiманових просторiв Vn, вiдмiнних вiд просторiв сталої кривини,
що допускають бiльш нiж n − 2 лiнiйно незалежних з сталими коефiцiєнтами еквiдi-
стантних векторних полiв.

Доведення. Доведення проведемо методом вiд протилежного. Припустимо, що iснує Vn
вiдмiнне вiд простору сталої кривини, що допускає бiльш нiж (n−2) лiнiйно незалежних
з сталими коефiцiєнтами еквiдiстантних векторних полiв. Це означає, що на компоненти
вектора ϕi i iнварiанта τ не повиннi накладатися бiльш нiж 3 залежностi.

Умови iнтегровностi (1) запишемо у виглядi

ϕαZ
α
ijk = 0, (8)

де Zα
ijk

def
=Rh

ijk −B(δhkgij − δhj gik); δhi — символи Кронекера. Диференцiюючи (8) i врахо-
вуючи (1), отримаємо τZhijk + ϕαZ

α
ijk,h = 0. Тут Zhijk = gαhZ

α
ijk.

Оскiльки Zhijk 6= 0, то випливає, що iнварiант τ виражається через компоненти
вектора ϕi i об’єкти, що визначаються метрикою Vn.

Тензор Zh
ijk можна представити у виглядi

Zh
ijk =

m∑
s=1

b
s

h
Ω
s ijk

, (9)

де b
s

h — лiнiйно незалежнi вектори, а Ω
s ijk

— лiнiйно незалежнi тензори. Оскiльки Vn
не є простором сталої кривини, то m ≥ 2.

З умов (8), враховуючи представлення тензора (9), випливає

ϕα b
1

α
= 0, ϕα b

2

α
= 0, . . . ϕα b

m

α
= 0. (10)

Внаслiдок того, що m ≥ 2, серед системи (10) знайдуться хоча б два iстотнi рiвнян-
ня. Отже, на вектор ϕi i iнварiант τ накладаються, принаймнi, три залежностi. А це
суперечить припущенню.

4. Еквiдiстантнi простори з максимальною кiлькiстю еквiдiстантних вектор-
них полiв.

Теорема 3. У псевдорiманових просторах Vn(n > 3), що допускають n − 2 лiнiйно
незалежних еквiдiстантних векторних поля i тiльки в них, виконуються умови

Rhijk = B(ghkgij − ghjgik) + e(ahbi − aibh)(ajbk − akbj), (11)

ai,j =
1

ξ
j
ai+

2

ξ
j
bi + ciaj; (12)

bi,j =
3

ξ
j
ai+

4

ξ
j
bi + cibj; (13)

ci,j =
5

ξ
j
ai+

6

ξ
j
bi + cicj −Bgij, (14)

де ai i bi — неколiнеарнi ортогональнi вектори; ci,
s

ξ
j
(s = 1, . . . , 6) — деякi вектори;

e = ±1, B = const.
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай Vn(n > 3) допускає n − 2 лiнiйно незалежних еквiдi-
стантних векторних поля. Тодi має мiсце теорема 2, i можна використовувати хiд її
доведення. Аналiзуючи систему рiвнянь (10), легко бачити, що серед векторiв b

s

i iснує

не бiльше двох ненульових векторiв. Використовуючи те, що Zh
ijk 6= 0, (9) i визначення

тензора Zh
ijk i його властивостi, отримаємо умови (11).

Пiдставляючи (11) в (4), маємо ϕαaαbi − ϕαbαai = 0. Оскiльки ai i bi — неколiнеарнi
вектори, то звiдси випливає

ϕαaα = 0, (15)
ϕαbα = 0. (16)

Коварiантно диференцiюючи (15) з урахуванням рiвнянь (1) отримаємо

ϕαaα,i + τai = 0, (17)
ϕαbα,i + τbi = 0. (18)

Тензор aij можна представити у виглядi

ai,j = ciaj +
m∑
s=1

s
q
i

s
ν
j
, (19)

де aj,
s
ν
j
(s = 1, . . . ,m,m ≤ n− 1) — деякi неколiнеарнi вектори; ci,

s
q
i
— деякi вектори.

Пiдставляючи (19) в (17), неважко переконатися, що

(ϕαcα + τ)ai +
m∑
s=1

ϕα
s
q
α

s
ν
i

= 0

З останнього випливає
τ = −ϕαcα, ϕα

s
q
α

= 0. (20)

Але тодi, зважаючи на умови (15), (16), (20) i кiлькiсть n−2 незалежних еквiдiстантних
векторiв виходить, що усi вектори s

q
i
лiнiйно виражаються через вектори ai i bi. В

цьому випадку формула (19) приймає вид (12). Аналогiчно, можемо переконатися в
справедливостi формули (13).

Коварiантно продиференцiюємо (20), на основi (1) i (3) можна записати результат
таким чином ϕα(cα,i +Bgαi) + τci = 0.

Звiдси, аналогiчно, витiкають формули (14). Отже, Vn є по необхiдностi простором,
в якому виконуються умови (11)–(14).
Достатнiсть. Розглянемо в просторi Vn змiшану систему диференцiальних рiвнянь (1)
при додаткових умовах (11)–(16) та (20).

Умови iнтегровностi рiвнянь (1) в таких просторах виконуються тотожно. Дифе-
ренцiальнi продовження (20) також виконуються тотожно. Отже, система (1), (3) має
в таких просторах розв’язки для усiх початкових значень o

ϕ,
o
τ, якi задовольняють умо-

ви (20).
Легко бачити, що для цих рiвнянь в просторi Vn iснує точно n−2 лiнiйно незалежних

еквiдiстантних векторних поля.
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