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Necessary and sufficient conditions existence of monic divisors with canonical diagonal form
diag(1, . . . , 1, ϕ(x), . . . , ϕ(x)) of polynomial matrices over infinite field established.

А. М. Романив. Унитальные делители с канонической диагональной формой diag(1, . . . ,
1, ϕ(x), . . . , ϕ(x)) многочленных матриц над бесконечным полем // Мат. Студiї. – 2011. –
Т.36, №1. – C.12–20.

Для неособенной многочленной матрицы над бесконечным полем указаны необходимые
и достаточные условия выделения унитального множителя с канонической диагональной
формой diag(1, . . . , 1, ϕ(x), . . . , ϕ(x)).

Проблема видiлення унiтального дiльника iз матричного многочлена над полем була
однiєю з найбiльш дослiджуваних задач у теорiї матриць в серединi та другiй половинi
минулого столiття. Над її розв’язанням працювала не одна математична школа. Для її
розв’язання, в основному, використовувались методи, що базувались на поняттi жорда-
нових ланцюгiв [1, 2]. Однак, проблема видiлення регулярного множника iз матрично-
го многочлена була розв’язана П. С. Казiмiрським [3] методами, якi грунтувались на
введених ним поняттях визначальної матрицi та значення матрицi на системi коренiв
многочлена. Потрiбно також вiдзначити значний внесок учнiв П. С. Казiмiрського та
В. М. Петричковича [4], у спiвавторствi з яким вiн ввiв поняття напiвскалярної еквiва-
лентностi, та В. Р. Зелiска [5], який вперше розглянув групу матриць, що квазiкомуту-
ють iз дiагональною матрицею, у розв’язання цiєї проблеми.

Рiзнi аспекти цiєї задачi продовжують цiкавити алгебраїстiв i тепер. Так у роботi
M. Slusky [6] робиться оцiнка кiлькостi унiтальних дiльникiв многочленних матриць
другого порядку. J. Maroulas, P. Psarrakos [7] дослiджують можливiсть розкладу унi-
тальної матрицi в добуток унiтальних лiнiйних множникiв в залежностi вiд розташува-
ння коренiв характеристичного многочлена на комплекснiй площинi. Н. С. Джалюк та
В. М. Петричкович [8] вивчають унiтальнi дiльники iз заданими канонiчними дiагональ-
ними формами многочленних матриць за умов паралельностi вiдповiдних факторизацiй
матриць до факторизацiї їх канонiчних дiагональних форм.

В цiй роботi, при деяких обмеженнях на канонiчну дiагональну форму дiльника,
вказуються необхiднi та достатнi умови його iснування над нескiнченним полем. Незва-
жаючи на цi обмеження, клас полiв, для яких є правильним цей результат є суттєво
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ширшим вiд алгебраїчно замкнутих полiв характеристики нуль, зокрема поля можуть
мати i скiнченну характеристику. Це i обумовлює новизну пiдходу до розв’язання цiєї
задачi, що базується на поняттях породжуючої множини та визначальної матрицi.

Нехай F — поле, A(x) — неособлива n× n матриця над F [x], що записана у виглядi
матричного многочлена:

A(x) = Akx
k + Ak−1x

k−1 + · · · + A0.

Матриця A(x) називається унiтальною, якщо Ak = E — одинична матриця та регу-
лярною, якщо detAk 6= 0. Будемо говорити, що матриця A(x) регуляризується справа,
якщо iснує така оборотна матриця U(x), що

A(x)U(x) = Exr +Dr−1x
r−1 + · · · +D0.

Для матрицi A(x) iснують такi оборотнi матрицi P (x) та Q(x), що

P (x)A(x)Q(x) = diag(ε1(x), . . . , εn(x)) = Ψ(x),

εi(x)|εi+1(x), i = 1, . . . , n − 1. При цьому матриця Ψ(x) називається канонiчною дiа-
гональною формою (к.д.ф.) або ж формою Смiта матрицi A(x), а матрицi P (x) та
Q(x) — вiдповiдно, лiвими та правими перетворювальними матрицями матрицi A(x).
Нехай A(x) = B (x)C (x), де B (x) має к.д.ф. Φ(x) = diag (ϕ1(x), . . . , ϕn(x)). Згiдно з [9]
Φ(x) |Ψ(x) . Окрiм того, якщо B(x) — унiтальний матричний многочлен степеня r, то
deg det Φ(x) = nr.

Нехай тепер Φ(x) = diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m−1

, ϕ(x), . . . , ϕ(x)), 1 ≤ m ≤ n, причому Φ(x) |Ψ(x) .

У цьому випадку визначальна матриця V (Ψ,Φ) [10] має вигляд:

V (Ψ,Φ) = V (Ψ,Φ, x, k) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
... . . .

...
...

... . . .
...

...
0 . . . 1 0 0 . . . 0 0

ϕ
(ϕ,ε1)

km1 . . . ϕ
(ϕ,εm−1)

km,m−1 1 0 . . . 0 0
ϕ

(ϕ,ε1)
km+1,1 . . . ϕ

(ϕ,εm−1)
km+1,m−1 0 1 . . . 0 0

... . . .
...

...
... . . .

...
...

ϕ
(ϕ,ε1)

kn1 . . . ϕ
(ϕ,εm−1)

kn,m−1 0 0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (1)

де

kij =

{
0, (ϕ, εj) = 1,

kij0 + kij1x+ . . .+ kijhij
xhij , (ϕ, εj) 6= 1,

hij = deg(ϕ, εj)− 1, i = m,m+ 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m− 1,

де kijl — параметри, i = m,m + 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m − 1. Позначимо через F (k)[x] —
трансцедентне розширення поля F за рахунок приєднання всiх kijl. Основним резуль-
татом цiєї роботи є наступна теорема.
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Теорема 1. Нехай F — нескiнченне поле. Для того, щоб iз неособливого матричного
многочлена

A(x) = P−1(x)Ψ(x)Q−1(x),Ψ(x) = diag (ε1(x), . . . , εn(x)) , i = 1, . . . , n− 1

можна було видiлити лiвий унiтальний дiльник з к.д.ф.

Φ(x) = diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m−1

, ϕ(x), . . . , ϕ(x)), 1 ≤ m ≤ n, deg det Φ(x) = nr,

необхiдно та достатньо, щоб матриця (V (Ψ,Φ)P (x))−1 Φ(x) регуляризувалася справа
над F (k)[x].

Зауважимо, що для того, щоб переконатись у тому, що матриця
(V (Ψ,Φ)P (x))−1 Φ(x) регуляризується справа можна використати один iз методiв
запропонованих у роботах [3, 10, 16].

Перед доведенням цiєї теореми встановимо декiлька допомiжних тверджень. Нехай

Ψ(x) = diag(ε1(x), . . . , εn(x)), εi(x)|εi+1(x), Φ(x) = diag (ϕ1(x), . . . , ϕn(x)) ,

ϕi(x)|ϕi+1(x), i = 1, . . . , n− 1, Φ(x) |Ψ(x) .

Розглянемо наступнi множини матриць:

GΦ = {H(x) ∈ GLn(F [x]) | H(x)Φ(x) = Φ(x)H1(x), дe H1(x) ∈ GLn(F [x])},
L(Ψ,Φ) = {L(x) ∈ GLn(F [x]) | L(x)Ψ(x) = Φ(x)L1(x), дe L1(x) ∈Mn(F [x]) } ,

якi, згiдно з результатами робiт [5, 11], складаються з оборотних матриць вигляду∥∥∥∥∥∥∥∥∥
h11 h12 . . . h1, n−1 h1n

ϕ2

ϕ1
h21 h22 . . . h2, n−1 h2n

...
... . . .

...
...

ϕn

ϕ1
hn1

ϕn

ϕ2
hn2 . . . ϕn

ϕn−1
hn ,n−1 hnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , (2)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
l11 l12 . . . l1, n−1 l1n

ϕ2

(ϕ2,ε1)
l21 l22 . . . l2 ,n−1 l2n

...
... . . .

...
...

ϕn

(ϕn,ε1)
ln1

ϕn

(ϕn,ε2)
ln2 . . . ϕn

(ϕn,εn−1)
ln ,n−1 lnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , (3)

вiдповiдно. При цьому множина GΦ є мультиплiкативною групою, а множину L(Ψ,Φ)
будемо називати породжуючою множиною. Аналогiчно вводиться множина GΨ. Позна-
чимо через G∗Φ та L∗(Ψ,Φ) множини матриць вигляду (2) i (3) над F (k)[x], вiдповiдно.

Позначимо через V(Ψ,Φ) множину нижнiх унiтрикутних матриць, якi отримуються
iз матрицi V (Ψ,Φ), коли параметри kijl незалежно один вiд одного пробiгають всемо-
жливi значення iз поля F .

Теорема 2. Виконується рiвнiсть L(Ψ,Φ) = GΦV(Ψ,Φ)GΨ.
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Доведення. Нехай n = 2 i L — довiльна матриця iз L(Ψ,Φ). Оскiльки матриця L —

оборотна i має вигляд (3), то
(

ϕ2

(ϕ2, ε1)
l21, l22

)
= 1. Тому i

(
ϕ2

(ϕ2, ε1)
l21, l22,

ϕ2

ϕ1

)
= 1.

Тодi, iснує таке s ∈ F [x], що
(
l22 +

ϕ2

(ϕ2, ε1)
l21s,

ϕ2

ϕ1

)
= 1. Отже, виконується рiвнiсть

(
l11 l12
ϕ2

(ϕ2, ε1)
l21 l22

)
︸ ︷︷ ︸

L

(
1 s
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

S2

=

(
l11 l11s+ l12
ϕ2

(ϕ2, ε1)
l21

ϕ2

(ϕ2, ε1)
l21s+ l22

)
= L1 ∈ L (Ψ,Φ) .

На пiдставi леми 3 з [12] в групi GΦ iснує така матриця H1, що H1L1 — нижня
унiтрикутна матриця. Тодi за лемою 3 з [13] в групi GΦ iснує така матриця H2,
що H2H1LS2 = V ∈ V(Ψ,Φ), тобто L = (H−1

2 H−1
1 )V S−1

2 . Оскiльки S2 ∈ GΨ, то
L(Ψ,Φ) ⊆ GΦV(Ψ,Φ)GΨ.

Припустимо правильнiсть такого включення для матриць порядку n−1. Нехай L —
оборотна матриця вигляду (3). Тодi(

ϕn

(ϕn, ε1)
ln1, . . . ,

ϕn

(ϕn, εn−1)
ln,n−1, lnn

)
= 1,

а отже, i (
ϕn

(ϕn, ε1)
ln1, . . . ,

ϕn

(ϕn, εn−1)
ln,n−1, lnn,

ϕn

ϕ1

)
= 1.

В кiльцi F [x] iснують такi s1, . . . , sn−1, що(
lnn +

ϕn

(ϕn, ε1)
ln1s1 + . . .+

ϕn

(ϕn, εn−1)
ln,n−1sn−1︸ ︷︷ ︸

l′nn

,
ϕn

ϕ1

)
=

(
l
′

nn,
ϕn

ϕ1

)
= 1.

Отже, виконується рiвнiсть

∥∥∥∥∥∥∥
l11 . . . l1n−1 l1n
... . . .

...
...

ϕn

(ϕn,ε1)
ln1 . . . ϕn

(ϕn,εn−1)
ln,n−1 lnn

∥∥∥∥∥∥∥︸ ︷︷ ︸
L

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 s1

0 1 . . . 0 s2
...

... . . .
...

...
0 0 . . . 1 sn−1

0 0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥︸ ︷︷ ︸
Sn

=

=

∥∥∥∥∥∥∥
l11 . . . l1n−1 l

′
1n

... . . .
...

...
ϕn

(ϕn,ε1)
ln1 . . . ϕn

(ϕn,εn−1)
ln,n−1 l

′
nn

∥∥∥∥∥∥∥ = L1 ∈ L(Ψ,Φ).

Звiдси випливає, що (l′1n, . . . , l
′
nn) = 1. Оскiльки

ϕn

ϕ1

=
ϕn

ϕn−1

· ϕn−1

ϕn−2

· . . . · ϕ3

ϕ2

· ϕ2

ϕ1

,

то
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(
l
′

nn,
ϕn

ϕn−1

)
= . . . =

(
l
′

nn,
ϕ2

ϕ1

)
= 1.

Таким чином, (
ϕn

ϕ1

l
′

1n,
ϕn

ϕ2

l
′

2n, . . . ,
ϕn

ϕn−1

l
′

n−1, n, l
′

nn

)
= 1.

Отже, iснують такi hn1, hn2, . . . , hn, n−1, hnn ∈ F [x], що

ϕn

ϕ1

hn1l
′

1n +
ϕn

ϕ2

hn2l
′

2n + · · ·+ hnnl
′

nn = 1.

Звiдси випливає, що (
ϕn

ϕ1

hn1,
ϕn

ϕ2

hn2, · · · ,
ϕn

ϕn−1

hn,n−1, hnn

)
= 1.

На пiдставi властивостi 2 з [14] рядок
∥∥∥∥ϕn

ϕ1

hn1 . . .
ϕn

ϕn−1

hn,n−1 hnn

∥∥∥∥ можна доповнити до

оборотної матрицi з групи GΦ вигляду

H1 =

∥∥∥∥∥ ∗
ϕn

ϕ1

hn1
ϕn

ϕ2

hn2 . . .
ϕn

ϕn−1

hn,n−1 hnn

∥∥∥∥∥ .
Згiдно з властивiстю 2 iз [15] GΦL(Ψ,Φ) = L(Ψ,Φ). Тому

H1L1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g11 . . . g1,n−1 g1n
... . . .

...
...

ϕn−1

(ϕn−1,ε1)
gn−1 ,1 . . . gn−1, n−1 gn−1 ,n

ϕn

(ϕn,ε1)
gn 1

ϕn

(ϕn,εn−1)
gn ,n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = L2 ∈ L(Ψ,Φ).

Домноживши матрицю L2 злiва на матрицю

H2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 −g1n

0 1 . . . 0 −g2n
...

... . . .
...

...
0 0 . . . 1 −gn−1,n

0 0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
iз GΦ, отримаємо∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

c11 . . . c1 ,n−1 0
ϕ2

(ϕ2,ε1)
c21 . . . c2, n−1 0

... . . .
...

...
ϕn−1

(ϕn−1,ε1)
cn−1,1 . . . cn−1, n−n1 0

ϕn

(ϕn,ε1)
gn 1 . . . ϕn

(ϕn,εn−1)
gn, n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ C 0
g 1

∥∥∥∥ = L3 ∈ L(Ψ,Φ).

Оскiльки detL3 = detC, то C — оборотна матриця порядку (n − 1) з множини
L (diag(ε1, . . . , εn−1), diag(ϕ1, . . . , ϕn−1)). Згiдно з припущенням iндукцiї знайдуться такi
матрицi H3 ∈ Gdiag(ϕ1, ...,ϕn−1) та S ∈ Gdiag(ε1,...,εn−1), що
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H3CS = V ∈ V (diag(ε1, . . . , εn−1), diag(ϕ1, . . . , ϕn−1)) .

Тодi

∥∥∥∥ H3 0
0 1

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ C 0
g 1

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ S 0
0 1

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ H3CS 0
gS 1

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 . . . 0 0

. . . ...
...

1 0
∗ 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = L4 ∈ L(Ψ,Φ),

при цьому
∥∥∥∥ H3 0

0 1

∥∥∥∥ ∈ GΦ,
∥∥∥∥ S 0

0 1

∥∥∥∥ ∈ GΨ. На пiдставi леми 3 з [13] в групi GΦ iснує

така матриця H4, що H4L4 ∈ V(Ψ,Φ). Отже, L(Ψ,Φ) ⊆ GΦV(Ψ,Φ)GΨ.
Згiдно з властивостями 2 та 3 з [15] GΦL(Ψ,Φ) = L(Ψ,Φ) та L(Ψ,Φ)GΨ =

L(Ψ,Φ). Оскiльки V(Ψ,Φ) ⊆ L(Ψ,Φ), то GΦV(Ψ,Φ)GΨ ⊆ L(Ψ,Φ). Отже, L(Ψ,Φ) =
GΦV(Ψ,Φ)GΨ. Теорему доведено.

Лема 1. Якщо у визначальнiй матрицi (1) елемент kij(x) ≡ 0, то

kj+1,j(x) ≡ kj+2,j(x) ≡ . . . ≡ ki−1,j(x) ≡ 0, i = m,m+ 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m− 1, i > j.

Доведення. Згiдно з означенням kij(x) ≡ 0 тодi i лише тодi, коли (ϕi, εj) = 1. Оскiльки
ϕi(x) = ϕ(x), то kj+1,j(x) ≡ kj+2,j(x) ≡ . . . ≡ ki−1,j(x) ≡ 0.

Наслiдок. Якщо у визначальнiй матрицi (1) елемент kij(x) 6≡ 0, i > j, то

ki+1, j(x) 6≡ 0, ki+2,j(x) 6≡ 0, . . . , kn,j(x) 6≡ 0, i = m,m+ 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m− 1.

Розглянемо добуток матриць V (Ψ,Φ)T (x) = U(x), де T (x) = ‖tij‖n1 ∈ GΨ. Позначимо
через Ui(x) — пiдматрицю матрицi U(x), отриману внаслiдок викрислення перших i
рядкiв та перших i стовпцiв матрицi U(x), i = 1, . . . , n − 1. Згiдно з формулою Бiне-
Кошi маємо:

detUi(x) =
∑
j

|Vij(Ψ,Φ)| · |Tji(x)|+ detTi(x),

де
∑

j |Vij(Ψ,Φ)| · |Tji(x)| — сума добуткiв усiх можливих мiнорiв максимального
(n− i)−порядку матрицi Vij(Ψ,Φ), за винятком мiнора унiтрикутної матрицi, що дорiв-
нює одиницi, на вiдповiднi мiнори того ж порядку матрицi Tji(x). Ti(x) — пiдматриця
матрицi T (x), отримана внаслiдок викрислення перших i рядкiв та перших i стовпцiв
матрицi T (x), i = 1, . . . , n− 1.

Лема 2. Для того, щоб

detUm−1(α) ≡
∑
j

|Vm−1,j(Ψ,Φ, α)| · |Tj,m−1(α)|+ detTm−1(α) ≡ 0, (4)

де α ∈ F , необхiдно та достатньо, щоб кожен доданок цiєї суми дорiвнював нулю.
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Доведення. Достатнiсть очевидна.
Необхiднiсть. Для доведення необхiдностi досить зауважити, що мiнори

|Vm−1,j(Ψ,Φ, α)| є сумою добуткiв елементiв поля F та параметрiв kijl, i = m,m+1, . . . , n,
j = 1, . . . ,m− 1. При цьому набiр параметрiв, якi зустрiчаються в кожному такому мi-
норi не повторюється в жодному iншому мiнорi.

Лема 3. Якщо ϕ(α) = 0 та
εm
εs

(α) 6= 0, то kms(x) 6≡ 0, s = 1, . . . ,m− 1.

Доведення. Нехай kms(x) ≡ 0. Тодi (ϕ, εs) = 1. Отже,

εm
εs

=
ϕεm(ϕ, εs)

(ϕ, εs)ϕεs
= ϕ · (εmϕ, εmεs)

ϕεs
.

Оскiльки ϕ |εm , то ϕ
∣∣∣∣εmεs . Звiдси випливає, що

εm
εs

(α) = 0, а це суперечить умовi леми.

Лема 4. Виконується рiвнiсть (ϕ(x), detUm−1(x)) = 1.

Доведення. Припустимо, що (ϕ(x), detUm−1(x)) = δ(x) 6= const. Нехай F ′ — поле роз-
кладу многочлена ϕ(x) i δ(α) = 0, α ∈ F ′. Тодi ϕ(α) = 0 та

detUm−1(α) =
∑
j

|Vm−1,j(Ψ,Φ, α)| · |Tj,m−1(α)|+ detTm−1(α) ≡ 0 (5)

Нехай j — перший iндекс, для якого
εm
εj

(α) 6= 0, а
εm
εj+1

(α) 6= 0, 0 ≤ j < m, де ε0(x) = 1.

Якщо
εm
εj

=
εm
εj+1

· εj+1

εj
, то

εj+1

εj
(α) = 0, 0 ≤ j < m. Оскiльки

εj+1

εj

∣∣∣∣εj+1+t

εj−l
, то

εj+1+t

εj−l
(α) = 0, t = 0, 1, . . . , n− j − 1, l = 0, 1, . . . , j − 1.

Iз того, що
εm
εj+1

(α) 6= 0 випливає, що
εm
εs

(α) 6= 0, s = j + 1, j + 2, . . . ,m− 1. Оскiльки

ϕ

(ϕ, εs)

∣∣∣∣εmεs , то
ϕ

(ϕ, εs)
(α) 6= 0, s = j + 1, j + 2, . . . ,m − 1. За лемою 3 kms 6≡ 0. Згiдно з

наслiдком kqs 6≡ 0, q = m,m+1,m+2, . . . , n, s = j+1, j+2, . . . ,m−1. Звiдси бачимо, що в
матрицi V (Ψ,Φ) всi елементи

ϕ

(ϕ, εs)
kqs, q = m,m+1,m+2, . . . , n, s = j+1, j+2, . . . ,m−1

вiдмiннi вiд нуля. Тому всеможливi мiнори максимального (n − (m − 1))-го порядку,
побудованi на останнiх (n − (m − 1)) рядках та на останнiх (n − j) стовпцях матри-
цi V (Ψ,Φ), вiдмiннi вiд нуля.

З тотожностi (5), врахувавши лему 2, випливає, що вiдповiднi всеможливi мiнори
максимального (n − (m − 1))-го порядку, побудованi на останнiх (n − j) рядках та на
останнiх (n− (m− 1)) стовпцях матрицi T (α), дорiвнюють нулю. Таким чином, матри-
ця T (α) має вигляд:

T (α) =

∥∥∥∥ ∗ ∗ ∗
0(n−j)×j S(n−j)×(m−1−j) T(n−j)×(n−(m−1))

∥∥∥∥ ,
де 0(n−j)×j — нульова (n− j)× j матриця, T(n−j)×(n−(m−1)) — матриця, яка складається
з нульових мiнорiв (n − (m − 1))-го порядку. Зауважимо, що коли j = 0, то матри-
ця 0(n−j)×j — порожня. Легко бачити, що detT (α) = 0, що суперечить оборотностi
матрицi T (x).
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Перейдемо до доведення теореми 1.

Доведення. Достатнiсть. Розглянемо матрицю A(x), як матрицю над F (k)[x]. Нехай
матриця (V (Ψ,Φ)P (x))−1 Φ(x) = B(x) регуляризується справа над F (k)[x]. Тобто iснує
така матриця U(x) ∈ GLn(F (k)[x]), що

B(x)U(x) = Exr +Br−1x
r−1 + . . .+B1x+B0 = D(x).

Згiдно з твердженням 1 iз [12], всi лiвi дiльники матрицi A(x) з к.д.ф. Φ(x) над F (k)[x]
утворюють множину (L∗(Ψ,Φ)P (x))−1 Φ(x)GLn(F [x]). Оскiльки V (Ψ,Φ) ∈ L∗(Ψ,Φ), то
D(x) є лiвим дiльником матрицi A(x): A(x) = D(x)C(x). На пiдставi леми 4 з [16]
матриця B(x), регуляризується справа над F (k)[x] тодi i лише тодi, коли detMB =
f(kn10, . . . , kn,n−1,hn,n−1 , x) 6≡ 0, де MB — вiдповiдна матриця до матричного много-
члена B(x). Згiдно з лемою 5 iз [16] коефiцiєнти унiтального матричного многочлена
B(x)U(x), мають вигляд Bk =

∑k
i=0 TiM(r−k)+i,r =

∑k
i=0

1
detMB

TiMij, k = 0, 1, . . . , r − 1,
i, j = 0, 1, . . . , n, де Ti — коефiцiєнти матричного многочлена B(x), M(r−k)+i,r —
вiдповiднi блоки матрицi M−1

B . У нескiнченному полi F знайдуться такi елементи
pn10, pn20, . . . , pn,n−1,hn,n−1 , pnn, що f(pn10, . . . , pnn) 6= 0. Тодi матриця D(x), яка отриму-
ється iз матрицi D(x) замiною змiнних kn10, . . . , kn,n−1,hn,n−1 , x на вiдповiднi елементи
pn10, . . . , pn,n−1,hn,n−1 , pnn iз поля F i буде шуканим унiтальним дiльником матрицi A(x).

Необхiднiсть. Нехай A(x) = B(x)C(x), де B(x) — унiтальний дiльник матрицi A(x)
з к.д.ф. Φ(x). Згiдно з твердженням 1 з [12], всi дiльники матрицi A(x) утворюють
множину (L(Ψ,Φ)P (x))−1 Φ(x)GLn(F [x]). Тому матрицю B(x) можна записати у вигля-
дi B(x) = (L(x)P (x))−1 Φ(x)K(x), де L(x) ∈ L(Ψ,Φ), K(x) ∈ GLn(F [x]). На пiдставi
теореми 2 L(x) = H(x)V0(x)S(x), де H(x) ∈ GΦ, V0(x) ∈ V(Ψ,Φ), S(x) ∈ GΨ. Тодi

B(x) = (L(x)P (x))−1 Φ(x)K(x) = (H(x)V0(x)S(x)P (x))−1 Φ(x)K(x).

Згiдно з роботами [5, 15], множина всiх лiвих перетворювальних матриць матрицi A(x)
має вигляд PA = GΨP . Отже, S(x)P (x) = P0(x) — лiва перетворювальна матриця
матрицi A(x). Тодi,

B(x) = (H(x)V0(x)P0(x))−1 Φ(x)K(x) = P−1
0 (x)V −1

0 (x)H−1(x)Φ(x)K(x).

Оскiльки H−1(x)Φ(x) = Φ(x)H1(x), де H1(x) ∈ GLn(F [x]), то

B(x) = P−1
0 (x)V −1

0 (x)Φ(x)H1(x)K(x) = (V0(x)P0(x))−1 Φ(x)K1(x).

Матриця B(x) — унiтальна, а тому матриця (V0(x)P0(x))−1 Φ(x) регуляризується спра-
ва. Замiнивши в матрицi V0(x) коефiцiєнти многочленiв на вiдповiднi параметри kijl,
отримаємо, що матриця (V (Ψ,Φ)P0(x))−1 Φ(x) регуляризується справа над F (k)[x].

Покажемо, що незалежно вiд вибору перетворювальної матрицi P1(x) матри-
ця D(x) = (V (Ψ,Φ)P1(x))−1Φ(x) також регуляризується справа. Оскiльки P1(x) =
N(x)P0(x), де N(x) ∈ GΨ, то

D(x) = (V (Ψ,Φ)P1(x))−1 Φ(x) = (V (Ψ,Φ)N(x)P0(x))−1 Φ(x) =

= ((V (Ψ,Φ)N(x))P0(x))−1 Φ(x).

Взявши до уваги лему 3 з [12], та врахувавши лему 4, отримаємо, що iснує така матриця
T (x) ∈ G∗Φ, що T (x)V (Ψ,Φ)N(x) є нижньою унiтрикутною матрицею iз F (k)[x]. Згiдно
з лемою 3 iз [13] iснує така матриця T1(x) ∈ G∗Φ, що
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T1(x)T (x)V (Ψ,Φ)N(x) = V1(Ψ,Φ) ∈ V(Ψ,Φ).

Тодi

D(x) = (T1(x)T (x) (V (Ψ,Φ)N(x))P0(x))−1 T1(x)T (x)Φ(x) =

= ((T1(x)T (x)V (Ψ,Φ)N(x))P0(x))−1 Φ(x)
(
T̃ (x)T̃1(x)

)
= (V1(Ψ,Φ)P0(x))−1 Φ(x)T2(x).

Перепозначивши в матрицi V1(Ψ,Φ) параметри kijl через k
′

ijl отримаємо, що матриця
(V (Ψ,Φ)P0(x))−1 Φ(x) регуляризується справа над F (k)[x].
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