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We introduce some diadic analogue of the Choquet game and a class of diadic Baire spaces
which is a subclass of Baire spaces and is wider then the class Choquet spaces. We prove that
for any diadic Baire space X, a Banach space Y , a countable Asplund∗ norming set E ⊆ Y ∗

and for every map ϕ : X → Y , such that zϕ is quasi-continuous for any z ∈ E, the discontinuity
point set C(ϕ) is residual.

А. В. Маслюченко. Диадически бэровские пространства и непрерывность квазинепрерыв-
ных отображений // Мат. Студiї. – 2011. – Т.36, №1. – C.107–112.

С помощью диадического аналога игры Шоке вводится класс диадически бэровских
пространств, более узкий чем класс бэровских пространств и более широкий чем класс
пространств Шоке. Доказывается, что для каждого диадически бэровского пространства
X банахового пространства Y , счетно асплундового∗ нормирующего множества E ⊆ Y ∗

и отображения ϕ : X → Y , для которого все композиции zϕ, z ∈ E, квазинепрерывны,
множество точек непрерывности C(ϕ) остаточное.

1. Вступ. Вивчення питання про те, наскiльки розривними можуть бути нарiзно непе-
рервнi функцiї, бере свiй початок ще з класичної працi Р. Бера [1] кiнця XIX столiття.
В подальшому, завдяки зусиллям таких математикiв, як Е. ван Влек, Г. Ган, Дж. Каль-
брi i Ж.-П. Труаллiк та iн. отримано цiлий спектр результатiв про сукупну неперерв-
нiсть нарiзно неперервних функцiй. Проте всi вони стосувалися функцiй, що визначенi
на добутку таких просторiв, на один iз яких накладається умова типу аксiом злiчен-
ностi чи, навiть, метризовностi. Пiсля появи фундаментальної роботи I. Намiоки [2]
розпочалися дослiдження точок неперервностi нарiзно неперервних функцiй на добу-
тку просторiв, якi не обов’язково мають властивостi типу аксiом злiченностi.

Ч. Стiґал [3] запропонував одне цiкаве узагальнення теореми Намiоки. А саме, вiн до-
вiв, що для довiльного вiдображення ϕ : X → Y зi злiченно повного за Чехом простору
X у банаховий простiр Y такого, що композицiя zϕ неперервна для довiльної крайньої
точки z одиничної кулi у спряженому просторi Y ∗, множина його точок неперервностi
C(ϕ) скрiзь щiльна. В данiй роботi ми, модифiкуючи пiдхiд Ч. Стiґала, одержуємо
подiбний результат для функцiй ϕ, що визначенi на дiадично берових просторах за
умови, що композицiї zϕ тiльки квазiнеперервнi для всiх z з деякої нормуючої злiченно
асплундової∗ множини E ⊆ Y ∗. Звiдси, як наслiдок, ми одержуємо двi новi теореми про
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сукупну неперервнiсть функцiй, що неперервнi вiдносно першої змiнної i квазiнеперерв-
нi вiдносно другої, якi узагальнюють результати з [4]. При цьому ми використовуємо
введений нами певний дiадичний аналог гри Шоке.

2. Дiадична гра Шоке. Нагадаємо, що у грi Шоке [5] два гравцi α та β по черзi
(починає β) ходять вiдкритими непорожнiми пiдмножинами Un i Vn деякого топологiч-
ного простору X так, що Vn+1 ⊆ Un ⊆ Vn для довiльного n ∈ N. У партiї (Un, Vn)∞n=1

виграє α, якщо
⋂∞
n=1 Un 6= ∅. Iнакше виграє β. Простiр X називається α-сприятливим

/β-несприятливим/, якщо гравець α має /β не має/ виграшну стратегiю у грi Шо-
ке. α-сприятливi простори iнакше називаються просторами Шоке. Крiм того, як добре
вiдомо [3], β-несприятливiсть рiвносильна беровостi.

Зараз ми введемо певний аналог гри Шоке в якому замiсть спадної послiдовностi
вiдкритих множин розгортатиметься спадна дiадична схема вiдкритих множин. Але
спочатку введемо деякi позначення:

D = {0, 1}, D =
∞⋃
n=0

Dn, Dn =
n⋃
k=0

Dk, ∆ = DN, δ|n = (d1, dn, . . . , dn−1), d, i = (d1, . . . , dn, i)

для довiльних n ∈ N, d = (d1, . . . , dn) ∈ D, δ = (d1, d2, . . . ) ∈ ∆ та i ∈ D (множина D0

складається з порожнього набору ∅ i δ|1 = ∅).
Нехай X — топологiчний простiр. Вiдкрита множина U ⊆ X називається атомом,

якщо не iснує таких вiдкритих непорожнiх множин V та W , що V tW ⊆ U . Простiр X
називається безатомним, якщо кожна вiдкрита в X непорожня множина U не є ато-
мом. Зрозумiло, що кожний гаусдорфовий простiр без iзольованих точок є безатомним.
Нехай UX — система всiх атомiв простору X. Покладемо GX =

⋃
UX i H = X \GX .

Множину HX називатимемо безатомним ядром простору X. Ясно, що HX є безатом-
ним пiдпростором. Бiльше того, простiр X буде безатомним тодi i тiльки тодi, коли
HX = X.

У дiадичнiй грi Шоке (або, коротше, δ-грi) гравцi α та β по черзi ходять (починає
β) наборами (Ud)d∈Dn та (Vd)d∈Dn вiдкритих пiдмножин X, n = 0, 1, . . . , так, що V∅ 6= ∅
i Vd,0 t Vd,1 ⊆ Ud ⊆ Vd, d ∈ D, причому множини Vd,0 та Vd,1 непорожнi, якщо Ud не є
атомом. Гравець α виграє, якщо множина ∆′ = {d ∈ ∆:

⋂∞
n=1 Uδ|n 6= ∅} незлiченна або

Ud = ∅ для деякого d ∈ D. Простiр X називається δ-α-сприятливим (або дiадичним
простором Шоке), якщо гравець α має виграшну стратегiю у δ-грi. Якщо ж β не має
виграшної стратегiї у δ-грi, то казатимемо, що X є δ-β-несприятливим (або дiадично
берiв).

Твердження 1. Кожний простiр Шоке є дiадичним простором Шоке, а отже, i дiади-
чно беровим.

Доведення. Нехай X є простором Шоке i σ — виграшна стратегiя для α у грi Шоке.
Довизначимо σ покладаючи σ

(
(Vk)

n
k=1

)
= ∅, якщо Vn = ∅. Визначимо тепер стратегiю у

δ-грi формулою τ
(
(Vd)d∈Dn

)
=
(
σ
(
(Vd|k)

n+1
k=1

))
d∈Dn

. Тодi для довiльної партiї (Ud, Vd)d∈D у

δ-грi, в якiй α грає згiдно з τ , матимемо що якщо всi Ud 6= ∅ при d ∈ D, то
⋂∞
n=1 Uδn 6= ∅

для довiльного δ ∈ D. Тобто ∆′ = ∆. I тому α виграє. Отже, τ — виграшна для α.

Твердження 2. Нехай X дiадично берiв простiр. Тодi його безатомне ядро HX є бе-
ровим простором. Зокрема, кожний гаусдорфовий дiадично берiв простiр є простором
Бера.
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Доведення. Припустимо, що HX — не берiвський. Вважатимемо, що HX 6= ∅. Тодi iснує
вiдкрита множина V∅ ⊆ G, яка є множиною першої категорiї. Вiзьмемо таку послiдов-
нiсть замкнених в X нiде не щiльних множин Fn, для якої V∅ ⊆

⋃∞
n=1 Fn. Визначимо

тепер стратегiю σ для гравця β у δ-грi. Покладемо σ(∅) = V∅. Нехай (Ud)d∈Dn уже
зробленi ходи α. Зафiксуємо деяке d ∈ Dn. Оскiльки Ud ⊆ V∅ ⊆ HX , то Ud не є ато-
мом. Отже, iснують такi вiдкритi непорожнi множини U0

d i U1
d , такi, що U0

d t U1
d ⊆ Ud.

Покладемо Vd,i = U i
d \ Fn. Тодi формулою σ

(
(Ud)d∈Dn

)
= (Vd)d∈Dn+1 визначається деяка

стратегiя для гравця β. Якщо в партiї (Ud, Vd)d∈D гравець α грає згiдно з стратегiєю σ,
то для довiльного δ ∈ ∆ матимемо, що

⋂∞
n=1 Uδ|n ⊆

⋂
n=1∞(V∅ \ Fn) = ∅. Тодi ∆′ = ∅,

причому Ud 6= ∅ для довiльного d ∈ D. Отже, β виграє. Тому, гравець β має виграшну
стратегiю σ, що не можливо.

Нехай тепер X — гаусдорфовий простiр. Тодi, якщо U — атом, то |U | ≤ 1. Отже,
GX — дискретний, а тому, берiв пiдпростiр X. Тому i простiр X = GX tHX є простором
Бера.

Нагадаємо, що вiдображення f : X → Y мiж топологiчними просторами X та Y
називається квазiнеперервним, якщо для довiльної точки x ∈ X, її околу U i околу V
точки f(x0) iснує вiдкрита непорожня множина U1 ⊆ U , така, що f(U1) ⊆ V .

Твердження 3. Нехай X — топологiчний простiр, Y — гаусдорфовий топологiчний
простiр, f : X → Y — квазiнеперервне вiдображення. Тодi для довiльного атома U в X
функцiя f стала на U . Зокрема, функцiя f є локально сталою на GX .

Доведення. Вiзьмемо деякий атом U ⊆ X i покажемо, що f стала на U . Нехай це не так,
i iснують точки x1, x2 ∈ U , такi, що f(x1) 6= f(x2). За рахунок того, що Y гаусдорфiв,
вибиремо неперетиннi околи V1 i V2 точок f(x1) i f(x2), вiдповiдно. Далi, оскiльки f ква-
зiнеперервна, то iснують вiдкритi непорожнi множини U1, U2 ⊆ U , такi, що f(U1) ⊆ V1

i f(U2) ⊆ V2. Тодi U1 t U2 ⊆ U , що неможливо, адже U — атом.

3. Злiченно асплундовi∗ множини i m-компактнi простори. Нехай X — банахiв
простiр. Множина E ⊆ X∗ називається нормуючою, якщо супремум-норма

‖x‖E = sup
y∈E
|y(x)|, x ∈ X,

еквiвалентна до вихiдної. Казатимемо, що E є злiченно асплундовою∗, якщо для довi-
льної злiченної множини E ′ ⊆ E переднормований простiр (X, ‖ · ‖E′) є сепарабельним.

Для топологiчного простору T через Cb(T ) позначатимемо банахiв простiр обмеже-
них неперервних функцiй з супремум-нормою, а через C∗b (T ) спряжений до нього прос-
тiр. Для точки t ∈ T через δt ∈ C∗b (T ) позначимо функцiонал, що дiє за формулою
δt(x) = x(s), x ∈ Cb(T ). Для множини E ⊆ T покладемо ∆E = {δt : t ∈ E}. Пiдмножина
E ⊆ T називається вiдносно m-компактною, якщо для довiльної злiченної пiдмножини
S ⊆ E замикання S в T є метризовним компактом. Простiр T називається m-компакт-
ним, якщо вiн є вiдносно m-компактним в собi. Казатимемо, що простiр T є m-компак-
тним, якщо вiн має щiльну вiдносно m-компактну пiдмножину.

Твердження 4. Нехай T — топологiчний простiр i E — вiдносно m-компактна пiдмно-
жина T . Тодi множина ∆E ⊆ C∗b (T ) є злiченно асплундовою∗.
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Доведення. Нехай S — деяка злiченна пiдмножина T . Припустимо, що (Cb(T ), ‖ · ‖∆S
)

несепарабельний. Тодi iснує незлiченна сiм’я (xi)i∈I в Cb(T ), така, що ‖xi − xj‖∆S
≥ 1

при i 6= j. Нехай K = S. Тодi K є метризовним компактом. Покладемо yi = xi|K .
Тодi yi ∈ C(K). Але, очевидним чином, ‖x‖∆S

= sups∈S |x(s)| = ‖x|K‖C(K). Тому, при
j 6= i матимемо, що 1 ≤ ‖xi − xj‖∆S

= ‖yi − yj‖C(K). Отже, C(K) несепарабельний, що
неможливо.

4. Неперервнiсть слабко квазiнеперервних вiдображень. Приступимо до викла-
ду основного результату цiєї роботи. Для вiдображення ϕ : X → Y мiж топологiчним
простором X i банаховим простором Y i множини E ⊆ Y ∗ через CE(ϕ) позначимо
множину точок ‖ · ‖E-неперервностi вiдображення ϕ. Якщо множина E нормуюча, то
CE(ϕ) = C(ϕ) — множина точок неперервностi ϕ.

Теорема 1. НехайX — дiадично берiв простiр, Y — банахiв простiр, E ⊆ Y ∗ — злiченно
асплундова∗ множина i ϕ : X → Y , таке, що композицiя zϕ квазiнеперервна для кожного
z ∈ E. Тодi A = CE(ϕ) є скрiзь щiльною Gδ-множиною.

Доведення. По-перше, зрозумiло, що A типу Gδ. Тому достатньо перевiрити, що A = X.
Далi, з твердження 3, для довiльного атома U в X i z ∈ E композицiя zϕ квазiнеперерв-
на, а тому стала на U . А тому ϕ неперервна на U вiдносно ‖·‖E. Але множина GX рiвна
об’єднанню всiх атомiв X. Отже, ϕ неперервна на GX вiдносно ‖·‖E. Тому, GH ⊆ CE(ϕ).
Нехай HX = X \ GX — безатомне ядро X. Оскiльки X = GX t HX , то залишилось
перевiрити, чи A ⊇ HX . Оскiльки за твердженням 2 безатомне ядро HX є простором
Бера, то досить перевiрити, що множина B = HX \A першої категорiї. Нехай це не так,
i множина B — другої категорiї.

Нехай ωEϕ — коливання функцiї ϕ вiдносно переднорми ‖ · ‖E. Покладемо

Bε = {x ∈ HX : ωEf (x) > 3ε}.

Тодi B =
⋃
ε>0Bε =

⋃∞
n=1 B 1

n
. Отже, для деякого ε > 0 множина Bε десь щiльна.

Вiзьмемо таку вiдкриту непорожню множину V∅ ⊆ HX , для якої V∅ ⊆ Bε.
Побудуємо деяку стратегiю σ для гравця β у δ-грi. По-перше, покладаємо σ(∅) = V∅.

Нехай (Ud)d∈Dn уже зробленi ходи α. Зафiксуємо деяке d ∈ Dn. Оскiльки Ud ⊆ V∅ ⊆ Bε,
то Ud∩Bε 6= ∅. Отже, iснують такi точки xd,0 i xd,1 в Ud, для яких ‖ϕ(xd,0)−ϕ(xd,1)‖ > 3ε.
Тодi для деякого zd ∈ E матимемо, що |zdϕ(xd,0) − zdϕ(xd,1)| > 3ε. Але zdϕ — квазiне-
перервна. Тому для кожного i = 0, 1 iснує вiдкрита непорожня множина Vd,i ⊆ Ud,
для якої |zdϕ(x) − zdϕ(xd,i)| < ε при x ∈ Vd,i. Тодi для довiльних x′ ∈ Vd,0 i x′′ ∈ Vd,1
виконується, що

‖ϕ(x′)− ϕ(x′′)‖E ≥ |zdϕ(x′)− zdϕ(x′′)| ≥ |zdϕ(xd,0)− zdϕ(xd,1)|−

−|zdϕ(x′)− zdϕ(xd,0)| − |zdϕ(x′′)− zdϕ(xd,0)| > 3ε− ε− ε = ε. (∗)

Зокрема, Vd,0 t Vd,1 ⊆ Ud. Покладаємо σ
(
(Ud)d∈Dn

)
= (Vd)d∈Dn+1 . Отже, стратегiя σ

повнiстю визначена.
Але простiр X — дiадично берiв. Тому β не має виграшної стратегiї у δ-грi. Отже,

стратегiя σ не є виграшною для гравця β. Звiдси, iснує така партiя (Ud, Vd)d∈D у δ-грi,
в якiй β грає за стратегiєю σ, але програє. Тому, оскiльки Ud 6= ∅ для кожного d ∈ D,
то множина ∆′ =

{
d ∈ ∆:

⋂∞
n=1 Uδ|n 6= ∅

}
незлiченна. Розглянемо деякi δ′ = (d′n)∞n=1
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та δ′′ = (d′′n)∞n=1 ∈ ∆′, такi, що δ′ 6= δ′′. Вiзьмемо такий найменший номер n ∈ N, для
якого d′n 6= d′′n. Нехай, для певностi, d′n = 0 а d′′n = 1. Позначимо d = δ′|n = δ′′|n.
Тодi, xδ′ ∈ Vδ′|(n+1) = Vd,0 а xδ′′ ∈ Vδ′′|(n+1) = Vd,1. Тому, враховуючи (∗), матимемо, що
‖ϕ(xδ′) − ϕ(xδ′′)‖E > ε, для довiльних δ′, δ′′ ∈ ∆′. А це неможливо, адже (Y, ‖ · ‖E) —
сепарабельний.

Як бачимо, що незважаючи на те, що негаусдорфовий дiадично беровий простiр не
зобов’язаний бути простором Бера, в попереднiй теоремi все одно доводиться щiльнiсть
Gδ-множини A.

5. Неперервнiсть KC-функцiй та їх аналогiв. Зараз ми застосуємо теорему 1 до
узагальнення результатiв [4]. Нехай X, Y та Z — топологiчнi простори i f : X×Y → Z.
Покладемо, як звичайно, fy(x) = fx(y) = f(x, y), для довiльних x ∈ X та y ∈ Y . По-
значимо YK(f) =

{
y ∈ Y : fy квазiнеперервна

}
. Функцiя f називається KC-функцiєю

/KC-функцiєю, K̃C-функцiєю/, якщо для довiльної точки x ∈ X функцiя fx неперерв-
на i YK(f) = Y /YK(f) = Y , YK(f) залишкова в Y /.

Теорема 2. Нехай X — дiадично берiв простiр, Y — m-компактний, Z — метризовний
топологiчний простiр i f : X × Y → Z — KC-функцiя. Тодi iснує скрiзь щiльна Gδ-
множина A ⊆ X, така, що f неперервна в кожнiй точцi з A× Y .

Доведення. Оскiльки f є KC-функцiєю, то множина E = YK(f) щiльна в Y . Але X
m-компактний. Тому множина E вiдносно m-компактна.

Як вiдомо [6], кожний метризовний простiр гомеоморфний до деякого пiдпростору(
J(n)

)ℵ0 , який, очевидним чином, гомеоморфно вкладається в гiльбертiв простiр `2(n).
Тому, не буде обмеженням вважати, що Z ⊆ `2(n).

Нехай B — одинична куля в `2(n), надiлена слабкою топологiєю. Тодi B є компактом
Еберлейна. Оскiльки [7] кожний сепарабельний компакт Еберлейна є метризовним, то B
буде m-компактним. Тодi, як це нескладно перевiрити, множина E ′ = E ×B є вiдносно
m-компактною в Y ′ = Y ×B.

Нехай вiдображення ϕ : X → Cb(Y
′) визначається формулою ϕ(x)(y, z) = zf(x, y),

x ∈ X, y ∈ Y , z ∈ B. Вiзьмемо y′ = (y, z) ∈ E ′. Тодi функцiя δy′ϕ = zfy квазiнеперервна,
як композицiя неперервної функцiї z i квазiнеперервної функцiї fy. Але за тверджен-
ням 4 множина ∆E′ є злiченно асплундовою∗. Крiм того, оскiльки E ′ скрiзь щiльна,
то ∆E′ нормуюча. Застосувавши теорему 1 матимемо, що A = C(ϕ) — скрiзь щiльна
Gδ-множина. Покажемо, що A — шукана.

Вiзьмемо (x0, y0) ∈ A× Y i ε > 0. Оскiльки функцiя fx0 неперервна, то iснує такий
окiл V точки y0, що ‖f(x0, y) − f(x, y0)‖ < ε

2
при y ∈ V . Далi, оскiльки ϕ неперервне

в точцi x0, то iснує такий окiл U точки x0, що ‖ϕ(x)− ϕ(x0)‖ < ε
2
при x ∈ U . Тодi для

довiльних (x, y) ∈ U × V виконується

‖f(x, y)− f(x0, y0)‖ ≤ ‖f(x, y)− f(x0, y)‖+ ‖f(x0, y)− f(x0, y0)‖ <

< sup
z∈B
〈z, f(x, y)− f(x0, y)〉+

ε

2
≤ sup

z∈B
|ϕ(x)(y, z)− ϕ(x0)(y, z)|+ ε

2
≤

≤ ‖ϕ(x)− ϕ(x0)‖+
ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε

Таким чином, функцiя f неперервна в кожнiй точцi множини A× Y .
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Теорема 3. Нехай X — дiадично берiв простiр, Y — m-компактний, Z — метризовний
топологiчний простiр i f : X × Y → Z — K̃C-функцiя. Тодi iснує скрiзь щiльна Gδ-мно-
жина A ⊆ X, така, що f неперервна в кожнiй точцi з A× Y .

Доведення. По-перше, не буде обмеженням вважати, що Y цiлком регулярний. Справдi,
якщо це не так, то замiсть простору Y можна розглянути Ỹ = {fy : y ∈ Y } ⊆ Cp(X,Z), а
замiсть функцiї f — вiдображення f̃ : X × Ỹ → Z, f̃(x, fy) = fy(x) = f(x, y). Тодi мати-
мемо, що f̃ є також є K̃C-функцiєю, причому якщо f̃ неперервне в точцi (x, fy) ∈ X × Ỹ ,
то f неперервне у вiдповiднiй точцi (x, y) ∈ X × Y .

Нехай E ′ — щiльний вiдносно m-компактний пiдпростiр Y i E ′′ — об’єднання зами-
кань усiх злiченних пiдмножин E ′. Зрозумiло, що пiдпростiр E ′′ єm-компактним. Зокре-
ма, E ′′ — злiченно компактний. Тому, оскiльки Y регулярний, то E ′′ простiр Бера.
Оскiльки перетин щiльного берового пiдпростору з довiльною залишковою множиною
є скрiзь щiльним i множина YK(f) залишкова, то множина E = E ′′ ∩ YK(f) є скрiзь
щiльною вiдносно m-компактною в Y . Далi дiємо так само, як i в теоремi 2.
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