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We prove that every semi-continuous function on a metrizable space is decompose into sum
of two quasi-continuous functions. And then we obtain a new characterization of the oscillation
of almost continuous functions.

О. В. Маслюченко. Разложение полунепрерывных функций в сумму квазинепрерывных и
колебания почти непрерывных функций // Мат. Студiї. – 2011. – Т.35, №2. – C.205–214.

Доказывается, что каждая полунепрерывная функция на метризуемом пространстве
разлагается в сумму квазинепрерывных функций. Получена новая характеризация коле-
баний почти непрерывных функций.

1. Вступ. В однiй iз попереднiх робiт автора [1] було описано коливання майже непе-
рервних функцiй, тобто таких функцiй f : X → R, що для довiльної вiдкритої множини
G ⊆ R виконується, що f−1(G) ⊆ int f−1(G). Зокрема, там було встановлено такий
результат.

Теорема А ([1, Наслiдок 3]). Нехай X — нормальний простiр i g : X → R така,
що множина int supp g — злiченно розкладна. Тодi для того, щоб iснувала майже непе-
рервна функцiя f : X → R, для якої ωf = g, необхiдно i досить, щоб iснували такi
квазiнеперервнi напiвнеперервнi зверху функцiї g1, g2 : X → [0,+∞], для яких g = g1 +
g2.

Як бачимо, ця теорема дає опис коливань майже неперервних функцiй у класi нор-
мальних злiченно розкладних просторiв. Проте цi дослiдження не можна вважати за-
вершеними, адже не зрозумiло, якi саме напiвнеперервнi функцiї подаються у виглядi
суми невiд’ємних квазiнеперервних функцiй, навiть для випадку X = R. З’ясуванню
цього питання i присвячена дана робота.

Наведемо деякi позначення з [1]. Нехай X — топологiчний простiр i f : X → R, де
R = [−∞,+∞]. Першi верхня та нижня граничнi функцiї визначаються формулами

f∨(x) = lim sup
u→x

f(u) = inf
U — окiл x

sup
u∈U

f(u), f∧(x) = lim inf
u→x

f(u) = sup
U — окiл x

inf
u∈U

f(u).

Другi верхня та нижня граничнi функцiї — це f∨∧ = (f∨)∧, i вiдповiдно, f∧∨ = (f∧)∨.
I нарештi, третi верхня та нижня граничнi функцiї — це f∨∧∨ = (f∨∧)∨ i f∧∨∧ = (f∧∨)∧.
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Подальше застосування операцiй ∨ та ∧ не приведе до утворення нових граничних фун-
кцiй, адже в [1, Наслiдок 2], (f∨)∨ = f∨, (f∧)∧ = f∧, (f∨∧)∨∧ = f∨∧ i (f∧∨)∧∨ = f∧∨.
Коливання ωf функцiї f : X → R визначається формулою

ωf (x) = lim sup
u′,u′′→x

|f(u′)− f(u′′)| = inf
U — окiл x

sup
u′,u′′∈U

|f(u′)− f(u′′)|

Добре вiдомо, що ωf = f∨ − f∧.
Зауважимо, що в [1, твердження 7] доведено, що якщо функцiя g є коливанням

деякої майже неперервної функцiї, то g ≤ 2g∧∨. Виявляється, що ця умова є ключо-
вою, для розв’язання поставленої задачi. А саме, в цiй роботi ми одержуємо наступний
результат.

Теорема 1. Нехай X — метризовний простiр i f : X → R. Тодi для того, щоб iснували
такi квазiнеперервнi напiвнеперервнi зверху функцiї g, h : X → [0,+∞], що f = g + h,
необхiдно i досить, щоб 0 ≤ f ≤ 2f∧∨.

Звiдси, користуючись теоремою A, i злiченною розкладнiстю метризовних просторiв
без iзольованих точок, випливає наступна характеризацiя.

Теорема 2. Нехай X — метризовний простiр i g : X → R. Тодi для того, щоб iснувала
майже неперервна функцiя f : X → R, для якої ωf = g, необхiдно i досить, щоб g була
напiвнеперервною зверху функцiєю, для якої 0 ≤ g ≤ 2g∧∨, i носiй supp g не мiстив
iзольованих точок простору X.

2. Леми про σ-дискретнi множини. Пiдмножину S метричного простору X назива-
тимемо ε-вiдокремною, якщо |s− t|X ≥ ε для довiльних рiзних точок s, t ∈ S, i називати-
мемо вiдокремною, якщо S є ε-вiдокремною для деякого ε > 0. Множину S називати-
мемо σ-дискретною, якщо iснує послiдовнiсть дискретних множин Sn, така, що S =⋃∞

n=1 Sn. Для множини S ⊆ X символом 1S позначатимемо характеристичну функцiю
множини S, тобто 1S(x) = 1 при x ∈ S i 1S(x) = 0 при x ∈ X \ S. Крiм того, для
функцiї ϕ : X → R i числа ε ∈ [0,+∞] позначимо suppϕ = {x ∈ X : ϕ(x) 6= 0} i
suppε ϕ = {x ∈ X : |ϕ(x)| ≥ ε}.

Лема 1. Нехай X — метризовний простiр i E ⊆ X. Тодi iснує σ-дискретна множина
S ⊆ E, така, що S ⊇ E.

Доведення. Зрозумiло, що ε-вiдокремнiсть — це властивiсть скiнченного характеру. То-
му за лемою Тейхмюллера-Тьюкi ([2, c.12]) для кожного номера n iснує максимальна
1
n
-вiдокремна пiдмножина Sn множини E. За рахунок максимальностi матимемо, що

для довiльного номера n i точки x ∈ E iснує s ∈ Sn, таке, що |x − s|X < 1
n
. Отже,

σ-дискретна множина S =
⋃∞

n=1 Sn буде щiльною в E.

В попереднiй лемi σ-дискретна множина подається у виглядi злiченного об’єднання
вiдокремних множин. Проте виявляється, що таку властивiсть мають всi σ-дискретнi
множини.

Лема 2. Нехай X — метричний простiр i S — σ-дискретна пiдмножина X. Тодi iснує

диз’юнктна послiдовнiсть вiдокремних множин Tn, така, що S =
∞⊔
n=1

Tn.
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Доведення. Застосувавши мiркування з доведення леми 1 до деякої дискретної множи-
ни E побудуємо послiдовнiсть вiдокремних множин, об’єднання яких щiльне в E, а
значить, i рiвне E. Отже, i для σ-дискретної множини S iснує послiдовнiсть деяких
вiдокремних пiдмножин Sn, така, що S =

⋃∞
n=1 Sn. Покладаючи Tn = Sn \

⋃n−1
k=1 Sk

матимемо, що Tn вiдокремнi i S =
⊔∞

n=1 Tn.

Лема 3. Нехай X — метризовний простiр i f : X → [0,+∞] — деяка напiвнеперервна
зверху функцiя. Тодi iснує функцiя g : X → [0,+∞] iз σ-дискретним носiєм, така, що
g∨ = f .

Доведення. Нехай Q+ = Q∩(0,+∞). Для кожного ε ∈ Q+ покладемо Fε = f−1([ε,+∞]).
Оскiльки функцiя f напiвнеперервна зверху, то множини Fε замкненi. За лемою 1 для
кожного ε ∈ Q+ виберемо σ-дискретну множину Sε таку, що Sε = Fε. Покладемо
S =

⋃
ε∈Q+ Sε i g = f1S. Покажемо, що g — шукана. По-перше, носiй функцiї g до-

рiвнює S i тому вiн є σ-дискретним. Далi, оскiльки g ≤ f i f напiвнеперервна зверху,
то g∨ ≤ f∨ = f .

Залишилось довести, що g∨ ≥ f . Нехай це не так i для деякого a ∈ X виконується,
що g∨(a) < f(a). Вiзьмемо ε ∈ Q+ таке, що g∨(a) < ε < f(a). Тодi a ∈ Fε. З iншого
боку, iснує окiл U точки a такий, що g(x) < ε при x ∈ U . Але a ∈ Fε = Sε. Тому iснує
s ∈ Sε ∩ U . Тодi g(s) = f(s) ≥ ε, що суперечить тому, що s ∈ U .

Лема 4. Нехай X — метризовний простiр, f : X → [0,+∞] — деяка напiвнеперервна
зверху функцiя i ϕ = f∧∨. Тодi iснує функцiя ψ : X → [0,+∞] з σ-дискретним носiєм,
така, що (ϕ+ ψ)∨ = f , ψ∨∧ = 0 i suppψ ∩ ϕ−1(+∞) = ∅.

Доведення. Перш за все переконаємося, що для довiльної функцiї ψ : X → [0,+∞]

ψ∨∧ = 0 ⇐⇒ ∀ε > 0 supp
ε

ψ — нiде не щiльна. (1)

Справдi, якщо ε > 0 таке, що ψ∨∧ < ε, то для довiльної вiдкритої непорожньої множини
U матимемо, що inf

x∈U
ψ∨(x) < ε. Тому ψ∨(a) < ε, для деякого a ∈ U . А, тому iснує

такий окiл V ⊆ U точки a, що ψ(x) < ε на V . Отже, V ∩ suppε ψ = ∅. Нехай тепер
ψ∨∧(a) > ε > 0 для деякого a ∈ X. Тодi iснує такий вiдкритий окiл U точки a, що
ψ∨(x) > ε на U . Звiдси, для довiльної вiдкритої непорожньої множини V ⊆ U матимемо,
що supx∈V ψ(x) > ε. Отже, suppε ψ ⊇ U .

Виберемо g за лемою 3. Покладемо S = {x ∈ X : g(x) > ϕ(x)}. Перевiримо, чи
функцiя ψ = (g − ϕ)1S є шуканою. Зауважимо, що ϕ+ ψ = ϕ ∨ g. Тому

(ϕ+ ψ)∨ = (ϕ ∨ g)∨ = ϕ∨ ∨ g∨ = ϕ ∨ f = f.

Крiм того, S ∩ ϕ−1(+∞) = ∅. Доведемо тепер, що ψ∨∧ = 0. Для цього досить показати,
що Sε = suppε ψ нiде не щiльна для кожного ε > 0. Нехай це не так, i для деякого ε > 0
множина U = intSε непорожня. Тодi V = U ∩G 6= ∅. Але

f(x) ≥ g(x) ≥ ϕ(x) + ε ≥ ϕ∧(x) + ε = f∧(x) + ε

на Sε, адже з напiнеперервностi зверху функцiї f i наслiдку 2 з [1] випливає, що
ϕ∧ = f∧∨∧ = (f∨)∧∨∧ = f∨∧ = f∧. Тодi f(x) − f∧(x) ≥ ε на Sε. Врахувавши, що f − f∧

напiвнеперервна зверху на G i Sε ⊇ V , матимемо, що f(x) ≥ f∧(x) + ε на V . Звiдси,
f∧(x) ≥ f∧(x) + ε на V , що неможливо.
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3. Леми про стежки. Для точки b ∈ [0,+∞] позначимо Wn(b) = (b− 1
n
, b + 1

n
), якщо

b<+∞ i Wn(b)=(n,+∞], якщо b = +∞. Для послiдовностi (An)
∞
n=1 пiдмножин тополо-

гiчного простору X i точки a ∈ X запис An → a означає, що для довiльного околу U
точки a iснує номер n0, такий, що An ⊆ U при n > n0. Нехай ϕ : X → [0,+∞] — деяка
функцiя. Послiдовнiсть (Un)

∞
n=1 називається ϕ-стежкою до a, якщо множини Un вiд-

критi вX, послiдовнiсть
(
Un

)∞
n=1

диз’юнктна, Un → a, ϕ(Un) ⊆ Wn

(
ϕ(a)

)
i Un непорожнi

для всiх n починаючи з деякого номера n0. Позначатимемо Gr(ϕ) =
{
(x, ϕ(x)) : x ∈ X

}
графiк ϕ. Множину G ⊆ X називатимемо ϕ-дотичною до множини E ⊆ X, якщо
Gr
(
ϕ|E
)
⊆ Gr

(
ϕ|G
)
. Множину G називаємо ϕ-дотичною до точки a, якщо вона є ϕ-

дотичною до множини {a}, тобто, якщо (a, ϕ(a)) ∈ Gr
(
ϕ|G
)
.

Лема 5. Нехай X — регулярний топологiчний простiр з першою аксiомою злiченностi,
f : X → [0,+∞] — деяка квазiнеперервна функцiя, a — неiзольована точка X, (Gn)

∞
n=1

— послiдовнiсть вiдкритих в X ϕ-дотичних до a множин. Тодi iснує ϕ-стежка (Un)
∞
n=1

до a, для якої ∅ 6= Un ⊆ Gn для кожного n.

Доведення. Нехай {Vn : n ∈ N} — деяка база околiв a, причому Vn вiдкритi i Vn+1 ⊆ Vn
для кожного n ∈ N. Покладемо Wn = Wn

(
ϕ(a)

)
. Побудуємо диз’юнктну послiдовнiсть

вiдкритих непорожнiх множин Un, таку, що Un ⊆ Gn ∩ Vn \ {a} ϕ(Vn) ⊆ Wn. Нехай
для деякого номера n уже побудованi множини Um при m < n для яких в иконуються
вiдповiднi властивостi. Покладемо V ′n = Vn \

⋃
m<n Um. Тодi

(
V ′n ×Wn

)
∩Gr

(
ϕ|G
)
6= ∅.

Отже, iснує точка an ∈ V ′n ∩ Gn, для якої ϕ(an) ∈ Wn. Але ϕ — квазiнеперервна. Тому
iснує така вiдкрита непорожня множина Un, що Un ⊆ V ′n ∩ Gn \ {a} i ϕ(Un) ⊆ Wn,
тобто, послiдовнiсть (Un) повнiстю визначена. Оскiльки Un ⊆ Vn, то Un → a. Крiм того,
ϕ(Un) ⊆ Wn. Отже, (Un) є шуканою ϕ-стежкою до a.

Лема 6. Нехай X — метризовний топологiчний простiр, f : X → [0,+∞] — деяка квазi-
неперервна функцiя, S — нiде не щiльна σ-дискретна пiдмножина X, (Gn)

∞
n=1 — спадна

послiдовнiсть ϕ-дотичних до E вiдкритих в X множин. Тодi iснує сiм’я (U s
n)s∈S,n∈N, для

якої виконуються такi умови:

для довiльного s ∈ S послiдовнiсть (U s
n)
∞
n=1 є ϕ-стежкою до s; (2)

для довiльних n ∈ N та s ∈ S виконується, що U s
n ⊆ Gn; (3)

для довiльного T ⊆ S сiм’я (U t
n)t∈T,n∈N дискретна на X \ T ; (4)

для довiльного n ∈ N сiм’я (U s
n)s∈S дискретна. (5)

Доведення. За лемою 2 iснують вiдокремнi множини Tk, такi, що S =
⊔∞

k=1 Tk. Вiзьмемо
таку спадну послiдовнiсть чисел εk < 1, що εk → 0 i множини Tk є 3εk-вiдокремними.
Покладемо Sk =

⊔
j<k Tj. Зараз ми iндукцiєю по k побудуємо сiм’ї (U t

n)t∈Tk,n∈N вiдкритих
непорожнiх множин, такi, що виконувались умови (2) (3), i для довiльного k

U t
n ⊆ B(t, εk

n
) \ S при t ∈ Tk

сiм’я
(
U s
n

)
s∈Sk,n∈N

диз’юнктна,

U t
n = ∅ при k > n i t ∈ Tk

U t
n 6= ∅ при k ≤ n i t ∈ Tk.

Припустимо, що для деякого k ∈ N уже побудованi множини U s
m при s ∈ Sk i m ∈ N

так, що виконуються вiдповiднi властивостi. Вiзьмемо деяке t ∈ Tk i побудуємо множини



РОЗКЛАД НАПIВНЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ В СУМУ КВАЗIНЕПЕРЕРВНИХ 209

U t
n. Оскiльки вiдокремнi множини є замкненими, то множина Sk також замкнена. Тодi

iснує таке ε > 0, для якого B(t, 2ε) ∩ Sk = ∅. Але εj
m
< 1

m
для довiльного j. Тому

B(t, ε)∩U s
m = ∅ при s ∈ Sk i 1

m
< ε. Далi, врахувавши, що сiм’ї

(
B(s, εj)

)
s∈Tj

при j < k

дискретнi, одержуємо локальну скiнченнiсть сiм’ї (U s
m)s∈Sk,m≤ 1

ε
. Тому

B(t, ε) ∩
⋃

s∈Sk

⋃
m∈N U

s
m ⊆

⋃
s∈Sk

⋃
m≤ 1

ε
U s
m =

⋃
s∈Sk

⋃
m≤ 1

ε
U s
m 63 t.

Отже, множина Uk = X \
⋃

s∈Sk

⋃
m∈N U

s
m є околом точки t. Тодi множини Gt

n=Uk∩B(t,
εk
n
)∩Gn є ϕ-дотичними до t. Далi, за лемою 5 побудуємо ϕ-стежку (U t

n) до t, для якої
∅ 6= U t

n ⊆ Gt
n. Замiнюючи першi k−1 множини на порожнi, можна вважати, що U t

n = ∅
при n < k i U t

n 6= ∅ при n ≥ k. Тодi сiм’я (U t
n)t∈Tk

очевидним чином задовольняє всi
необхiднi умови.

Покажемо, що побудована сiм’я (U s
n)s∈S,n∈N шукана. Властивостi (2) i (3) перевiря-

лись при побудовi. Перевiримо (4). Вiзьмемо T ⊆ S i точку a ∈ X \ T . Оскiльки сiм’я(
U s
n

)
s∈S,n∈N, очевидним чином, є диз’юнктною, то досить перевiрити локальну скiнчен-

нiсть сiм’ї (U t
n)t∈T,n∈N в точцi a. Для цього вiзьмемо таке ε > 0, що B(a, 2ε) ∩ T = ∅.

При n > 1
ε
виконується, що εk

n
< 1

n
< ε. Тому U t

n ∩B(a, ε) = ∅ при t ∈ T . Далi, оскiльки
εk ↓ 0 то iснує таке k, що εk < ε. Тодi B(a, ε) ∩ U t

n = ∅ при j ≥ k i t ∈ T ∩ Tj. Але
сiм’ї

(
B(s, εj)

)
s∈Tj

дискретнi. Тому для довiльних n та j сiм’я (U t
n)t∈Tj

також дискретна,
i, отже сiм’я (U t

n)t∈T,n∈N локально скiнченна в точцi a. Нарештi, оскiльки U t
n = ∅ при

k > n та t ∈ Tk i сiм’ї (U t
n)t∈Tj

дискретнi, то сiм’я (U s
n)s∈S є локально скiнченною, а тому,

i дискретною.

Лема 7. Нехай X — метризовний топологiчний простiр, ϕ : X → [0,+∞] — деяка квазi-
неперервна функцiя, (Sk)

∞
k=1 — послiдовнiсть нiде не щiльних σ-дискретних пiдмножин

X, для яких Sj ∩ Sk = ∅ при j < k, Tk =
⊔k

j=1 Sj, S =
⊔∞

k=1 Sk, G — вiдкрита в X
множина така, що S ⊆ intG. Тодi iснує така сiм’я (U s

m)s∈S,m∈N пiдмножин G, що для
довiльних s, t, j, k,m, n виконуються умови

послiдовнiсть (U s
m)
∞
m=1 є ϕ-стежкою до s при s ∈ S; (6)

U s
m ∩ U t

n = ∅ якщо j ≤ k ≤ j +m, s ∈ Sj, t ∈ Sk, i (s,m) 6= (t, n); (7)
U s
m ∩ T j+m = ∅ при s ∈ Tj; (8)

сiм’я (U t
m)t∈Tn,m<n локально скiнченна на X; (9)

для довiльного T ⊆ Tn сiм’я (U t
m)t∈T,m∈N локально скiнченна на X \ T ; (10)

множина X \
⋃

t∈Tn

⋃
m≥n U

t
m є ϕ-дотичною до T n, (11)

Доведення. Покладемо T0 = F0 = E0 = ∅, Fk = T k i Ek = Fk\Fk−1 для довiльного k ∈ N.
Тодi Sk ⊆ Ek. За лемою 1 для довiльного k iснує множинаBk, яка є σ-дискретною вX×R
щiльною пiдмножиною Gr(ϕ|Fk

). Нехай Ak = prX(Bk). Зрозумiло, що Ak ⊆ Fk. Зауважи-
мо, що за теоремою Куратовського про замкненiсть проекцiї паралельно до компакта
([2]), проекцiя на X довiльної замкненої дискретної в X × R множини є замкненою i
дискретною. Але, з леми 2 випливає, що множина Bk подається у виглядi об’єднання
послiдовностi замкнених дискретних множин. Тому, множина Ak є σ-дискретною. Роз-
глянемо σ-дискретнi множини T ′k = Ak ∪ Tk, S ′ =

⋃∞
k=1 T

′
k i S ′k = Ek ∩ S ′. Оскiльки

Sk ⊆ Ek, то Sk ⊆ S ′k ⊆ Ek. Але T ′k = Fk. Тому S ′j ∩ S ′k = ∅ при j < k.
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Спочатку ми побудуємо вiдкриту сiм’ю (V s
m)s∈S′,m∈N таку, що виконуються властиво-

стi (6′)–(10′), якi отримуються з (6)–(10) замiною U s
m на V s

m, Tk на T ′k i Sn на S ′n. Припус-
тимо, що для деякого k уже побудованi множини V s

m при s ∈ T ′k−1 i m ∈ N так, що вико-
нуються вiдповiднi властивостi. Розглянемо множину Ik = {(s,m) : j<k≤j+m, s∈S ′j}.
Тодi з (8′) одержуємо, що V s

m ∩ S ′k = ∅ при (s,m) ∈ Ik, а з (10′) випливає, що сiм’я
(V s

m)(s,m)∈Ik локально скiнченна на S ′k, адже T ′k−1 ∩ S ′k = ∅. Отже, множина Uk = X \⋃
(s,m)∈Ik V

s
m є околом множини S ′k. Оскiльки ϕ квазiнеперервна а множини Tj нiде не

щiльнi, то множина Gkn = Uk \ T k+n є ϕ-дотичною до S ′k. Тепер за лемою 6 побудуємо
сiм’ю (V s

n )s∈S′
k
для яких виконуються властивостi (2′)–(5′), якi отримуються з (2)–(5)

замiною U s
m на V s

m, S на S ′k i Gn на Gkn. Тодi очевидно, що виконуються властивостi (6′)–
(10′) очевидним чином виконуватимуться. Отже, сiм’ю (V s

m)s∈S′,m∈N повнiстю визначено.
Покладемо тепер U s

m = G ∩ V s
2m для довiльних s ∈ S i m ∈ N. Тодi властивостi

(6)–(10) випливатимуть з (6′)–(10′). Перевiримо (11). По-перше, зауважимо, що з (7′)
випливає, що сiм’я (V t

m)t∈Tn,m≥n диз’юнктна. Тому множина X \
⋃

t∈Tn

⋃
m≥n U

t
m = X \⋃

t∈Tn

⋃
m≥n V

t
2m мiстить множину H =

⋃
t∈T ′

n

⋃
m≥n V

t
2m+1. Отже, досить довести, що

множина H є ϕ-дотичною до Fn = T n. Вiзьмемо точку a ∈ Fn i прямокутний вiдкритий
окiл V × W точки (a, ϕ(a)). Але (a, ϕ(a)) ∈ Gr(ϕ|Fn) ⊆ Bn. Тодi iснує деяка точка
b ∈ Bn ∩ (V ×W ). Але t = prX(b) ∈ An ⊆ T ′n причому t ∈ V . Тодi, за рахунок (6′), iснує
такий номер m>n, для якого ∅ 6=V t

2m+1 ⊆ V i ϕ(V t
2m+1) ⊆ W . Тодi (V×W ) ∩ Gr(ϕ|H) ⊇

Gr(ϕ|V t
2m+1

) 6= ∅.

4. Леми про усереднення. Нехай X — топологiчний простiр, ϕ : X → [0,+∞] та
u : X → R. Функцiю [u]ϕ = 1

2

(
(ϕ+u)∨+(ϕ−u)∨

)
називатимемо ϕ-усередненням функцiї

u. Почнемо з деяких найпростiших властивостей усереднення

Лема 8. Нехай X — топологiчний простiр, ϕ : X → [0,+∞] — напiвнеперервна зверху
функцiя, u, v : X → R i a ∈ X. Тодi

(i) ϕ ≤ [u]ϕ ≤ ϕ+ 1
2
ωu;

(ii) якщо |v| ≤ ε для деякого ε > 0, то [u]ϕ − ε ≤ [u+ v]ϕ ≤ [u]ϕ + ε;

(iii) якщо функцiя v : X → R неперервна в точцi a, то [u+ v]ϕ(a) = [u]ϕ(a);

(iv) якщо ϕ+ |u| ≤ γ для деякої константи γ, то [u]ϕ ≤ γ;

(v) якщо an → a, ϕ(an)→ α i (−1)nu(an)→ β, то [u]ϕ(a) ≥ α + β.

Доведення. (i) По-перше, [u]ϕ = 1
2

(
(ϕ+u)∨+(ϕ−u)∨

)
≥ 1

2
(ϕ+u+ϕ−u) = ϕ. По-друге,

[u]ϕ = 1
2

(
(ϕ+ u)∨ + (ϕ− u)∨

)
≤ 1

2

(
ϕ∨ + u∨ + ϕ∨ + (−u)∨

)
= ϕ+ 1

2
(u∨ − u∧) = ϕ+ 1

2
ωu.

(ii) Справдi, з одного боку [u+v]u = 1
2

(
(ϕ+u)∨+(ϕ−u)∨

)
≤ 1

2

(
(ϕ+ε)∨+(ϕ+ε)∨

)
=

[u]ϕ + ε. Подiбно, [u+ v]u = 1
2

(
(ϕ+ u)∨ + (ϕ− u)∨

)
≥ 1

2

(
(ϕ− ε)∨ + (ϕ− ε)∨

)
= [u]ϕ − ε.

(iii) Неперервну функцiю можна виносити з-пiд знаку операцiї ∨. Тому [u+ v]ϕ(a) =
1
2

(
(ϕ+ u)∨(a) + v(a) + (ϕ− u)∨(a)− v(a)

)
= [u]ϕ(a).

(iv) Справдi, [u+ v]u = 1
2

(
(ϕ+ u)∨ + (ϕ− u)∨

)
≤ 1

2
(γ + γ) = γ.

(v) Розглянемо деякий окiл U точки a. Оскiльки an → a, то iснує номер m, такий,
що an ∈ U при m > n. Тодi a2m, a2m+1 ∈ U . Звiдси, sup

x∈U
(ϕ(x)+u(x)) ≥ ϕ(a2m)+u(a2m)→

α + β i sup
x∈U

(ϕ(x) − u(x)) ≥ ϕ(a2m+1) − u(a2m+1) → α + β. Отже, (ϕ + u)∨(a) ≥ α + β i

(ϕ− u)∨(a) ≥ α + β. Тому [u]ϕ ≥ α + β.
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Лема 9. Нехай X — топологiчний простiр, ϕ : X → [0,+∞] — напiвнеперервна зверху
функцiя, ψ : X → [0,+∞], S = suppψ, us : X → R — неперервнi на X \ {s}, Us = suppus
— вiдкритi, asn ∈ Us при s ∈ S, причому сiм’я

(
Us

)
s∈S диз’юнктна i для довiльного T ⊆ S

сiм’я (Ut)t∈T дискретна на X \ T , |us(x)| ≤ ψ(s) при x ∈ X, |ϕ(x)−ϕ(s)| ≤ ε при x ∈ Us,
ϕ(asn) → ϕ(s), asn → s i (−1)nus(asn) → ψ(s) для довiльного s ∈ S. Тодi для функцiї
u =

∑
s∈S us виконується нерiвнiсть (ϕ+ ψ)∨ ≤ [u]ϕ ≤ (ϕ+ ψ)∨ + ε.

Доведення. Позначимо f = (ϕ + ψ)∨. Зафiксуємо деяку точку a ∈ X i доведемо, що
[u]ϕ(a) ≤ f(a) + ε. Якщо f(a) = +∞, то доводити нiчого. Отож, вважатимемо, що
f(a) < +∞. Вiзьмемо γ > f(a). З означення верхньої граничної функцiї випливає,
що iснує такий вiдкритий окiл U точки a, для якого ϕ(x) + ψ(x) < γ при x ∈ U .
Покладемо T ′ = S ∩ U , T ′′ = S \ U , u′ =

∑
t∈T ′ ut i u′′ =

∑
t∈T ′′ ut. Оскiльки a 6∈ T ′′,

то сiм’я (Ut)t∈T ′′ локально скiнченна в точцi a. Тому, функцiя u′′ неперервна в точцi a,
звiдси за лемою 8(iii) маємо, що [u]ϕ = [u′]ϕ. Тодi, якщо x ∈ Ut для деякого t ∈ T ′,
то ϕ(x) + |u′(x)| ≤ ϕ(t) + ε + ψ(t) ≤ γ + ε, адже T ′ ⊆ U . Якщо ж x ∈ U \

⋃
t∈T ′ Ut, то

ϕ(x) + |u′(x)| = ϕ(x) ≤ ϕ(x) + ψ(x) ≤ γ. Таким чином, ϕ(x) + |u′(x)| ≤ γ + ε на U . Тому
за лемою 8(iv) матимемо, що [u]ϕ = [u′]ϕ(a) ≤ γ + ε. Залишилось спрямувати γ → f(a).

Доведемо тепер, що f ≤ [u]ϕ. Вiзьмемо деяку точку s ∈ S. Оскiльки asn → s i
(−1)nu(asn) = (−1)nus(asn)→ ϕ(s), то за лемою 8(v) матимемо, що [u]ϕ(s) ≥ ϕ(s) + ψ(s).
Вiзьмемо тепер точку x 6∈ S. Тодi ψ(x) = 0. Звiдси, за лемою 8(i) матимемо, що
[u]ϕ(x) ≥ ϕ(x) = ϕ(x) + ψ(x). Отже, [u]ϕ ≥ ϕ+ ψ. Тому, оскiльки [u]ϕ напiвнеперервна
зверху, то [u]ϕ(a) ≥ (ϕ+ ψ)∨ = f .

Нехай X та Y — топологiчнi простори i f, g : X → Y . Функцiї f та g називаються
одностайно квазiнеперервними, якщо вiдображення (f, g) : X → Y 2, яке дiє з формулою
(f, g)(x) = (f(x), g(x)), є квазiнеперервним.

Лема 10. Нехай X — топологiчний простiр i ϕ : X → [0,+∞] та u : X → R одностайно
квазiнеперервнi функцiї. Тодi функцiї g = (ϕ+u)∨ та h = (ϕ−u)∨ також квазiнеперервнi.

Доведення. Перевiримо спочатку квазiнеперервнiсть функцiї g. Оскiльки g напiвне-
перервна зверху, то достатньо довести, що g квазiнеперервна знизу. Вiзьмемо деяку
точку a ∈ X, число γ < g(a) i вiдкритий окiл U точки a. Далi виберемо таке ε > 0,
що γ + ε < g(a). Тодi iснує таке x ∈ U , що ϕ(x) + u(x) > γ + ε. Оскiльки ϕ та u
одностайно квазiнеперервнi, то iснує така вiдкрита непорожня множина V ⊆ U , що
ϕ(y) > γ − u(x) + ε i u(y) > u(x)− ε при y ∈ V . Тодi

g(y) ≥ ϕ(y) + u(y) > γ − u(x) + ε+ u(x)− ε = γ

при y ∈ V.
Далi зауважимо, що функцiї ϕ та −u також є одностайно квазiнеперервними, адже

вiдображення (ϕ,−u) є композицiєю неперервної симетрiї (s, t) 7→ (s,−t) i квазiнеперер-
вного вiдображення (ϕ, u), а тому (ϕ,−u) квазiнеперервне. Таким чином, квазiнеперерв-
нiсть функцiї h = (ϕ− u)∨ випливає з випадку, розглянутого вище.

5. Доведення головного результату. Ми готовi тепер довести теорему 1. Доведемо
спочатку необхiднiсть. Оскiльки g = g∧∨ i h = h∧∨ ([1, наслiдок 1]) i f ≥ g та f ≥ h, то
f∧∨ ≥ g i f∧∨ ≥ h. Тому 2f∧∨ ≥ g + h = f ≥ 0.

Доведемо тепер достатнiсть. Покладемо ϕ = f∧∨. Використовуючи твердження
1 з [1], матимемо, що ϕ квазiнеперервна. Далi, виберемо ψ за лемою 4. Покладемо
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S = suppψ, F = ϕ−1(+∞) i G = X \ F . Зрозумiло, що F — замкнена, а G — вiдкрита.
Оскiльки, за вибором ψ, маємо, що S ∩ F = ∅, то S ⊆ X \ F = G. Розглянемо деяку
спадну послiдовнiсть чисел εk > 0, для якої ряд

∑∞
k=1 εk збiжний. Тодi для залишкiв

δk =
∑∞

i=k εi цього ряду матимемо, що δk → 0. Оскiльки ψ∨∧ = 0, то з (1) одержуємо, що
множини Fk = suppεk

ψ нiде не щiльнi. Покладемо S1 = S∩F1 i Sk = S ∩ (Fk \ Fk−1) при
k > 1 i Tn =

⊔n
k=1 Sk. Позначимо ε0 = +∞. Зауважимо одразу, що ψ(s) ≤ εk−1 при k ∈ N

i s ∈ Sk. За лемою 7 побудуємо таку сiм’ю (U s
n)s∈S,n∈N, що для кожного k виконуються

умови (6)–(11).
Для довiльних n, k ∈ N та s ∈ Sk розглянемо числа

αs
n = inf

x∈Us
n

ϕ(x), βs
n = min

{
(αs

n − δk+n)
+, ψ(s), n

}
,

(тут вважається, що супремум порожньої множини дорiвнює 0 i, як звичайно, t+ =
max{t, 0} — це додатна частина числа t ∈ R). Доведемо, що для довiльних k, n ∈ N та
s ∈ Sk виконуються такi властивостi:

αs
n → ϕ(s) i βs

n → ψ(s) при n→∞; (12)
0 ≤ βs

n ≤ ψ(s) ≤ εk−1; (13)
якщо βs

n > 0, то βs
n + δk+n ≤ αs

n; (14)

По-перше, з (6) випливає, що |ϕ(x) − ϕ(s)| < 1
n
при x ∈ U s

n, звiдси одержуємо, що
αs
n → ϕ(s). Але δk+n → 0 при n → ∞, звiдси (αs

n − δk+n)
+ → ϕ(s) при n → ∞. Тому,

βs
n → min{ϕ(s), ψ(s)}. Але за умовою теореми ϕ(s) + ψ(s) ≤ f(s) ≤ 2ϕ(s). Врахувавши,

що ϕ(s) < +∞, одержуємо, що ψ(s) ≤ ϕ(s), тобто, (12) виконується. Властивiсть (13)
очевидна. Перевiримо нарештi (14). Якщо βs

n > 0, то (αs
n − δk+n)

+ > 0. Отже, (αs
n −

δk+n)
+ = αs

n − δk+n. Тому βs
n ≤ αs

n − δk+n.
Тепер для довiльних n ∈ N та s ∈ S виберемо таку неперервну функцiю ϕs

n : X →
[0, 1], що suppϕs

n ⊆ U s
n i max

x∈Us
n

ϕs
n(x) = 1, якщо U s

n 6= ∅. Покладемо

usn = (−1)nβs
nϕ

s
n, u

s =
∑∞

n=1 u
s
n, uk =

∑
s∈Sk

us, u =
∑∞

k=1 uk, rn =
∑

k>n uk,

vkn =
∑

s∈Sk
usn, vn =

∑n
k,m=1 vkm, wn =

∑n
k=1

∑
m≥n vkm, w

s
n =

∑
m≥n u

s
m,

i покажемо, що функцiї g = 1
2
(ϕ + u)∨ та h = 1

2
(ϕ − u)∨ шуканi. Перевiримо спочатку,

що для довiльного номера n виконуються такi властивостi:

сiм’я (U s
m)s∈Sn,m∈N диз’юнктна; (15)

сiм’я (U t
m)t∈Tn,m≥n диз’юнктна; (16)

u = vn + wn + rn; (17)
vn — неперервна; (18)
|rn| ≤ δn. (19)

По-перше, (15) i (16) негайно випливають з (7). Рiвнiсть (17) очевидна. Неперерв-
нiсть vn випливає з властивостi (9). З (13), за рахунок (15), випливає, що |uk| ≤ εk−1
для довiльного k ∈ N. Тому |rn| ≤

∑
k>n |uk| ≤

∑
k>n εk−1 = δn.

Тепер перевiримо, що g, h ≥ 0. Для цього досить переконатись, що |u(x)| ≤ ϕ(x)
на X. Зафiксуємо деяке x ∈ X. Якщо βs

n = 0 для довiльних s та n з x ∈ U s
n, то
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|u(x)| = 0 ≤ ϕ(x). Нехай тепер βs
n > 0 для деяких s та n з x ∈ U s

n. Позначимо через
j найменший з таких номерiв, що iснують s ∈ Sj та m ∈ N такi, що βs

m > 0 i x ∈ U s
m.

Тодi з (7) матимемо, що x 6∈ U t
n при j < k ≤ j + m, t ∈ Sk i n ∈ N. Тому uk(x) = 0

при j < k ≤ j +m. Отже, u(x) = usm(x) + rj+m(x). Але |rj+m(x)| ≤ δj+m. Таким чином,
скориставшись (14), матимемо, що |u(x)| ≤ βs

m + δj+m ≤ αs
m ≤ ϕ(x).

Доведемо квазiнеперервнiсть функцiй g та h. За лемою 10 досить переконатись, що
функцiї ϕ та u одностайно квазiнеперервнi. Вiзьмемо деяку точку a ∈ X. Розглянемо
також деякий вiдкритий прямокутний окiл V ×W точки (ϕ(a), u(a)) в R×R. Вiзьмемо
ε > 0 i n ∈ N такi, що

(
u(a)− 4ε, u(a) + 4ε

)
⊆ W i δn < ε. Користуючись (18), виберемо

такий вiдкритий окiл U0 ⊆ V точки a, що |vn(x)− vn(a)| < ε при x ∈ U0.
Перевiримо тепер, що iснує така вiдкрита непорожня множина U1 ⊆ U0, для якої

ϕ(U1) ⊆ V i |wn(x) − wn(a)| < ε на U1. Якщо a 6∈ T n, то за рахунок (10) функцiя un
неперервна в точцi a. А значить, (ϕ, un) — квазiнеперервна в точцi a. Звiдси i випливає
потрiбна властивiсть. Нехай тепер a ∈ T n. Покладемо U = X \

⋃
t∈Tn

⋃
m≥n U

t
m. Тодi з

(11) випливає, що (a, ϕ(a)) ∈ Gr(ϕ|Tn
) ⊆ Gr(ϕ|U). Отже, (U0 ×W ) ∩Gr(ϕ|U) 6= ∅. Тому

iснує деяка точка x0 ∈ U ∩ U0, така, що ϕ(x0) ∈ W . Але ϕ квазiнеперервна. Тому iснує
така вiдкрита непорожня множина U1 ⊆ U ∩ U0, для якої ϕ(U1) ⊆ W . Але wn(a) = 0 i
wn(x) = 0 при x ∈ U1, тобто, U1 задовольняє потрiбнi умови.

Тепер для довiльного x ∈ U1 матимемо, що ϕ(x) ∈ W i

|u(x)− u(a)| ≤ |vn(x)− vn(a)|+ |wn(x)− wn(a)|+ |rn(x)|+ |rn(a)| < 2ε+ 2δn < 4ε,

а значить, (ϕ(x), u(x)) ∈ V ×W . Отже, функцiї ϕ та u одностайно неперервнi.
I нарештi з’ясуємо, що g + h = f . По-перше, g + h = [u]ϕ. Зафiксуємо n ∈ N. З

леми 8 (iii), (17) i (18) одержуємо, що [u]ϕ = [wn + rn]ϕ. А тому, за рахунок леми 8
(ii) i (19) матимемо, що [wn]ϕ − δn ≤ [u]ϕ ≤ [wn]ϕ + δn. Позначимо, W t

n = suppwt
n при

t ∈ Tn i ψn = ψ1Tn . Зафiксуємо t ∈ Tn. Тодi з (6) маємо, що iснує такий номер nt,
що U t

2nt+m 6= ∅ при m ∈ N. Виберемо atm ∈ U t
2nt+m, для якого ϕt

2nt+m(a
t
m) = 1. Тодi з

(12) маємо, що (−1)mwt
n(a

t
m) = β2nt+m → ψ(t) = ψn(t). Крiм того, з (6) випливає, що

U t
m → t i |ϕ(x)− ϕ(t)| < 1

m
при x ∈ U t

m. Тому atm → t. Далi, оскiльки W t
n ⊆

⋃
m≥n U

s
m, то

|ϕ(x)−ϕ(t)| < 1
n
при x ∈ W t

n. I нарештi, за рахунок (10) матимемо, що wt
n неперервна на

X \{t}. Отже, оскiльки wt
n(t) = 0, то W t

n — вiдкрита. Застосовуючи лему 9 iз замiною ψ
на ψn, S на Tn, us на wt

n, Us на W t
n, ε на

1
n
i u на wn, одержуємо, що (ϕ+ψn)

∨ ≤ [wn]ϕ ≤
(ϕ+ ψn)

∨ + 1
n
. Тодi

(ϕ+ ψn)
∨ − δn ≤ [wn]ϕ − δn ≤ [u]ϕ ≤ [wn]ϕ + δn ≤ (ϕ+ ψn)

∨ + 1
n
+ δn.

Але ϕ + ψn ≤ (ϕ + ψn)
∨ ≤ (ϕ + ψ)∨. Тому ϕ + ψn − δn ≤ [u]ϕ ≤ (ϕ + ψ)∨ + 1

n
+

δn. Але, оскiльки Tn ↑ S, то ψn(x) = ψ(x)1Tn(x) → ψ(x)1S(x) = ψ(x) для кожного
x ∈ X. Отже, переходячи в попереднiй нерiвностi до поточкової границi матимемо, що
ϕ+ ψ ≤ [u]ϕ ≤ (ϕ+ ψ)∨. I нарештi, оскiльки [u]ϕ напiвнеперервна зверху, то застосову-
ючи до цiєї нерiвностi операцiю ∨ одержимо, що [u]ϕ = (ϕ + ψ)∨ = f . Це завершує
доведення теореми 1.
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