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Получены условия сходимости операторных рядов.

Нехай E — комплексний банаховий простiр з нормою ‖·‖E i L(E,E) — банахова алге-
бра лiнiйних неперервних операторiв A : E → E з нормою ‖A‖L(E,E) = sup‖x‖E=1 ‖Ax‖E
i одиницею I. Позначимо через σ(A), ∂σ(A) i r(A) спектр, границю спектра i спект-
ральний радiус оператора A вiдповiдно.

Розглянемо операторний ряд

A1 + A2 + . . .+ An + . . . , (1)

де An ∈ L(E,E), n ∈ N. Цей ряд називається збiжним, якщо iснує такий елемент
S ∈ L(E,E), що limn→∞ ‖S −

∑n
k=1Ak‖L(E,E) = 0. Якщо ж такого елемента не iснує, то

ряд (1) називається розбiжним.
Нас цiкавитимуть умови збiжностi ряду (1).
Зауважимо, що задача про умови збiжностi навiть числових рядiв є непростою. Її

розв’язанню присвячено багато дослiджень, зокрема, й самого автора (див., наприклад,
[1]–[4]). Видiлимо роботи [3], [4], що присвяченi операторним аналогам ознак д’Аламбера
i Кошi вiдповiдно. У роботi [3] доведено наступне твердження.

Теорема 1. Нехай для кожного n ∈ N оператор An має неперервний обернений опера-
тор A−1n та iснує границя

lim
n→∞

An+1A
−1
n = D. (2)

Тодi: 1) ряд (1) збiгається, якщо r(D) < 1; 2) ряд (1) розбiгається, якщо r(D) > 1 i
для деякого числа r ∈ [1, r(D)) виконується спiввiдношення σ(D) ∩ {z : |z| = r} = ∅.

Також у [3] показано, що у випадку нескiнченновимiрного простору L(E,E) в другiй
частинi твердження теореми 1 не можна вiдкинути “ i для деякого числа r ∈ [1, r(D))
виконується спiввiдношення σ(D)∩{z : |z| = r} = ∅” (твердження теореми буде хибним).

Аналогiчнi результати мають мiсце й у випадку операторного аналогу ознаки Ко-
шi [4].
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Очевидно, що у випадку iснування границi (2) для членiв ряду (1) виконується ре-
курентне спiввiдношення

An+1 = (D + Cn)An, n ≥ 1, (3)

для деяких Cn ∈ L(E,E), n ≥ 1, що задовольняють умову limn→∞ ‖Cn‖L(E,E) = 0.
Важливим для операторних рядiв є випадок D = I, коли теорема 1 не застосовна

до (1). У цьому випадку ряд (1) “повiльнiше” збiгається або “повiльнiше” розбiгається,
нiж прогресiя.

Метою статтi є дослiдження збiжностi ряду (1), коли для членiв цього ряду викону-
ється рекурентне спiввiдношення

An+1 =
(
I − 1

n
I − 1

n lnn
B +Dn

)
An, n ≥ 1, (4)

аналогiчне (3), в якому B i Dn, n ≥ 1, — елементи алгебри L(E,E), для яких

lim
n→∞

(n lnn)‖Dn‖L(E,E) = 0 (5)

або збiгається числовий ряд
∞∑
n=1

‖Dn‖L(E,E). (6)

Зауважимо, що ряд (6) збiгається, якщо для деякого числа ω ∈ (0, 1) виконується,
наприклад, спiввiдношення

lim
n→∞

n(lnn)1+ω‖Dn‖L(E,E) = 0. (7)

1. Основна теорема.

Теорема 2. Нехай для членiв An, n ≥ 1, операторного ряду (1) виконується спiввiдно-
шення (4).

Тодi: 1) якщо σ(B) ⊂ {z : Re z > 1} i виконується спiввiдношення (5), то ряд (1)
збiгається; 2) якщо σ(B) ∩ {z : Re z ∈ (−∞, 1)} 6= ∅, збiгається числовий ряд (6) i
кожний оператор An, n ≥ 1, має неперервный обернений, то ряд (1) розбiгається.

Доведенню цiєї непростої теореми буде придiлено основну увагу в подальшому.
При доведеннi теореми 2 використовуватимемо ряд допомiжних результатiв, якi на-

ведемо в наступному параграфi.
Окремим випадком теореми 2 є наступне твердження.

Теорема 3. Нехай кожний оператор An, n ≥ 1, має неперервний обернений та iснує
границя

lim
n→+∞

lnn(n(AnA
−1
n+1 − I)− I) = B.

Тодi: 1) якщо σ(B) ⊂ {z : Re z > 1}, то ряд (1) збiгається; 2) якщо σ(B)∩{z : Re z ∈
(−∞, 1)} 6= ∅ i збiгається числовий ряд

∞∑
n=1

∥∥∥AnA−1n+1 −
n+ 1

n
I − 1

n lnn
B
∥∥∥
L(E,E)

, (8)

то ряд (1) розбiгається.
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Зазначимо, що ряд (8) збiгається, якщо, наприклад, для деякого числа ω ∈ (0, 1)

lim
n→∞

(lnn)ω‖ lnn(n(AnA
−1
n+1 − I)− I)−B‖L(E,E) = 0.

Неважко перевiрити, що другi частини тверджень теорем 2 i 3 рiвносильнi.
Теорема 3, якщо не брати до уваги виконання умови про збiжнiсть ряду (8), є опе-

раторним аналогом наступного твердження.

Теорема 4 (Ознака Бертрана, [5]). Нехай для числового ряду

a1 + a2 + . . .+ an + . . . , (9)

де an ∈ (0,+∞), n ∈ N, iснує границя lim
n→+∞

lnn
(
n
(

an
an+1
− 1
)
− 1
)

= b (скiнченна або

нескiнченна). Тодi для b > 1 ряд (9) збiгається, а для b < 1 ряд (9) розбiгається.

2. Допомiжнi твердження.

Лема 1. Ряд (1) збiгається тодi i тiльки тодi, коли для довiльних вiдображень pk : N→
N, k = 1, 2, для яких p1(n) ≤ p2(n) для всiх n ∈ N i lim

n→∞
p1(n) = +∞, виконується

спiввiдношення lim
n→∞

∥∥ p2(n)∑
k=p1(n)

Ak
∥∥
L(E,E)

= 0.

Ця лема випливає з означення збiжного ряду (1) i повноти простору L(E,E).

Лема 2 ([6]). Для того, щоб дiйсному числу ρ вiдповiдало додатне число Nρ таке, щоб
‖etA‖L(E,E) ≤ Nρe

ρt, t ≥ 0, необхiдно, щоб σ(A) ⊂ {λ ∈ C : Reλ ≤ ρ}, i досить, щоб
σ(A) ⊂ {λ ∈ C : Reλ < ρ}.

Лема 3. Нехай ξ1, ξ2, . . . , ξn i ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn — довiльнi додатнi числа, A ∈ L(E,E) i
δ = min

λ∈σ(A)
Reλ. Тодi для кожного числа γ < δ iснує таке числоM ≥ 1, що для довiльних

операторiв B1, B2, . . . , Bn ∈ L(E,E) виконуються нерiвностi

‖(e−ξnI−ϕnA +Bn) . . . (e−ξ1I−ϕ1A +B1)‖L(E,E) ≤M
n∏
k=1

(e−ξk−γϕk +M‖Bk‖L(E,E)),∥∥∥∥∥(e−ξnI−ϕnA +Bn) . . . (e−ξ1I−ϕ1A +B1)− e
−

n∑
l=1

ξlI−
n∑
l=1

ϕlA

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≤

≤M

(
n∏
k=1

(e−ξk−γϕk +M‖Bk‖L(E,E))− e
−

n∑
l=1

ξl−γ
n∑
l=1

ϕl

)
.

Доведення. Використаємо очевидну рiвнiсть

(e−ξnI−ϕnA +Bn) . . . (e−ξ1I−ϕ1A +B1) = e−(ξn+...+ξ1)I−(ϕn+...+ϕ1)A +
n∑
l=1

Sl, (10)

в якiй Sl — сума n!
l!(n−l)! доданкiв, кожний з яких має вигляд Am0Bk1 . . . Aml−1BklAml , де

k1, k2, . . . , kl i m0,m1, . . . ,ml — вiдповiдно натуральнi i невiд’ємнi цiлi числа, для яких
n ≥ k1 > k2 > . . . > kl ≥ 1, m0 +m1 + . . .+ml = n− l i

Am0 =

{
I, якщо k1 = n,

e−(ξn+...+ξk1−1)I−(ϕn+...+ϕk1−1)A, якщо k1 < n,
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Am1 =

{
I, якщо k2 = k1 − 1,

e−(ξk1+1+...+ξk2−1)I−(ϕk1+1+...+ϕk2−1)A, якщо k2 < k1 − 1,

...

Aml−1
=

{
I, якщо kl = kl−1 − 1,

e−(ξkl−1+1+...+ξkl−1)I−(ϕkl−1+1+...+ϕkl−1)A, якщо kl < kl−1 − 1,

Aml =

{
I, якщо kl = 1,

e−(ξkl+1+...+ξ1)I−(ϕkl+1+...+ϕ1)A, якщо kl > 1.

Оскiльки на пiдставi леми 2

‖Am0Bk1 · · ·Aml−1BklAml‖L(E,E) ≤

≤M l+1e
−
{(

n∑
k=1

ξk+γ
n∑
k=1

ϕk

)
−
(

l∑
r=1

ξkr+γ
l∑

r=1
ϕkr

)}
l∏

q=1

‖Bkq‖L(E,E), то

‖Sl‖L(E,E) ≤
∑

n≥k1>...>kl≥1

M l+1e
−
{(

n∑
k=1

ξk+γ
n∑
k=1

ϕk

)
−
(

l∑
r=1

ξkr+γ
l∑

r=1
ϕkr

)}
l∏

q=1

‖Bkq‖L(E,E).

Тому на пiдставi (10)

‖(e−ξnI−ϕnA +Bn) · · · (e−ξ1I−ϕ1A +B1)‖L(E,E) ≤

≤

∥∥∥∥∥e−
(

n∑
k=1

ξk

)
I−
(

n∑
k=1

ϕk

)
A

∥∥∥∥∥
L(E,E)

+
n∑
l=1

‖Sl‖L(E,E) ≤Me
−

n∑
k=1

ξk−γ
n∑
k=1

ϕk
+

+M
n∑
l=1

∑
n≥k1>...>kl≥1

e
−
{(

n∑
k=1

ξk+γ
n∑
k=1

ϕk

)
−
(

l∑
r=1

ξkr+γ
l∑

r=1
ϕkr

)}
M l

l∏
q=1

‖Bkq‖L(E,E) =

= M
n∏
k=1

(e−ξk−γϕk +M‖Bk‖L(E,E)),∥∥∥∥∥(e−ξnI−ϕnA +Bn) · · · (e−ξ1I−ϕ1A +B1)− e
−
(

n∑
l=1

ξl

)
I−
(

n∑
l=1

ϕl

)
A

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≤

≤
n∑
l=1

‖Sl‖L(E,E) ≤

(
Me

−
n∑
k=1

ξk−γ
n∑
k=1

ϕk
+

n∑
l=1

‖Sl‖L(E,E)

)
−Me

−
n∑
k=1

ξk−γ
n∑
k=1

ϕk
≤

≤M

(
n∏
k=1

(e−ξk−γϕk +M‖Bk‖L(E,E))− e
−

n∑
k=1

ξk−γ
n∑
k=1

ϕk

)
.

Лема 4. Спiввiдношення (4), де оператори Dn, n ≥ 1, задовольняють (5), (7) або для
них збiгається ряд (6), рiвносильне спiввiдношенню

An+1 = (e−
1
n
I− 1

n lnn
B +Bn)An, n ≥ 1, (11)

де Bn — елемент алгебри L(E,E), залежний вiд Dn, для якого вiдповiдно

lim
n→∞

n(lnn)‖Bn‖L(E,E) = 0, lim
n→∞

n(lnn)1+ω‖Bn‖L(E,E) = 0, (12)
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де ω — число, що й в (7), або збiгається числовий ряд

∞∑
n=1

‖Bn‖L(E,E). (13)

Ця лема випливає з того, що

e−
1
n
I− 1

n lnn
B = I − 1

n

(
I +

1

lnn
B
)

+
1

2!n2

(
I +

1

lnn
B
)2

+

+ . . .+
(−1)m

m!nm

(
I +

1

lnn
B
)m

+ . . . , Bn = Dn +
(
I − 1

n
I − 1

n lnn
B − e−

1
n
I− 1

n lnn
B
)

∥∥∥I − 1

n
I − 1

n lnn
B − e−

1
n
I− 1

n lnn
B
∥∥∥
L(E,E)

≤
∞∑
m=2

1

m!nm

(∥∥∥I +
1

lnn
B
∥∥∥
L(E,E)

)m
.

Лема 5 ([6]). Якщо λ ∈ ∂σ(A), то для кожного числа ε > 0 iснує такий нормований
вектор x ∈ E (‖x‖E = 1), що ‖(A− λI)x‖E < ε.

Лема 6. Нехай A∈L(E,E), α+βi∈∂σ(A), δ= min
λ∈σ(A)

Reλ, γ ∈ (−∞, δ) iM — таке число,

що ‖e−tA‖L(E,E) ≤Me−γt для всiх t ≥ 0.
Тодi для довiльних натуральних чисел n i m (n ≤ m), додатних чисел ξ1, ξ2, . . . , ξm,

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm i операторiв B1, B2, . . . , Bm ∈ L(E,E) виконується нерiвнiсть∥∥∥∥∥
m∑
k=n

(e−ξkI−ϕkA +Bk) · · · (e−ξ1I−ϕ1A +B1)

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

≥

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

e
−

k∑
l=1

ξl−(α+βi)
k∑
l=1

ϕl

∣∣∣∣∣−M
m∑
k=n

(
k∏
l=1

(e−ξl−γϕl +M‖Bl‖L(E,E))− e
−

k∑
l=1

ξl−γ
k∑
l=1

ϕl

)
.

Доведення. Очевидно, що∥∥∥∥∥
m∑
k=n

(e−ξkI−ϕkA +Bk) · · · (e−ξ1I−ϕ1A +B1)

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

∥∥∥∥∥
m∑
k=n

e
−
(

k∑
l=1

ξl

)
I−
(

k∑
l=1

ϕl

)
A

∥∥∥∥∥
L(E,E)

−

−

∥∥∥∥∥
m∑

k=n

(e−ξkI−ϕkA +Bk) · · · (e−ξ1−ϕ1A +B1)−
m∑
k=n

e
−
(

k∑
l=1

ξl

)
I−
(

k∑
l=1

ϕl

)
A

∥∥∥∥∥
L(E,E)

. (14)

Розглянемо нормованi вектори xp ∈ E, p ≥ 1, для яких

lim
p→∞
‖(A− (α + βi)I)xp‖E = 0. (15)

Такi вектори iснують на пiдставi леми 5 i того, що α+ βi ∈ ∂σ(A). Оскiльки для p ∈ N∥∥∥∥∥
m∑
k=n

e
−
(

k∑
l=1

ξl

)
I−
(

k∑
l=1

ϕl

)
A

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

∥∥∥∥∥
(

m∑
k=n

e
−
(

k∑
l=1

ξl

)
I−
(

k∑
l=1

ϕl

)
A

)
xp

∥∥∥∥∥
E
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i на пiдставi (15)

lim
p→∞

∥∥∥∥∥
(

m∑
k=n

e
−
(

k∑
l=1

ξl

)
I−
(

k∑
l=1

ϕl

)
A

)
xp

∥∥∥∥∥
E

=

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

e
−

k∑
l=1

ξl−
(

k∑
l=1

ϕl

)
(α+βi)

∣∣∣∣∣, то∥∥∥∥∥
m∑
k=n

e
−
(

k∑
l=1

ξl

)
I−
(

k∑
l=1

ϕl

)
A

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

e
−

k∑
l=1

ξl−
(

k∑
l=1

ϕl

)
(α+βi)

∣∣∣∣∣.
Звiдси i (14) випливає, що∥∥∥∥∥

m∑
k=n

(e−ξkI−ϕkA +Bk) · · · (e−ξ1I−ϕ1A +B1)

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

e
−

k∑
l=1

ξl−
(

k∑
l=1

ϕl

)
(α+βi)

∣∣∣∣∣−
−

∥∥∥∥∥
m∑
k=n

(e−ξkI−ϕkA +Bk) · · · (e−ξ1I−ϕ1A +B1)−
m∑
k=n

e
−
(

k∑
l=1

ξl

)
I−
(

k∑
l=1

ϕl

)
A

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

≥

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

e
−

k∑
l=1

ξl−
(

k∑
l=1

ϕl

)
(α+βi)

∣∣∣∣∣−
−

m∑
k=n

∥∥∥∥∥(e−ξkI−ϕkA +Bk) · · · (e−ξ1I−ϕ1A +B1)− e
−
(

k∑
l=1

ξl

)
I−
(

k∑
l=1

ϕl

)
A

∥∥∥∥∥
L(E,E)

.

На пiдставi леми 3
m∑
k=n

∥∥∥∥∥(e−ξkI−ϕkA +Bk) · · · (e−ξ1I−ϕ1A +B1)− e
−
(

k∑
l=1

ξl

)
I−
(

k∑
l=1

ϕl

)
A

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≤

≤M
m∑
l=n

(
k∏
l=1

(e−ξl−γϕl +M‖Bl‖L(E,E))− e
−

k∑
l=1

ξl−γ
k∑
l=1

ϕl

)
.

Iз цiєї i попереднiх нерiвностей випливає твердження леми 6.

Лема 7. Нехай γ — дiйсне число. Iснують такi числа qi, Qi ∈ (0,+∞) (qi ≤ Qi) i = 1, 2,
залежнi вiд γ, що для довiльних чисел n ∈ N \ {1, 2} i m ∈ N ∩ [n,+∞) виконуються
спiввiдношення

q1

( m

n− 1

)γ
≤ e

γ
m∑
k=n

1
k ≤ Q1

( m

n− 1

)γ
, (16)

q2

( lnm

lnn

)γ
≤ e

γ
m∑
k=n

1
k ln k ≤ Q2

( lnm

lnn

)γ
, (17)

Доведення. Застосуємо вiдому формулу
n∑
k=1

1

k
= lnn+ C + γn, n ∈ N, (18)

де C — ейлерова стала i γn — деяка нескiнченно мала величина при n → +∞ ([5]). На
пiдставi цiєї формули

e
γ

m∑
k=n

1
k

= e
γ

(
m∑
k=1

1
k
−
n−1∑
k=1

1
k

)
= eγ ln

m
n−1 eγ(γm−γn−1) =

( m

n− 1

)γ
eγ(γm−γn−1).



ОПЕРАТОРНИЙ АНАЛОГ ОЗНАКИ БЕРТРАНА 187

Звiдси випливає спiввiдношення (16), де q1 = inf
3≤n≤m

eγ(γm−γn−1) i Q1 = sup
3≤n≤m

eγ(γm−γn−1).

Для доведення (17) використаємо спiввiдношення
m∫

n−1

dx

x lnx
>

m+1∫
n

dx

[x] ln[x]
=

m∑
n

1

k ln k
>

m∫
n

dx

[x] ln[x]
>

m∫
n

dx

x lnx
, 3 ≤ n ≤ m,

m∫
n

dx

x lnx
= ln

lnm

lnn
, 3 ≤ n ≤ m, (19)

що випливають iз властивостей визначеного iнтегралу i того, що 1
[x] ln[x]

> 1
x lnx

для
x ∈ [3,+∞) \ N, де [x] — цiла частина числа x. Оскiльки

m∫
n−1

dx

x lnx
−

m∫
n

dx

x lnx
= ln

lnn

ln(n− 1)
, то

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

1

k ln k
−

m∫
n

dx

x lnx

∣∣∣∣∣< ln
lnn

ln(n− 1)
, 3 ≤ n ≤ m.

Тому справджується спiввiдношення
m∑
k=n

1

k ln k
= ln

lnm

lnn
+ γn,m, 3 ≤ n ≤ m, (20)

де γn,m — величина, для якої

|γn,m| ≤ ln
lnn

ln(n− 1)
, 3 ≤ n ≤ m. (21)

Величину γn,m можна подати у виглядi

γn,m = Cn + ωn,m, 3 ≤ n ≤ m, (22)

де Cn — стала, залежна вiд n, i ωn,m — нескiнченно мала величина при m → +∞ для
кожного n ≥ 3. Справдi, для кожного n ≥ 3 величина

an,m =
m−1∑
k=n

1

k ln k
−

m∫
n

dx

x lnx
, m ≥ n− 1, (23)

є монотонно зростаючою, в чому неважко переконатися. Також завдяки (19), (20) i (23)

an,m +
1

m lnm
= γn,m, m ≥ n− 1.

Звiдси, з (21) i монотонностi величини an,m, m ≥ n− 1, випливає спiввiдношення (22).
На пiдставi (20)

e
γ

m∑
k=n

1
k ln k

= eγ(ln
lnm
lnn

+γn,m) =
( lnm

lnn

)γ
eγγn,m , 3 ≤ n ≤ m.

Тому виконується спiввiдношення (17), де q2 = inf
3≤n≤m

eγγn,m i Q2 = sup
3≤n≤m

eγγn,m .

Нерiвностi 0 < qi ≤ Qi, i = 1, 2, очевиднi.
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Лема 8 (Операторний аналог ознаки Абеля). Якщо операторний ряд (1) збiгаєть-
ся, а числа an, n ≥ 1, утворюють монотонну i обмежену послiдовнiсть, то операторний

ряд
∞∑
n=1

anAn збiгається.

Доведення. Нехай M — таке число, що sup
n≥1
|an| ≤ M, i pk : N → N, k = 1, 2, — довiльнi

вiдображення, для яких p1(n) ≤ p2(n), n ∈ N, i lim
n→∞

p1(n) = +∞.
Покажемо, що

lim
n→∞

∥∥∥∥∥
p2(n)∑

k=p1(n)

akAk

∥∥∥∥∥
L(E,E)

= 0. (24)

На пiдставi перетворення Абеля ([5]) для кожного n ∈ N

p2(n)∑
k=p1(n)

akAk = ap2(n)

p2(n)∑
l=p1(n)

Al −
p2(n)−1∑
k=p1(n)

(ak+1 − ak)
k∑

l=p1(n)

Al.

Тому на пiдставi монотонностi i обмеженостi послiдовностi (an)n≥1∥∥∥∥∥
p2(n)∑

k=p1(n)

akAk

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≤ |ap2(n)|

∥∥∥∥∥
p2(n)∑

k=p1(n)

Ak

∥∥∥∥∥
L(E,E)

+

p2(n)−1∑
k=p1(n)

|ak+1 − ak|

∥∥∥∥∥
k∑

l=p1(n)

Al

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≤

≤

(
|ap2(n)|+

p2(n)−1∑
k=p1(n)

|ak+1 − ak|

)
max

p1(n)≤k≤p2(n)

∥∥∥∥∥
k∑

l=p1(n)

Al

∥∥∥∥∥
L(E,E)

= (|ap2(n) − ap1(n)|+

+|ap2(n)|) max
p1(n)≤k≤p2(n)

∥∥∥∥∥
k∑

l=p1(n)

Al

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≤ 3M max
p1(n)≤k≤p2(n)

∥∥∥∥∥
k∑

l=p1(n)

Al

∥∥∥∥∥
L(E,E)

. (25)

Оскiльки ряд (1) збiгається, то lim
n→∞

∥∥∥∥∥ k∑
k=1

Ak−S

∥∥∥∥∥
L(E,E)

= 0 для деякого S ∈ L(E,E). Тому

lim
n→∞

max
p1(n)≤k≤p2(n)

∥∥∥∥∥
k∑

l=p1(n)

Al

∥∥∥∥∥
L(E,E)

= 0.

Тодi на пiдставi (25) виконується спiввiдношення (24). Завдяки лемi 1 виконання цього
спiввiдношення досить для збiжностi ряду

∑∞
k=1akAk.

3. Доведення першої частини твердження теореми 2. Нехай виконується спiввiд-
ношення σ(B) ⊂ {z : Re z > 1}. Позначимо α = minλ∈σ(B) Reλ. Зафiксуємо числа γ i γ̂,
для яких 1 < γ < γ̂ < α. На пiдставi леми 2 iснує таке число M ≥ 1, що ‖e−tB‖L(E,E) ≤
Me−γ̂t для всiх t ≥ 0. Використаємо лему 4. Розглянемо ряд

+∞∑
n=n0

An, (26)

де n0 — таке натуральне число, що

e−
1
k
−γ̂ 1

k ln k +M‖Bk‖L(E,E ≤ e−
1
k
−γ 1

k ln k (27)
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для всiх k ≥ n0. Це спiввiдношення виконується на пiдставi (12). Завдяки (11)

An+1 = (e−
1
n
I− 1

n lnn
B +Bn) · · · (e−

1
n
I− 1

n0 lnn0
B

+Bn0)An0 , n ≥ n0, (28)

де Bn — елемент алгебри L(E,E), що задовольняє (12). Звiдси i леми 3 випливає, що

‖(e−
1
n
I− 1

n lnn
B +Bn) · · · (e−

1
n0
I− 1

n0 lnn0
B

+Bn0)‖L(E,E) ≤

≤M

n∏
k=n0

(e−
1
k
−γ̂ 1

k ln k +M‖Bk‖L(E,E)), n ≥ n0. (29)

Тому на пiдставi (27)–(29) i леми 7 для деяких чисел Q1 > 0 i Q2 > 0

‖An+1‖L(E,E) ≤M

(
n∏

k=n0

e−
1
k
−γ 1

k ln k

)
‖An0‖L(E,E) = Me

−
n∑

k=n0

1
k

e
−γ

n∑
k=n0

1
k ln k

‖An0‖L(E,E) ≤

≤MQ1Q2

( n

n0 − 1

)−1( lnn

lnn0

)−γ
‖An0‖L(E,E), n ≥ n0.

Отже,
‖An+1‖L(E,E) ≤

a

n(lnn)γ
, n ≥ n0, (30)

де a = MQ1Q2(n0 − 1)(lnn0)
γ‖An0‖L(E,E).

Iз (30) i того, що γ > 1, випливає збiжнiсть числового ряду
∑+∞

n=n0
‖An‖L(E,E). Тому

збiжним є i ряд (26), що можна показати за допомогою леми 1.
Збiжностi ряду (26) досить для збiжностi ряду (1).
Таким чином, першу частину твердження теореми 2 доведено.

4. Доведення другої частини твердження теореми 2.
4.1. Випадок σ(B) ∩ {z : Re z ∈ (0, 1)} 6= ∅ i σ(B) ⊂ {z : Re z ∈ (0,+∞)}.

Нехай α = minλ∈σ(B) Reλ, α + βi ∈ ∂σ(B) и γ — довiльне число з iнтервалу (0, α).
Завдяки лемi 2 iснує число M ≥ 1, для якого ‖e−tB‖L(E,E) ≤ Me−γt, t ≥ 0. Отже, на
пiдставi леми 6∥∥∥∥∥

m∑
k=n

(e−
1
k
I− 1

k ln k
B +Bk) · · · (e−

1
3
I− 1

3 ln 3
B +B3)

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

e
−

k∑
l=3

1
l
−(α+βi)

k∑
l=3

1
l ln l

∣∣∣∣∣−
−M

m∑
k=n

(
k∏
l=3

(e−
1
l
−γ 1

l ln l +M‖Bl‖L(E,E))− e
−

k∑
l=3

1
l
−γ

k∑
l=3

1
l ln l

)
(31)

для натуральних чисел n i m (3 ≤ n ≤ m), де Bn, n ≥ 3, — тi самi елементи алгебри
L(E,E), що й у спiввiдношеннi (11).

Оцiнимо доданки у спiввiдношеннi (31). На пiдставi (18) i (20) отримуємо∣∣∣∣∣
m∑
k=n

e
−

k∑
l=3

1
l
−(α+βi)

k∑
l=3

1
l ln l

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣
m∑
k=n

e−(ln k−ln 3+γk−γ3)−(α+βi)(ln ln k−ln ln 3+γ3,k)

∣∣∣∣∣=
=

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

3(ln 3)α

k(ln k)α
eγ3−γk−αγ3,k

{
cos
(
β
( ln ln k

ln ln 3
+ γ3,k

))
−i sin

(
β
( ln ln k

ln ln 3
+ γ3,k

))}∣∣∣∣∣≥
=

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

3(ln 3)α

k(ln k)α
eγ3−γk−αγ3,k cos

(
β
( ln ln k

ln ln 3
+ γ3,k

))∣∣∣∣∣.
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На пiдставi (18), (20), (21), збiжностi ряду (13) i того, що supk≥3 e
3γ ln 3+γ3−γk+γγ3,k ≤ Ω1

i eMeγ+1
∑∞
l=3 ‖Bl‖L(E,E) − 1 ≤ Ω2 для деяких додатних чисел Ω1 i Ω2, отримуємо, що для

всiх n ≥ n0 (n0 — достатньо велике натуральне число)

M

m∑
k=n

(
k∏
l=3

(e−
1
l
−γ 1

l ln l +M‖Bl‖L(E,E))− e
−

k∑
l=3

1
l
−γ

k∑
l=3

1
l ln l

)
=

= M

m∑
k=n

e
−

k∑
l=3

1
l
−γ

k∑
l=3

1
l ln l

(
k∏
l=3

(1 +M‖Bl‖L(E,E)e
1
l
+γ 1

l ln l )− 1

)
≤

≤M
m∑
k=n

e−(ln k−ln 3+γk−γ3+γ(ln ln k−ln ln 3+γ3,k))

(
k∏
l=3

(1 +Meγ+1‖Bl‖L(E,E))− 1

)
≤

≤MΩ1

m∑
k=n

1

k(ln k)γ

(
∞∏
l=3

(1 +Meγ+1‖Bl‖L(E,E))− 1

)
<

< MΩ1

m∑
k=n

1

k(ln k)γ

(
e
Meγ+1

∞∑
l=3
‖Bl‖L(E,E) − 1

)
< MΩ1Ω2

m∑
k=n

1

k(ln k)γ
<

< MΩ1Ω2

m∫
n−1

dt

t(ln t)γ
=
MΩ1Ω2

1− γ
((lnm)1−γ − (ln(n− 1))1−γ) <

MΩ1Ω2

1− γ
(lnm)1−γ.

Отже, на пiдставi (31) для всiх n ≥ n0∥∥∥∥∥
m∑
k=n

(e−
1
k
I− 1

k ln k
B +Bk) . . . (e

− 1
3 ln 3

I− 1
3
B +B3)

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

≥

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

3(ln 3)α

k(ln k)α
eγ3−γk−αγ3,k cos

(
β
( ln ln k

ln ln 3
+ γ3,k

))∣∣∣∣∣−MΩ1Ω2

1− γ
(lnm)1−γ. (32)

Далi дослiдимо випадок β 6= 0. Розглянемо послiдовнiсть (ql)l≥1 цiлих чисел, для якої
liml→+∞ ql = +∞ i liml→+∞ cos(β( ln ln ql

ln ln 3
+ γ3,ql)) = 1. Така послiдовнiсть iснує, оскiльки

limk→+∞(ln ln(k + 1) − ln ln k) = 0 i послiдовнiсть (γ3,k)k≥3 є збiжною (див. доведення
леми 7).

Також розглянемо послiдовнiсть (q̃l)l≥1, де q̃l — цiла частина числа e(ln ql)e
π ln ln 3
4|β| .

Позначимо через ε додатне число, для якого

inf
k≥1

3(ln 3)αeγ3−γk−αγ3,k ≥ ε. (33)

Таке число iснує на пiдставi (21) та рiвностi lim
n→∞

γn = 0. Не обмежуючи загальностi,

можна вважати, що число n0 є таким, що cos(β( ln ln k
ln ln 3

+ γ3,k)) ≥ 1
2
для k = ql, q̃l i ql > n0.

Тодi для всiх ql > n0∣∣∣∣∣
q̃l∑

k=ql

3(ln 3)α

k(ln k)α
eγ3−γk−αγ3,k cos

(
β
( ln ln k

ln ln 3
+ γ3,k

))∣∣∣∣∣≥ ε

2

q̃l∑
k=ql

1

k(ln k)α
≥ ε

2

q̃l∫
ql

dt

t(ln t)α
=

=
ε

2(1− α)
((ln q̃l)

1−α − (ln ql)
1−α) =

ε

2(1− α)

((
ln
[
e(ln ql)e

π ln ln 3
4|β|

])1−α
−(ln ql)

1−α
)
.
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Тому на пiдставi (32) для ql > n0∥∥∥∥∥
q̃l∑

k=ql

(e−
1
k
I− 1

k ln k
B +Bk) . . . (e

− 1
3
I− 1

3 ln 3
B +B3)

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

≥ ε

2(1− α)

((
ln
[
e(ln ql)e

π ln ln 3
4|β|

])1−α
−(ln ql)

1−α
)
−MΩ1Ω2

1− γ

(
ln
[
e(ln ql)e

π ln ln 3
4|β|

])1−γ
. (34)

Тепер розглянемо випадок β = 0. У цьому випадку спiввiдношення (32) для n ≥ n0

має вигляд ∥∥∥∥∥
m∑
k=n

(e−
1
k
I− 1

k ln k
B +Bk) · · · (e−

1
3
I− 1

3 ln 3
B +B3)

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

≥

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

3(ln 3)αeγ3−γk−αγ3,k

k(ln k)α

∣∣∣∣∣−MΩ1Ω2

1− γ
(lnm)1−γ.

Покладемо m = n2. В силу (33) для n ≥ n0∥∥∥∥∥
n2∑
k=n

(e−
1
k
I− 1

k ln k
B +Bk) · · · (e−

1
3
I− 1

3 ln 3
B +B3)

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

∣∣∣∣∣
n2∑
k=n

3(ln 3)αeγ3−γk−αγ3,k

k(ln k)α

∣∣∣∣∣−
−MΩ1Ω2

1− γ
(lnn2)1−γ ≥ ε

n2∑
k=n

1

k(ln k)α
− MΩ1Ω2

1− γ
(lnn2)1−γ ≥

≥ ε

n2∫
n

dt

t(ln t)α
− MΩ1Ω2

1− γ
(lnn2)1−γ =

ε

1− α
((lnn2)1−α − (lnn)1−α)− MΩ1Ω2

1− γ
(lnn2)1−γ.

Таким чином, у випадку β = 0∥∥∥∥∥
n2∑
k=n

(e−
1
k
I− 1

k ln k
B +Bk) · · · (e−

1
3
I− 1

3 ln 3
B +B3)

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

≥ ε

1− α
((2 lnn)1−α − (lnn)1−α)− MΩ1Ω2

1− γ
(2 lnn)1−γ, n ≥ n0. (35)

Тепер покажемо, що операторний ряд (1) розбiгається.
Оскiльки всi члени цього ряду мають неперервнi оберненi, то на пiдставi леми 4

∞∑
n=3

An =

(
I +

∞∑
k=1

(e−
1
k
I− 1

k ln k
B +Bk) · · · (e−

1
3
I− 1

3 ln 3
B +B3)

)
A3. (36)

Ряд
∞∑
k=1

(e−
1
k
I− 1

k ln k
B +Bk) · · · (e−

1
3
I− 1

3 ln 3
B +B3)

розбiгається в силу леми 1 i того, що на пiдставi (34), (35) i спiввiдношення 0 < γ < α < 1

lim
n,m→+∞

∥∥∥∥∥
m∑
k=n

(e−
1
k
I− 1

k ln k
B +Bk) · · · (e−

1
3
I− 1

3 ln 3
B +B3)

∥∥∥∥∥
L(E,E)

= +∞.
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Отже, на пiдставi (36) i оборотностi оператора A3 операторний ряд (1) розбiгається.
Таким чином, доведення другої частини твердження теореми 2 у випадку

σ(B) ∩ {z : Re z ∈ (0, 1)} 6= ∅ i σ(B) ⊂ {z : Re z ∈ (0,+∞)}

завершено.

4.2. Випадок σ(B) ∩ {z : Re z ∈ (−∞, 0]} 6= ∅.
Припустимо, що операторний ряд (1) збiгається. Зафiксуємо таке додатне число µ,

для якого

σ(µI +B) ⊂ {λ : Reλ ∈ (0,+∞)} i σ(µI +B) ∩ {λ : Reλ ∈ (0, 1)} 6= ∅. (37)

Розглянемо операторний ряд
∞∑
n=3

Ãn, (38)

де
Ãn = (lnn)−µAn. (39)

В силу (39) i леми 4 виконується спiввiдношення

Ãn+1 = (e−
1
n
I− 1

n lnn
(µI+B) + B̃n)Ãn, n ≥ 3, (40)

де B̃n = e
µ

n lnnBn + o( 1
n2 )I (n → +∞). Звiдси i збiжностi ряду (13) випливає збiжнiсть

ряду
∞∑
n=3

‖B̃n‖L(E,E).

Отже, на пiдставi (37), (40) i проведених у п. 4.1 дослiджень операторний ряд (38) є
розбiжним. Однак на пiдставi леми 8, спiввiдношення (39) i припущення, що ряд (1) збi-
гається, збiжним буде й ряд (38). Отримане протирiччя вказує на хибнiсть припущення
про збiжнiсть ряду (1).

Теорему 2 доведено.

5. Умови збiжностi операторного ряду
+∞∑
n=3

n−1(lnn)−A. Застосуємо теорему 2 до

дослiдження збiжностi ряду
+∞∑
n=3

n−1(lnn)−A, (41)

де A ∈ L(E,E).
Нагадаємо, що (lnn)−A = e−(ln lnn)A, n ≥ 3. Тому для кожного n ≥ 3 оператор

(lnn)−A має неперервний обернений ((lnn)−A)−1, ((lnn)−A)−1 = (lnn)A = e(ln lnn)A i

(n+ 1)−1(ln(n+ 1))−A(n−1(lnn)−A)−1 = (n+ 1)−1n(ln(n+ 1))−A(lnn)A =

= e− ln(n+1)elnne−(ln ln(n+1))Ae(ln lnn)A = e− ln n+1
n e−(ln

ln(n+1)
lnn

)A =

= e−
1
n e−(ln(1+

1
n
)− 1

n
)e−

1
n lnn

Ae−(ln
ln(n+1)

lnn
− 1
n lnn

)A =

= e−
1
n
I− 1

n lnn
A e−(ln(1+

1
n
)− 1

n
)I−(ln ln(n+1)

lnn
− 1
n lnn

)A.

Оскiльки

lim
n→+∞

n2
(

ln
(

1 +
1

n

)
− 1

n

)
= −1

2
i lim

n→+∞
n2 lnn

(
ln
( ln(n+ 1)

lnn

)
− 1

n lnn

)
= −1

2
,
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в чому неважко переконатися, то

e−
1
n
I− 1

n lnn
A e−(ln(1+

1
n
)− 1

n
)I−(ln ln(n+1)

lnn
− 1
n lnn

)A = e−
1
n
I− 1

n lnn
A +Bn,

де Bn = e−
1
n
I− 1

n lnn
A(e−(ln(1+

1
n
)− 1

n
)I−(ln ln(n+1)

lnn
− 1
n lnn

)A − I) i для кожного ω ∈ (0, 1)

lim
n→+∞

n(lnn)1+ω‖Bn‖L(E,E) = 0.

Тому ряд
∑∞

n=3 ‖Bn‖L(E,E) збiгається, (n + 1)−1(ln(n + 1))−A(n−1(lnn)−A)−1 = e−
1
n
A +

Bn, n ≥ 3, i, отже, (n+ 1)−1(ln(n+ 1))−A = (e−
1
n
I− 1

n lnn
A +Bn)n−1(lnn)−A, n ≥ 3.

Таким чином, для дослiдження операторного ряду (41) застосовна теорема 2 у ви-
падках

σ(A) ⊂ {λ : Reλ ∈ (1,+∞)} i σ(A) ∩ {λ : Reλ ∈ (−∞, 1)} 6= ∅.
У цих випадках ряд (41) вiдповiдно збiгається i розбiгається.

Однак за допомогою теореми 2 не можна дослiдити збiжнiсть ряду (41), якщо

σ(A) ⊂ {λ : Reλ ∈ [1,+∞)} i σ(A) ∩ {λ : Reλ = 1} 6= ∅. (42)

Покажемо, що в цьому випадку ряд (41) розбiгається.
Нехай 1+βi ∈ σ(A), де β ∈ R. Тодi 1+βi ∈ ∂σ(A) на пiдставi (42). Розглянемо послi-

довнiсть нормованих векторiв xl ∈ E, l ≥ 1, для якої lim
l→∞
‖Axl − (1 + βi)xl‖E = 0. Така

послiдовнiсть iснує на пiдставi леми 5. Тодi lim
l→∞
‖Amxl− (1 +βi)mxl‖E = 0, m ∈ N ∪ {0},

i, отже, для кожного k ≥ 3

lim
l→∞
‖(ln k)−Axl − (ln k)−(1+βi)xl‖E = lim

l→∞
‖e−(ln ln k)Axl − e−(ln ln k)(1+βi)xl‖E =

= lim
l→∞

∥∥∥∥∥
∞∑
m=0

(− ln ln k)m

m!
Amxl −

∞∑
m=0

(− ln ln k)m

m!
(1 + βi)mxl

∥∥∥∥∥
E

≤

≤
∞∑
m=0

(ln ln k)m

m!
lim
l→∞
‖Amxl − (1 + βi)mxl‖E =

=
∞∑
m=0

(ln ln k)m

m!
lim
l→∞
‖Amxl − (1 + βi)mxl‖E = 0.

Звiдси i з нерiвностей∥∥∥∥∥
m∑
k=n

k−1(ln k)−A

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

∥∥∥∥∥
m∑
k=n

k−1(ln k)−Axl

∥∥∥∥∥
E

, l ≥ 1,

де n,m ∈ N \ {1, 2} i n ≤ m, випливає, що∥∥∥∥∥
m∑
k=n

k−1(ln k)−A

∥∥∥∥∥
L(E,E)

≥

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

k−1(ln k)−(1+βi)

∣∣∣∣∣ (43)

Далi придiлимо увагу випадку β 6= 0. Розглянемо числа tk = exp{exp{2kπ|β| }} i τk =

exp{exp{ (4k+1)π
2|β| }}, k ∈ N. Очевидно, що cos(β ln ln tk) = 1, cos(β ln ln τk) = 0, k ∈ N, i

cos(β ln ln t) > 0 (44)
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для всiх t ∈ ∪k∈N[tk, τk). Використаємо натуральнi числа nk = [tk]+1 i mk = [τk], k ∈ N,
де [x] — цiла частина числа x. Оцiнимо знизу |

∑mk
n=nk

n−1(lnn)−(1+βi)|. Оскiльки

mk∑
n=nk

n−1(lnn)−(1+βi) =

mk∑
n=nk

n−1(lnn)−1(cos(β ln lnn)− i sin(β ln lnn)),

то для всiх досить великих k ∈ N∣∣∣∣∣
mk∑
n=nk

n−1(lnn)−(1+βi)

∣∣∣∣∣≥
∣∣∣∣∣
mk∑
n=nk

n−1(lnn)−1 cos(β ln lnn)

∣∣∣∣∣=
mk∑
n=nk

n−1(lnn)−1 cos(β ln lnn) >

>

mk−1∫
nk

t−1(ln t)−1 cos(β ln ln t)dt >

τk−2∫
tk+1

t−1(ln t)−1 cos(β ln ln t)dt =

=
1

|β|

|β| ln ln(τk−2)∫
|β| ln ln(tk+1)

cos s ds >
1

|β|

2kπ+π
6∫

2kπ+π
3

cos s ds =

√
3− 1

2|β|
.

Тут ураховано спiввiдношення (44) i те, що для досить великих k ∈ N |β| ln ln(tk + 1) <
2kπ + π

6
i |β| ln ln(τk − 2) > 2kπ + π

3
.

Отже, для всiх досить великих k ∈ N∣∣∣∣∣
mk∑
n=nk

n−1(lnn)−(1+βi)

∣∣∣∣∣>
√

3− 1

2|β|
.

Тому limk→∞
∥∥∑mk

n=nk
n−1(lnn)−A

∥∥
L(E,E)

≥
√
3−1
2|β| . Звiдси i леми 1 випливає розбiжнiсть

ряду (41) у випадку β 6= 0.
Тепер розглянемо випадок β = 0. У цьому випадку нерiвнiсть (43) має вигляд∥∥∥ m∑

k=n

k−1(ln k)−A
∥∥∥
L(E,E)

≥
m∑
k=n

1
k ln k

.

Покладемо m = n2. На пiдставi (20) i (21)
n2∑
k=n

1
k ln k

= ln lnn2

lnn
+ γn,n2 = ln 2 − γn,n2 >

ln 2− ln lnn
ln(n−1) , n ≥ 3. Тому

lim
n→+∞

∥∥∥∥∥
n2∑
k=n

k−1(ln k)−A

∥∥∥∥∥
L(E,E)

= ln 2.

Звiдси i леми 1 випливає розбiжнiсть ряду (41) й у випадку β = 0.
Таким чином, доведено наступне твердження.

Теорема 5. Ряд (41) збiгається лише у випадку σ(A) ⊂ {λ : Reλ ∈ (1,+∞)}.
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