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We shove that our generalization of the inverse Bernstein theorem to F -spases and Svedov’s
generalization of this theorem are not comparable.

Г. А. Волошин, В. К. Маслюченко. Сравнение различных обобщений обратной теоремы
Бернштейна для F -пространств // Мат. Студiї. – 2011. – Т.35, №2. – C.165–171.

Доказывается, что два обобщения обратной теоремы Бернштейна на F -пространства,
принадлежащие авторам и А. С. Шведову не сравнимы между собой.

1. У 1938 роцi С. Н. Бернштейн [1] розпочав дослiдження обернених задач теорiї
наближень, встановивши, що для довiльної спадної послiдовностi невiд’ємних чисел αn,
яка прямує до нуля, iснує така неперервна функцiя f : [0, 1]→ R, що для кожного n най-
краще наближення En(f) функцiї f многочленами степеня ≤ n дорiвнює αn. С. М. Нi-
кольський [2] без доведення зауважив, що цей результат Бернштейна можна перенести
на банаховi простори, що й було реалiзовано у монографiї А. Ф. Тiмана [3, c.50].

Останнiм часом з’явився цiлий ряд подальших узагальнень оберненої теореми Берн-
штейна [4–11] у рiзних напрямках. Зокрема, в працях [5, 6, 8, 10] результат Бернштейна
був перенесений на F -простори. При цьому використовувалась первiсна iдея Бернштей-
на, реалiзацiя якої вимагає певних додаткових умов на F -простори. Цi умови в працях
[5, 6, 8] i [10] виявилися рiзними, що привело до отримання рiзних результатiв. Тому
постало природне питання про дослiдження зв’язкiв мiж цими узагальненнями, щоб
з’ясувати яке з них сильнiше. Виявилося, що цi узагальнення не порiвняннi мiж собою,
i це є предметом даної публiкацiї.

2. Загальна задача, яка виникає при узагальненнi теореми Бернштейна формулює-
ться так. Нехай X — векторний простiр над полем K дiйсних або комплексних чисел i
| · | : X → [0,+∞) — деяка невiд’ємна функцiя, причому |0| = 0. Для лiнiйного пiдпро-
стору L простору X i елемента x ∈ X розглянемо число EL(x) = inf{|x − u| : u ∈ L}.
Проблема полягає у вивченнi функцiй | · | на X, якi задовольняють умову (B): для
довiльної строго зростаючої послiдовностi скiнченновимiрних лiнiйних пiдпросторiв Ln
простору X i кожної спадної до нуля послiдовностi чисел αn iснує такий вектор x ∈ X,
що ELn(x) = αn для кожного n.

Назвемо пару (X, | · |), для якої функцiя | · | задовольняє умову (B), парою Бернште-
йна.
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О. С. Шведов [5, 6] у випадку K = C вводить на векторному просторi X функцiонал
x 7→ |x| : X → [0,+∞) (його ми будемо називати функцiоналом Шведова), який має такi
властивостi:

1)|0| = 0;

2)(∀γ1 > 0)(∃γ2 > 0)(∀x1, x2 ∈ X)(|x1| ≤ γ1 i |x2| ≤ γ1 ⇒ |x1 + x2| ≤ γ2);

3)(∀x ∈ X)(limλ→0 |λx| = 0);

4)(∀x ∈ X)(∀λ1, λ2 ∈ K)(|λ1| ≤ |λ2| ⇒ |λ1x1| ≤ |λ2x2|);
5)(∀x ∈ X \ {0})(limλ→∞ |λx| = +∞);

6)(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x1, x2 ∈ X)(|x1| ≤ δ i |x2| ≤ δ ⇒ |x1 + x2| ≤ ε);

7)(∀x ∈ X)(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀y ∈ X)(|y| ≤ δ ⇒ ||x+ y| − |x|| ≤ ε);

8)(∀(xn)∞n=1 ∈ XN)(limn,m→∞ |xn − xm| = 0⇒ (∃x ∈ X)(limn→∞ |xn − x| = 0)).

Векторний простiр X, на якому задано функцiонал Шведова | · |, ми будемо називати
простором Шведова. Система множин Wε = {(x, y) : |x − y| ≤ ε}, де ε > 0, є базисом
рiвномiрної структури на просторi Шведова (X, | · |), а властивiсть 8) випливає з того,
що рiвномiрний простiр X повний. У працi [5] доведено, що простiр Шведова (X, | · |) є
парою Бернштейна. Все це справджується i для K = R, як твердиться в [5].

3. Квазiнормою на векторному просторi X над полем K ми називаємо функцiю
x 7→ |x| : X → R, яка має такi властивостi: 1◦. |x| ≥ 0, |x| = 0 ⇔ x = 0; 2◦. | − x| = |x|;
3◦. |x+ y| ≤ |x|+ |y|, якi повиннi виконуватися для довiльних векторiв x i y з X. Кожна
квазiнорма | · | на X породжує iнварiантну вiдносно зсувiв метрику d(x, y) = |x−y|, для
якої |x| = d(x, 0); навпаки кожна iнварiантна вiдносно зсувiв метрика d на X породжує
квазiнорму |x| = d(x, 0), для якої d(x, y) = |x− y|.

Метрику d на векторному просторi X ми називаємо лiнiйною, якщо вона породжує
топологiю Td, вiдносно якої операцiї додавання i множення на скаляр неперервнi за
сукупнiстю змiнних. Квазiнорма | · | на X називається лiнiйною, якщо породжена нею
метрика лiнiйна. Векторний простiр X, на якому задано деяку лiнiйну квазiнорму, ми
називаємо квазiнормованим. Квазiнормований простiр — це те ж саме, що топологiчний
векторний простiр разом з iнварiантною вiдносно зсувiв метрикою, яка породжує його
топологiчну структуру.

С. Банах [12] увiв поняття F -простору як векторного простору X з iнварiантною
вiдносно зсувiв метрикою d, такою, що множення на скаляр нарiзно неперервне i простiр
(X, d) повний. С. Мазур [12, c.197; 13] показав, що на F -просторi множення на скаляр
насправдi сукупно неперервне. Оскiльки операцiя додавання на просторi з iнварiантною
вiдносно зсувiв метрикою автоматично неперервна (як i на просторi з заданою квазiнор-
мою), то F -простiр — це те ж саме, що й повний квазiнормований простiр.

4. Квазiнорма | · | на просторi X називається монотонною, якщо для будь-якого
вектора x ∈ X i довiльних скалярiв λ, µ з умови |λ| ≤ |µ| випливає, що |λx| ≤ |µx|.
А. I. Васильєв [8] увiв умови (Bi) та (B̃i), якi є модифiкацiями умови (B), i для F -
просторiв X з монотонною квазiнормою вказав необхiднi i достатнi умови, для того
щоб X задовольняв умову (Bi) чи (B̃i). В ролi функцiї EL(x) у нього виступає вiдстань
d(x, L) вiд елемента x до пiдпростору L. Iндекс i в його умовах означає, що оберне-
на задача розв’язується для пiдпросторiв, для яких dimL1 = i. Результати працi [8]
спорiдненi з результатом О. С. Шведова i вони використовують умову монотонностi



ПОРIВНЯННЯ РIЗНИХ УЗАГАЛЬНЕНЬ ТЕОРЕМИ БЕРНШТЕЙНА 167

квазiнорми | · |, яка фiгурує i серед умов, що характеризують функцiонал Шведова
(умова 4).

5. У працi [10] були вказанi умови на квазiнормований простiр (X, | · |), для того щоб
(X, | · |) була парою Бернштейна. Ми кажемо, що X — це квазiнормований простiр з
обмеженими кулями, якщо для кожного ρ > 0 куля Bρ = {x ∈ X : |x| ≤ ρ} є обмеженою
множиною у топологiчному векторному просторi X. Це означає, що для кожного ε > 0
iснує таке число γ > 0, що Bρ ⊆ λBε, як тiльки |λ| ≥ γ.

Крiм того, в [10] була введена умова (A): для кожного скiнченновимiрного пiдпрос-
тору L простору X i довiльного x ∈ X \ L вiдстань d(λx, L)→ +∞ при λ→ +∞.

В [10] було показано, що (X, | · |) буде парою Бернштейна, якщо (X, | · |) — це повний
квазiнормований простiр з обмеженими кулями, який задовольняє умову (A).

Насправдi в [10] був доведений сильнiший результат. Ми скажемо, що (X, | · |) — це
квазiнормований простiр з обмеженими скiнченовимiрними кулями, якщо для кожно-
го скiнченновимiрного пiдпростору L квазiнормованого простору X i довiльного числа
ρ > 0 кулi Bρ∩L у пiдпросторi L є обмеженими множинами в топологiчному векторному
просторi X. Саме ця умова використовувалася в [10] i там фактично було встановлено
такий результат.

Теорема 1. Нехай (X, | · |) — повний квазiнормований простiр з обмеженими скiнченно-
вимiрними кулями, який задовольняє умову (A). Тодi (X, | · |) — це пара Бернштейна.

Зауважимо, що вiд квазiнорми | · | у теоремi 1 не вимагається умови монотонностi.
Крiм того, якщо (X, | · |) — банахiв простiр, то (X, | · |) задовольняє умови теореми 1,
отже, (X, | · |) — це пара Бернштейна.

6. В роботi [10] для квазiнормованого простору (X, | · |) була введена i умова (a):
для довiльного x ∈ X \ {0} вiдстань |λx| = d(λx, {0}) → ∞ при λ → +∞. Зрозумiло,
що (A) ⇒ (a). Питання про справедливiсть оберненої iмплiкацiї (a) ⇒ (A) для авторiв
залишається поки що вiдкритим.

Нескладно перевiрити, що коли (X, | · |) — це повний квазiнормований простiр з
монотонною квазiнормою | · |, який задовольняє умову (a), то квазiнорма | · | — це фун-
кцiонал Шведова. Таким чином, у цьому випадку (X, | · |) — це пара Бернштейна. Це
показує, що монотоннiсть квазiнорми досить сильна умова, яка дозволяє зняти умову
обмеженостi куль i послабити умову (A) у теоремi 1.

Та все ж теорема 1 не випливає з результату Шведова. Щоб це показати, розглянемо
функцiю ϕ : [0,+∞) → [0,+∞), для якої ϕ(ξ) = ξ при 0 ≤ ξ ≤ 1, ϕ(ξ) = 2 − ξ при
1 ≤ ξ ≤ 3

2
i ϕ(ξ) = ξ

3
при ξ ≥ 3

2
. З допомогою неї на довiльному квазiнормованому

просторi (X, | · |) визначимо функцiю |x|ϕ = ϕ(|x|).

Теорема 2. (i) Для довiльного квазiнормованого простору (X, | · |) функцiя | · |ϕ — це
лiнiйна квазiнорма на X, для якої |x|/3 ≤ |x|ϕ ≤ |x| для кожного x ∈ X.

(ii) Топологiчнi структури квазiнормованих просторiв (X, | · |) i (X, | · |ϕ) збiгаються.
(iii) Якщо | · | — норма на ненульовому просторi X, то квазiнорма | · |ϕ не монотонна.

Доведення. (i) Оскiльки ϕ(ξ) > 0 при ξ > 0 i ϕ(0) = 0, то умова 1◦ для функцiї | · |ϕ
випливає з того, що | · | задовольняє 1◦. Так само перевiрка умови 2◦ для | · |ϕ тривiальна.

Доведемо, що
|x+ y|ϕ ≤ |x|ϕ + |y|ϕ (∗)
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для довiльних x i y з простору X. Нехай α = |x|, β = |y| i γ = |x + y|. Розглянемо три
промiжки A = [0, 1], B = [1, 3

2
] i C = [3

2
,+∞). Всього можливо 27 випадкiв розмiщення

чисел α, β i γ у промiжках A, B i C. Розгляд деяких iз них можна об’єднати, а деякi
пропустити з мiркувань симетрiї.

Нехай множина {α, β, γ} попадає в один з промiжкiв A, B чи C. Якщо це промiжок
A або C, то потрiбна нерiвнiсть негайно випливає з нерiвностi |x + y| ≤ |x| + |y|, адже
тодi

|x+ y|ϕ = |x+ y|, |x|ϕ = |x|, |y|ϕ = |y| або |x+ y|ϕ =
1

3
|x+ y|, |x|ϕ =

1

3
|x|, |y|ϕ =

1

3
|y|.

Якщо ж {α, β, γ} ⊆ B, то |x|ϕ = 2−|x|, |y|ϕ = 2−|y|, |x+y|ϕ = 2−|x+y| i нерiвнiсть (∗)
рiвносильна нерiвностi α+β ≤ 2+γ, яка виконується, бо α+β ≤ 3

2
+ 3

2
= 3 = 2+1 ≤ 2+γ.

Припустимо тепер, що γ ∈ A ∪B. Тодi |x+ y|ϕ = ϕ(γ) ≤ 1, бо 0 ≤ γ ≤ 3
2
. У випадку

{α, β} ⊆ B ∪ C будемо мати, що |x|ϕ = ϕ(α) ≥ 1
2
i |y|ϕ = ϕ(β) ≥ 1

2
, бо α i β ≥ 1. Тому

|x|ϕ + |y|ϕ ≥ 1 i нерiвнiсть (∗) виконується.
Нехай {α, β} * B ∪ C. Тодi α ∈ A або β ∈ A. Досить розiбрати лише випадок, коли

α ∈ A, а значить |x|ϕ = |x|.
Якщо β ∈ A, то припустимо, що γ ∈ B, бо випадок γ ∈ A ми вже розглянули. Тодi

|x|ϕ = |x|, |y|ϕ = |y| i |x+ y|ϕ = 2−|x+ y|. Оскiльки |x+ y|+ |x|+ |y| ≥ 2|x+ y| = 2γ ≥ 2,
то нерiвнiсть (∗) виконується.

Якщо β ∈ B, то |y|ϕ = 2− |y|, отже, якщо γ ∈ A, то

|x|ϕ + |y|ϕ = |x|+ 2− |y| = 2− (| − x| − |y|) ≥ 2− | − x− y| = 2− |x+ y| ≥ 1 ≥ |x+ y|ϕ,

а якщо γ ∈ B, то |x+ y|ϕ = 2− |x+ y| i нерiвнiсть (∗) так само виконується.
Якщо ж β ∈ C, то |y|ϕ = |y|

3
i

|x|ϕ + |y|ϕ = |x|+ |y|
3

= |y − (x+ y)|+ |y|
3
≥ |y| − |x+ y|+ |y|

3
=

=
4

3
|y| − |x+ y| ≥ 4

3
· 3
2
− |x+ y| = 2− |x+ y| ≥ |x+ y|ϕ.

Нарештi, нехай γ ∈ C. Тодi |x+ y|ϕ = ϕ(γ) = |x+y|
3
≤ |x|

3
+ |y|

3
.

Випадок {α, β} ⊆ C ми вже розглянули. Припустимо, що {α, β} * C. Тодi α ∈ A∪B
або β ∈ A∪B. З мiркувань симетрiї досить розглянути лише випадок, коли α ∈ A∪B.

Припустимо, що α ∈ A, отже, |x|ϕ = |x|.
Якщо β ∈ A, то |x|ϕ + |y|ϕ = |x|+ |y| ≥ |x+ y| ≥ |x+ y|/3 = |x+ y|ϕ.
Якщо β ∈ B, то

|x|ϕ + |y|ϕ − |x+ y|ϕ = |x|+ 2− |y| − |x+ y|
3

≥ |x| − |y| − |x|
3
− |y|

2
+ 2 =

=
2|x|
3
− 2|y|

3
+ 2 ≥ 2|x|

3
− 4

3
· 3
2
+ 2 =

2|x|
3
≥ 0,

отже, (∗) виконується.
Якщо ж β ∈ C, то |x + y|ϕ ≤ |x|/3 + |y|/3 ≤ |x| + |y|/3 = |x|ϕ + |y|ϕ. Нарештi, при

α ∈ B маємо |x|ϕ = 2 − |x|. Випадок β ∈ A аналогiчний розглянутому випадку, коли
α ∈ A i β ∈ B.
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Якщо β ∈ B, то |y|ϕ = 2− |y| i

|x+ y|ϕ − (|x|ϕ + |y|ϕ) =
|x+ y|

3
+ |x|+ |y| − 4 ≤ 4

3
(|x|+ |y|)− 4 ≤ 4

3
· 3− 4 = 0,

отже, нерiвнiсть (∗) справджується.
Якщо ж β ∈ C, то |y|ϕ = |y|

3
i

|x+ y|ϕ − (|x|ϕ + |y|ϕ) =
|x+ y|

3
− 2 + |x| − |y|

3
≤

≤ |x|+ |y|
3

+ |x| − |y|
3
− 2 =

4

3
|x| − 2 ≤ 4

3
· 3
2
− 2 = 0,

отже, i тут нерiвнiсть (∗) має мiсце.
Залишилося перевiрити оцiнку для квазiнорми | · |ϕ. Якщо |x| ∈ A∪C, то нерiвнiсть

очевидна. Припустимо, що |x| ∈ B. Тодi |x|ϕ = 2− |x|. Оскiльки 1 ≤ |x| ≤ 3
2
, то

|x|
3
≤ 1

2
= 2− 3

2
≤ 2− |x| ≤ 2− 1 = 1 ≤ |x|,

що завершує доведення пункту (i).
У просторi (X, | · |) з квазiнормою | · | околом точки x вважається множина U в X,

яка мiстить деяку кулю B(x, ε) = {u ∈ X : |u− x| < ε}. Введена топологiчна структура
на просторi X з квазiнормою | · |, яка кожнiй точцi x з X спiвставляє систему Ux всiх
її околiв у просторi X перетворює X у топологiчну групу вiдносно додавання, в якiй
Ux = x+U0, де U0 — система всiх околiв нуля в X. Система B = {Bε = B(0, ε) : ε > 0} —
це база околiв нуля в X. Кулi у просторi (X, | · |ϕ) будемо позначати символом B̃(x, ε),
зокрема, B̃ε = B̃(0, ε) i B̃ = {B̃ε : ε > 0}. З нерiвностi |x|/3 ≤ |x|ϕ ≤ |x| легко вивести,
що Bε ⊆ B̃ε ⊆ B3ε. Звiдси випливає, що U0 = V0, де V0 — це система околiв нуля у
просторi X з квазiнормою | · |ϕ. Це показує, що топологiчнi структури x 7→ Ux = x+U0 i
x 7→ Vx = x+V0 просторiв (X, |·|) i (X, |·|ϕ) однаковi. Оскiльки (X, |·|)— квазiнормований
простiр, то його топологiчна структура x 7→ Ux є лiнiйною. Тому i топологiчна структура
x 7→ Vx простору (X, | · |ϕ) теж лiнiйна, отже, | · |ϕ — лiнiйна квазiнорма i (X, | · |ϕ)
— квазiнормований простiр, топологiчна структура якого збiгається з топологiчною
структурою простору (X, | · |).

Залишилось довести, що квазiнорма | · |ϕ немонотонна, якщо | · | — норма на ненульо-
вому просторi X. Оскiльки X 6= {0}, то iснує точка x0 ∈ X, така, що x0 6= 0. Для точки
a = x0

|x0| будемо мати, що |a| = 1, отже, при λ ≥ 0 |λa|ϕ = ϕ(|λa|) = ϕ(λ|a|) = ϕ(λ).

Нехай λ1 = 1 i λ2 = 3
2
. Тодi 0 < λ1 < λ2 i |λ1a|ϕ = ϕ(1) = 1 > 1

2
= ϕ(3/2) = |λ2a|ϕ, що i

завершує доведення теореми 2.

Теорема 3. Нехай (X, | · |) — повний квазiнормований простiр з обмеженими скiнченно-
вимiрними кулями, який задовольняє умову (A). Тодi i квазiнормований простiр (X, |·|ϕ)
має такi ж властивостi i (X, | · |ϕ) — це пара Бернштейна. Якщо (X, | · |) — ненульовий
банаховий простiр, то (X, | · |ϕ) — пара Бернштейна i функцiя | · |ϕ немонотонна.

Доведення. Нехай (xn)
∞
n=1 — фундаментальна послiдовнiсть у просторi (X, | · |ϕ). Тодi

|xn − xm|ϕ → 0 при n,m → 0. Але |xn − xm| ≤ 3|xn − xm|ϕ, отже, i |xn − xm| → 0.
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З повноти простору (X, | · |) випливає, що iснує такий елемент x ∈ X, що |xn − x| → 0.
Але |xn − x|ϕ ≤ |xn − x|, тому i |xn − x|ϕ → 0, отже, xn → x в (X, | · |ϕ).

Для кожного ε > 0 i довiльного скiнченновимiрного простору L кулi B3ε ∩ L в L
обмеженi в топологiчному векторному просторi (X, | · |), звiдки випливає, що кулi B̃ε∩L
теж будуть обмеженими в (X, | · |), адже B̃ε ⊆ B3ε. Але топологiчнi структури просторiв
(X, | · |) i (X, | · |ϕ) збiгаються, тому кулi B̃ε ∩ L будуть обмеженими i в (X, | · |ϕ).

Нехай X — скiнченновимiрний пiдпростiр простору X i x ∈ X \ L. Тодi d(λx, L) →
+∞, якщо λ → +∞ (тут d(z, L) = inf{|z − y| : y ∈ L}). Розглянемо вiдстань dϕ(z, L) =
inf{|z−y|ϕ : y ∈ L}. Оскiльки 1

3
|z−y| ≤ |z−y| для кожного y ∈ L, то 1

3
d(z, L) ≤ dϕ(z, L),

отже, dϕ(λx, L) ≥ 1
3
d(λx, L) для кожного λ. Тому i dϕ(λx, L)→ +∞ при λ→ +∞.

Таким чином, простiр (X, | · |ϕ) має тi ж властивостi, що й простiр (X, | · |). Тому за
теоремою 1 (X, | · |ϕ) — пара Бернштейна. Решта негайно випливає з теореми 2.

Доведена теорема показує, що теорема Шведова не охоплює теореми 1.

7. Покажемо, що i навпаки з теореми 1 не випливає результат Шведова.

Теорема 4. Нехай | · | — функцiонал Шведова на X i p > 1. Тодi i | · |p — це функцiонал
Шведова на X, причому | · |p не квазiнорма, якщо | · | — норма на ненульовому просто-
рi X.

Доведення. Всi вiсiм властивостей, якими характеризується функцiонал Шведова | · |
легко переносяться i на функцiонал | · |p.

Покажемо, що | · |p не є квазiнормою на X, якщо X 6= {0} i | · | — норма на X. Для
цього знайдемо такi вектори x i y в X, що |x + y|p > |x|p + |y|p. Вiзьмемо довiльний
ненульовий вектор x ∈ X i покладемо y = 2x. Тодi

|y|p = 2p|x|p, |x+ y|p = |3x|p = 3p|x|p i |x|p + |y|p = (1 + 2p)|x|p.

Маємо 3p − 2p = 2p((3/)p − 1) = 2p((1 + 1
2
)p − 1) ≥ 2p(1 + p/2 − 1) = p2p−1 > 1 · 20 = 1,

отже, 1 + 2p < 3p, а тому i |x|p + |y|p = (1 + 2p)|x|p < 3p|x|p = |x+ y|p, адже |x|p > 0.
Таким чином, теорема Шведова i теорема 1 не порiвняннi мiж собою.
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