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Let u be a harmonic function represented by the Poisson-Stieltjes-type integral in the up-
per half-plane. We find necessary and sufficient conditions for the relationship M∞(y, u) :=
supx∈R |u(x+ iy)| = O(y−α), α > 0, y ↓ 0.

В. В. Ковалик , И. Э. Чижиков. Рост интегралов Пуассона-Стилтьеса в полуплоско-
сти // Мат. Студiї. – 2011. – Т.35, №2. – C.155–164.

Для гармонической функции u, представимой в верхней полуплоскости интегралом
типа Пуассона-Стилтьеса, найдены необходимые и достаточные условия для того, чтобы
имело место M∞(y, u) := supx∈R |u(x+ iy)| = O(y−α), α > 0, y ↓ 0.

Вступ. Вивчаючи асимптотичну поведiнку гармонiйних i аналiтичних функцiй у пiв-
площинi, дуже часто розглядається клас h̄ функцiй гармонiйних в C+ = {z : Im z > 0}
i неперервних в C+ = {z : Im z ≥ 0}. Накладаючи певнi обмеження на зростання в ∞,
можна одержати зображення вiдповiдних пiдкласiв h̄.

Теорема A ([1, Гл. V, §2, теорема 4]). Нехай u ∈ h̄ i lim|z|→∞
u(z)
|z| <∞. Для того, щоб

u(z) =
y

π

∫ +∞

−∞

u(t)

(t− x)2 + y2
dt+ ky, z = x+ iy, (1)

де k = lim
y→+∞

u(iy)
y

, необхiдно i досить, щоб збiгався iнтеграл
∫ +∞
−∞

u(t)
1+t2

dt.

Функцiї класу h̄ не становлять iнтересу з точки зору дослiдження асимптотичної
поведiнки при наближеннi аргументу до межi, бо h̄ ⊂ C(C+). Нас цiкавить поведiнка
гармонiйних функцiй в C+, якi a priori не є неперервними в замкненiй пiвплощинi.
Позначимо клас таких функцiй через h.

Добре вiдомий такий результат [1]–[3].

Теорема B. Якщо u ∈ h(C+) i u невiд’ємна, то

u(x+ iy) =
y

π

∫ +∞

−∞

dν(t)

(x− t)2 + y2
+ σy, (2)

де ν — невiд’ємна борелева мiра така, що
∫ +∞
−∞

dν(t)
1+t2

< +∞, σ ≥ 0.

1Василь Ковалик трагiчно пiшов з життя 13 травня 2008 р. Ця стаття написана другим автором на
основi результатiв спiльних дослiджень.
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Надалi через |dν| позначатимемо dν+ + dν−, де ν+, ν− — додатна i вiд’ємна варiацiї
заряду ν. “Круговий” аналог теореми B допускає узагальнення на випадок довiльних
u ∈ h(D). При цьому умова u ≥ 0 замiняється умовою sup0<r<1

∫ 2π

0
|u(reiθ)| dθ < +∞, а

ν — вже довiльна борелева мiра на одиничному колi. Проте для пiвплощини ситуацiя
виглядає складнiшою. Класична замiна змiнної не допомагає в цьому випадку. Деталь-
нiше умови iнтегрального зображення гармонiйної функцiї обговоримо у роздiлi 4.

Для u ∈ h, y > 0 означимо M∞(y, u) := supx∈R |u(x + iy)|. Характеристики такого
вигляду використовуються для майже перiодичних функцiй, рядiв Дiрiхле тощо.

Для функцiї ψ : R→ R означимо модуль неперервностi

ω(τ, ψ) = sup{|ψ(x+ t)− ψ(x)| : x ∈ R, |t| ≤ τ}.

Для γ ∈ (0, 1] позначимо

Λγ = {ψ : (∃C > 0)(∀t > 0)ω(t, ψ) ≤ Ctγ}.

Якщо f ∈ L∞(R), то в термiнах належностi цiєї функцiї до класiв Λγ можна описати
зростання її iнтеграла Пуассона

P [f ](z) =
y

π

∫ +∞

−∞

f(x) dx

(x− t)2 + y2
.

Теорема C ([4, §4]). Нехай f ∈ L∞(R), 0 < γ < 1. Тодi такi умови еквiвалентнi:
a) ω(t, f) = O(tγ), t > 0;

б) ∂P[f ](z)
∂y

= O(yγ−1), y > 0;

в) ∂P[f ](z)
∂x

= O(yγ−1), y > 0.

Зазначимо, аналогiчне твердження справджується i для пiвпростору [4, §4], а при
γ = 1 еквiвалентностi вже нема. Iдея доведення у багатовимiрному випадку бере свiй
початок вiд Хардi i Лiттлвуда [5].

Оскiльки ν з (2), взагалi кажучи, не є абсолютно неперервною мiрою, ми не можемо
напряму використати теорему C для опису зростання iнтеграла з теореми B. Основним
результатом статтi є така теорема.

Теорема 1. Нехай γ ∈ (0, 1),

u(z) =
y

π

∫ +∞

−∞

dψ(t)

(x− t)2 + y2
, де

∫ +∞

−∞

|dψ(t)|
t2 + 1

< +∞. (3)

Для того, щоб
M∞(y, u) = O(yγ−1), y > 0

необхiдно i достатньо, щоб ψ ∈ Λγ.

Зазначимо, що аналог теореми 1 для одиничного круга, який справджується при
0 < γ ≤ 1, доведено в [6] (див. також [7]).

Через C з iндексами або без позначатимемо додатнi сталi.

2. Допомiжнi результати. В основi доведення теореми 1 лежить оцiнка спряженої
гармонiйної функцiї до P [dψ]. Хоча у випадку одиничного круга оцiнки такого типу
добре вiдомi (див. [8], [9], [10]), ми не знайшли в лiтературi аналогiчного твердження
для гармонiйних функцiй у пiвплощинi.

Ключовою є така лема.
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Лема 1. Нехай γ ∈ (0, 1], u має вигляд (3). Припустимо, що M∞(y, u) ≤ C0y
γ−1, для

деякого C0 > 0 i всiх y > 0. Тодi спряжена гармонiйна функцiя

v(z) =
1

π

∫ +∞

−∞

( x− t
(x− t)2 + y2

+
t

t2 + 1

)
dψ(t) (4)

допускає оцiнку

M∞(y, v) ≤ C1y
γ−1, 0 < γ < 1

|v(x+ iy)| ≤ C1(ln+ |x|+ ln+ 1
y

+ 1), γ = 1
, (5)

для деякого C1 > 0 i всiх y ∈ (0, 1).
Бiльше того, iснує стала b ∈ R така, що v − b допускає оцiнку (5) для всiх y > 0.

Приклад. Для аналiтичної в C+ функцiї f(z) = i ln 1
z
, ln 1 = 0, маємо u(z) = arg z ∈

(0, π), |v(z)| = | Im f | = | ln |z||. Тодi |v(iy)| = ln 1
y
при y ∈ (0, 1),∣∣∣v(x+ i

1

lnx

)∣∣∣= 1

2
(x2 + ln−2 x) ∼ lnx, x→ +∞.

Тобто оцiнка (5) непокращувана з точнiстю до сталої.
Доведення леми. Якщо U гармонiйна в C+, то ([8, т.1, (2.30)]) для

V (z) =
1

π

∫ +∞

−∞

( x− t
(x− t)2 + y2

+
t

t2 + 1

)
U(t) dt,

F (z) = U(z) + iV (z) аналiтична в C+. Оскiльки Re 1
πi(t−z) = y

π|t−z|2 , маємо

|F ′(z)| =
∣∣∣ 1
π

∫ +∞

−∞

U(t)

|t− z|2
dt
∣∣∣≤ 1

π

∫ +∞

−∞

|U(t)|
|t− z|2

dt ≤ 1

πy

∫ +∞

−∞
P0(x− t, y)|U(t)| dt, (6)

де P0(x, y) = y
x2+y2

— ядро Пуассона. Зафiксуємо довiльне y0 > 0. Нехай F (z) = f(z +

iy0/2). Вiзьмемо в (6) U(t) = u(t+ iy0/2). Тодi

|f ′(z0)| ≤ 2

πy0

∫ +∞

−∞
P0

(
x− t, y0

2

)∣∣∣u(t+
iy0

2
)
∣∣∣ dt ≤ C0

(y0

2

)γ−2

. (7)

Звiдси випливає, що для довiльного x ∈ R, yj > Y > 0, γ ∈ (0, 1)

|f(x+ iy2)− f(x+ iy1)| =
∣∣∣∣∫ y2

y1

f ′(x+ iη) dη

∣∣∣∣ ≤ C0
22−γ

1− γ
Y γ−1.

Отже, за критерiєм Кошi сiм’я (ϕy(x)) := (f(x+iy)) рiвномiрно за x збiжна при y → +∞;
f(x+ iy)⇒ ϕ(x) (y →∞). Крiм того, переходячи до границi при y → +∞ у нерiвностi

|f(x′ + iy)− f(x′′ + iy)| =
∣∣∣∣∫ x′′

x′
f ′(ξ + iy) dξ

∣∣∣∣ ≤ C0

(y
2

)γ−2

|x′′ − x′|,

одержуємо, що |ϕ(x′) − ϕ(x′′)| = 0, тобто ϕ ≡ b0 ∈ C. Оцiнимо тепер зростання f при
y ↓ 0.

|f(x+ iy)− b0| =
∣∣∣∣∫ x+i∞

x+iy

f ′(ζ) dζ

∣∣∣∣ ≤ C022−γ
∫ ∞
y

tγ−2 dt = C0
22−γ

1− γ
yγ−1.
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Звiдки при 0 < γ < 1 послiдовно маємо

|v(x+ iy)− Im b0| ≤
22−γC0

1− γ
yγ−1, y > 0,

|v(x+ iy)| ≤ 4C0

1− γ
yγ−1, y ↓ 0.

(8)

Якщо γ = 1, то

f(x+ i) =
i

π

∫ +∞

−∞

(
1

x+ i
2
− t

+
t

t2 + 1

)
u
(
t+

i

2

)
dt =

=
i

π

∫ +∞

−∞

1 + t(x+ i
2
)

(x+ i
2
− t)(t2 + 1)

u
(
t+

i

2

)
dt.

Звiдки

|f(x+ i)| ≤ C0

π

∫ +∞

−∞

|1 + t(x+ i
2
)|

(t2 + 1)|x+ i
2
− t|

dt ≤ C0 +
C0

π

∫ +∞

−∞

|t|(|x|+ 1
2
)

(t2 + 1)|x+ i
2
− t|

dt =

= C0 +
C0

π

(∫
|x−t|≥3|x|

+

∫
|x|/2≤|x−t|≤3|x|

+

∫
|x−t|≤|x|/2

)
=: C0 + I1 + I2 + I3.

Оцiнимо кожен iнтеграл Ij, j ∈ {1, 2, 3}. Для I1 маємо

I1 ≤ C2

(
|x|+ 1

2

)∫ +∞

|x|

dt

1 + t2
≤ C3. (9)

Оскiльки при |x− t| ≥ |x|/2 маємо

(|x|+ 1
2
)|t|

(t2 + 1)|x+ i
2
− t|

≤
2|t|(|x|+ 1

2
)

|x|(t2 + 1)
≤

2|t|(2|t|+ 1
2
)

|x|(t2 + 1)
≤ 9

|x|
,

то
I2 ≤

9

|x|
5|x| ≤ 45. (10)

Нарештi,

I3 ≤
(|x|+ 1

2
)3

2
|x|

1 + ( |x|
2

)2

∫ |x|/2
0

dτ

|τ + i
2
|
≤ C4(ln+ |x|+ 1). (11)

Отже, оцiнки (9)–(11) дають |f(x + i)| ≤ C5(ln+ |x| + 1). Звiдси, для y ∈ (0, 1], викори-
стовуючи (7), маємо

|f(x+ iy)| ≤ |f(x+ i)|+
∣∣∣∫ 1

y

f ′(x+ iη) dη
∣∣∣≤

≤ C5(ln+ |x|+ 1) + 4C0

∫ 1

y

dη

η
≤ C6

(
1 + ln+ |x|+ ln

1

y

)
. 2

2. Доведення теореми 1. (⇒) Необхiднiсть доводиться стандартно. Для P0(y, t) маємо
∂
∂t
P0(t, y) = − 2yt

(t2+y2)2
. З умови

∫ +∞
−∞

|dψ(t)|
t2+1

< +∞ випливає, що ψ(t) = o(t2) (t → ∞).
Справдi, маємо

|ψ(R)− ψ(0)| =
∣∣∣∫ R

0

dψ(t)
∣∣∣≤ ∫ R

0

|dψ(t)| =: ψ∗(R).
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З iншого боку,

∞ >

∫ R

0

dψ∗(t)

1 + t2
=
ψ∗(R)

1 +R2
− ψ∗(0) +

∫ R

0

2tψ∗(t)

(1 + t2)2
dt.

Оскiльки ψ∗(t) монотонна, то ψ∗(t) = o(t2) (t → ∞). Вiдтак те саме спiввiдношення
правильне i для ψ(t).

Розглянемо тепер u(z), z = x+ iy:

u(z) =

∫ +∞

−∞
P0(t− x, y) dψ(t) =

∫ +∞

−∞
P0(t− x, y) d(ψ(t)− ψ(x)) =

= P0(t− x, y)(ψ(t)− ψ(x))
∣∣∣+∞
−∞
−
∫ +∞

−∞

∂

∂t
P0(t− x, y)(ψ(t)− ψ(x)) dt =

= −
∫ +∞

−∞

∂

∂τ
P0(τ, y)(ψ(τ + x)− ψ(x)) dτ.

Використовуючи тепер належнiсть ψ до Λγ, виводимо

|u(z)| ≤
∫ +∞

−∞

2yτ

(τ 2 + y2)2
Cτ γ dτ = 2Cyγ−1

∫ +∞

−∞

|t|1+γ dt

(1 + t2)2
= C7y

γ−1, y > 0.

Необхiднiсть доведено.
(⇐) Нехай u має вигляд (3) i M∞(y, u) ≤ C0y

γ−1, 0 < γ < 1, y > 0. Тодi для
аналiтичної функцiї f = u+ iv, де v визначається (4), за лемою 1 виконується

|f(x+ iy)| ≤ C1(γ)yγ−1, 0 < y < 1.

Нехай Φ(z) =
∫ z
i
f(ζ) dζ, z ∈ C+. Тодi для 0 < y1 < y2 < 1 маємо

|Φ(x+ iy2)− Φ(x+ iy1)| ≤
∫ y2

y1

|f(x+ iη)| dη ≤ C1

γ
yγ2 .

Звiдси, за критерiєм Кошi limy↓0 Φ(x+ iy) = Φ(x) рiвномiрно за x. Отже, Φ неперервно
продовжується на R.

Далi, покажемо, що Φ ∈ Λγ. За теоремою Кошi

Φ(x+ h)− Φ(x) =

(∫
J1

+

∫
J2

+

∫
J3

)
f(ζ) dζ,

де J1 = [x, x+ ih], J2 = [x+ ih, x+ h+ ih], J3 = [x+ h+ ih, x+ h]. Тодi∣∣∣∣∫
J1

f(ζ) dζ

∣∣∣∣ ≤ C1

∫ h

0

yγ−1 dy =
C1

γ
hγ.

Така сама оцiнка правильна i для iнтеграла по J3. Тепер∣∣∣∣∫
J2

f(ζ) dζ

∣∣∣∣ ≤ ∫ x+h

x

|f(ξ + ih)| dξ ≤ C1h
γ−1h = C1h

γ.

З цих оцiнок випливає, що |Φ(x+ h)− Φ(x)| ≤ C8(γ)hγ, тобто Φ ∈ Λγ.
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Оскiльки u(z) допускає додатну гармонiйну мажоранту на кожному компактi в C+,
а саме P [dψ∗](z), то ψ(x2) − ψ(x1) = limy↓0

∫ x2
x1
u(x + iy) dx для будь-яких точок непе-

рервностi x1, x2 функцiї ψ. Продовжуючи цю рiвнiсть, отримаємо (див. роздiл 4)

ψ(x2)− ψ(x1) = lim
y↓0

Re

∫ x2

x1

f(x+ iy) dx = Re lim
y↓0

∫
[x1+iy,x2+iy]

f(z) dz =

= Re lim
y↓0

(Φ(x2 + iy)− Φ(x1 + iy)) = Re(Φ(x2)− Φ(x1)).

Звiдки, ψ ∈ Λγ. Достатнiсть доведено.

3. Узагальнення. Як i в [11], введемо узагальненi ядра Кошi та Пуассона для нижньої
пiвплощини C− = {w = s+ iτ : s ∈ R, τ < 0}. Для α ∈ (−1,+∞) покладемо

Ĉα(w, t) :=
Γ(1 + α)

ei
π
2

(1+α)(w − t)1+α
, P̂α(s− t, τ) = Re Ĉα(s+ iτ, t), w ∈ C−, t ∈ R. (12)

Для комплекснозначної вимiрної на iнтервалi (−∞, d), для фiксованого d ∈ R, фун-
кцiї v(τ) визначимо оператор дробового iнтегрування Вейля W−α, α > 0, за умови
абсолютної збiжностi iнтеграла [11, Chap. 1]

W−αv(τ) :=
1

Γ(α)

∫ τ

−∞
(τ − y)α−1v(y) dy. (13)

Дробова похiдна порядку α > 0 визначається, як

Wαv(τ) := W−(p−α) d
p

dτ p
v(τ), (14)

де p ∈ Z таке, що p− 1 < α ≤ p.
Дiю оператора W−α на гармонiйну в C− функцiю u(s + iτ) розумiємо як дiю за

уявною частиною аргумента. Зазначимо, що тодiW−αĈα(w, t) = Ĉ0(w, t),W−αP̂α(s, τ) =
P̂0(s, τ).

Теорема 2. Нехай γ ∈ (0, 1),

u(s+ iτ) =
1

π

∫ +∞

−∞
P̂α(s− t, τ)dψ(t), (15)

де ∫ +∞

−∞

|dψ(t)|
1 + |t|2+α

< +∞. (16)

Для того, щоб

M̂∞(τ, u) := sup{|u(s+ iτ)| : s ∈ R} = O(|τ |γ−α−1), τ < 0

необхiдно i достатньо, щоб ψ ∈ Λγ.

Доведення теореми 2. Зазначимо, що умова (16) забезпечує абсолютну збiжнiсть iнте-
грала (15) ([11, роздiл 1]). Подiявши на (15) операторомW−α, одержимо, що гармонiйна
функцiя uα(w) = W−αu(w) (див. лему 1.10 [11]) має зображення (3).

Твердження теореми випливає тепер з такої леми.
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Лема 2. Нехай η > 0, β > 0, u має вигляд (3). Для того, щоб M̂∞(τ, u) = O(|τ |−β),
τ < 0 необхiдно i достатньо, щоб M̂∞(τ, uη) = O(|τ |−β−η), τ < 0, де uη = W ηu.

Твердження достатностi леми 2 виводиться безпосередньо з означення оператора
W−η i випливає з леми 1.9 [11].

Оскiльки uη(x + iτ) = W−(p−η) ∂p

∂τp
u(x + iτ), p − 1 < η ≤ p, то, з огляду на доведену

достатнiсть потрiбно довести, що спiввiдношення M̂∞(τ, u) = O(|τ |−β), τ < 0 iмплiкує
M̂∞(τ, ∂

p

∂τp
u) = O(|τ |−β−p), τ < 0. Останнє твердження, взагалi кажучи iдентичне лемi 5

[4, Chap. V, §4] i доводиться цiлком аналогiчно. Для повноти викладу доведемо це для
p = 1.

Нехай τ1 < 0. Оскiльки M̂∞(u, τ1) скiнченна, то при τ < τ1 маємо

u(x+ iτ) =
1

π

∫ +∞

−∞
P̂0(t− x, τ − τ1)u(t+ iτ1)dt.

Звiдки
∂u

∂τ
(x+ iτ) =

1

π

∫ +∞

−∞

∂P̂0

∂τ
(t− x, τ − τ1)u(t+ iτ1)dt.

Вибираючи τ1 = τ/2 i використовуючи припущення леми, отримуємо

∣∣∣∂u
∂τ

(x+ iτ)
∣∣∣≤ 1

π

( 2

|τ |

)β ∫ +∞

−∞

∣∣∣∂P̂0

∂τ

(
t− x, τ

2

)∣∣∣dt ≤ C

|τ |β+1
.

Зазначимо, що для верхньої пiвплощини правильне твердження подiбне до теоре-
ми 2. При цьому оператор Вейля означається як

W̃−αv(y) :=
eiπα

Γ(α)

∫ +∞

y

(τ − y)α−1v(y) dy, α > 0, y > 0.

Ядра Кошi i Пуассона мають вiдповiдно вигляд при z = x+ iy ∈ C+, t ∈ R

Cα(z, t) = −Γ(1 + α)(i(z − t))−α−1, Pα(x− t, y) = ReCα(x+ iy, t),

де ζ−α−1 = |ζ|−α−1e−i(α+1) arg0 ζ .

4. Зображення у виглядi iнтеграла Пуассона-Стiльтьєса. З результатiв [12] ви-
пливає, що зображення

u(z) =
y

π

∫ +∞

−∞

dν(t)

(x− t)2 + y2
+ σy, (17)

де ν — деякий заряд такий, що
∫ +∞
−∞

|dν(t)|
1+t2

< +∞, має мiсце за умови iснування таких
сталих M ∈ R i ρ ∈ (0, 1), що u(reiθ) ≤Mrρ, r > 0, 0 < θ < π. При цьому σ ≤ 0.

На жаль нам не вдалося знайти необхiднi i достатнi умови зображення гармонiйної в
C+ функцiї у виглядi (3). Проте ми отримали деякi достатнi умови, близькi, в певному
сенсi до точних.
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Теорема 3. Нехай u ∈ h(C+). Якщо iснує така аналiтична в C+ функцiя, що Re f = u
i для довiльного ε > 0 iснує R0 > 0 таке, що

|f(Reiθ)| < ε
R

sin θ lnR
, R > R0, 0 < θ < π, (18)

i

lim
y↓0

∫ +∞

−∞

|u(x+ iy)| dx
1 + x2

< +∞, (19)

то u зображується у виглядi (3).

Зазначимо, що умова (19) є необхiдною. Справдi,∫ +∞

−∞
y

∣∣∣∣∫ +∞

−∞

dψ(t)

(t− x)2 + y2

∣∣∣∣ dx

1 + x2
≤
∫ +∞

−∞
|dψ(t)|

∫ +∞

−∞

y dx

((t− x)2 + y2)(1 + x2)
=

=

∫ +∞

−∞

1 + y

t2 + (1 + y)2
|dψ(t)| ≤ 2

∫ +∞

−∞

|dψ(t)|
1 + t2

< +∞, 0 < y < 1.

Що стосується умови (18), то в [1, Гл.V, §2, лема 3] доведено, що iнтеграл Пуассона
допускає оцiнку |P [f ∗](reiθ)| < Cε + ε

r

sin θ
для довiльного ε > 0, де f ∗ ∈ L∞(R).

Зазначимо, що функцiї вигляду (3) допускають додатну гармонiйну мажоранту на
будь-якiй обмеженiй пiдмножинi C+. Це P [dψ∗], де ψ∗(R) =

∫ R
0
|dψ(t)|. Для таких фун-

кцiй зокрема вiдомо ([13, теорема 3]), що:

1) ψ(b)− ψ(a) = limy↓0
∫ b
a
u(x+ iy)dx для будь-яких точок a, b неперервностi ψ;

2) Для майже всiх t в сенсi мiри Лебега iснують границi limy↓0 v(t+iy) = v(t), причому
v ∈ L1[a, b];

3) dψ(t) = v(t) dt+ dσ(t), де σ — мiра сингулярна щодо мiри Лебега.

У термiнах заряду Стiльтьєса ν, породженого функцiєю ψ, умова (19) рiвносильна до
умови

∫∞
1

λ−(t)+λ+(t)
1+t3

dt < +∞, де λ± = ν±({x : |x| < t}), ν+, ν− — додатна i вiд’ємна варi-
ацiї заряду ν. Розглянемо тепер характеристики Неванлiнни гармонiйної в C+ функцiї
u ([14]):

m(r, u) =
1

r

∫ π

0

u+(reiθ) sin θ dθ, N(r, u) =

∫ r

r0

λ−(t)

t3
dt,

T (r, u) = m(r, u) +N(r, u) +m(r0,−u),

де r0 > 0 фiксоване.
З умови (18) випливає, що m(r, u) = o

(
1

ln r

)
(r → +∞), а умова (19) рiвносиль-

на до N(r, u) + N(r,−u) = O(1). З iншого боку, для u1 = P [f ∗], f ∈ L∞(R) маємо
m(r, u1) = O(1). З огляду на формулу Неванлiнни, це дозволяє припустити, що необхi-
дною i достатньою умовою зображення u ∈ h у виглядi (17) є умова supr>0 T (r, u) < +∞.
Проте ми не змогли цього довести. Зазначимо, що результати такого типу отримано
в [15].

Доведення теореми 3. Нам потрiбна така елементарна лема.
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Лема 3. Нехай F аналiтична в C+, неперервна в C+ i
∫ π

0
|F (reiθ)| dθ = o(r) (r → +∞).

Тодi

F (x+ iy) =
y

π

∫ +∞

−∞

F (t)

(x− t)2 + y2
dt, z = x+ iy ∈ C+. (20)

Доведення теореми 3. За iнтегральною формулою Кошi

F (z) =
1

2πi

∫
ΓR

F (τ) dτ

τ − z
, z ∈ C,

де ΓR = [−R,R] ∪ {Reiθ : 0 ≤ θ ≤ π}. Додавши рiвнiсть 0 = 1
2πi

∫
ΓR

F (τ) dτ
τ−z̄ , отримаємо

F (z) =
y

π

∫
ΓR

F (τ)

(x− τ)2 + y2
dτ, x+ iy ∈ C+.

Залишилось зазначити, що згiдно з умовою леми, iнтеграл по дузi {Reiθ : 0 ≤ θ ≤ π}
прямує до нуля при R→ +∞, i перейти до границi.

Зафiксуємо y0 > 0 i розглянемо аналiтичну функцiю F (reiϕ) = f(iy0+reiϕ). Позначи-
мо ρeiθ = iy0 +reiϕ. Тодi y0 +r sinϕ = ρ sin θ. Зокрема ρ ∼ r (r → +∞). Використовуючи
(18), виводимо

|F (reiϕ)| = |f(iy0 + reiϕ)| ≤ ερ

sin θ ln ρ
=

ερ

(y0
ρ

+ r
ρ

sinϕ) ln ρ
<

2εr

(y0
r

+ sinϕ) ln r
, r > R1.

Звiдси∫ π

0

|F (reiϕ)| dϕ < 2εr

ln r

∫ π

0

dϕ
y0
r

+ sinϕ
≤ 4εr

ln r

∫ π/2

0

dϕ
y0
r

+ 2
π
ϕ

=
ε2πr

ln r
ln

r

y0

< 2πεr, r > R1.

Отже, виконуються умови леми 3. Тодi F зображується у виглядi (20). Вiдокремлюючи
дiйcну частину, отримуємо

u(x+ iy) =
1

π

∫ +∞

−∞
P0(t− x, y − y0)u(t+ iy0)dt, y > y0. (21)

Обґрунтуємо перехiд до границi при y0 ↓ 0. Для y > 0 означимо заряд µy на R у такий
спосiб. Для довiльного вiдрiзку [a, b] покладемо µy([a, b]) =

∫ b
a
u(x + iy) dx. Згiдно iз

зауваженнями на початку роздiлу, сiм’я (µy)y>0 слабко збiгається до деякого заряду µ на
R обмеженої змiни на будь-якому вiдрiзку [a, b], причому µ([a, b]) = limy↓0

∫ b
a
u(x+ iy) dx

в точках неперервностi µ. Крiм того, з умови (19) випливає, що виконується умова∫ +∞
−∞

|dµ(t)|
t2+1

< +∞. Запишемо∫ +∞

−∞
P0(t− x, y − y0)u(t+ iy0)dt−

∫ +∞

−∞
P0(t− x, y)dµy0(t) =

=

∫ +∞

−∞
(P0(t− x, y − y0)− P0(t− x, y)) dµy0(t) +

∫ +∞

−∞
P0(t− x, y) d(µy0(t)− µ(t)).

Оскiльки
|P0(t− x, y − y0)− P0(t− x, y)| ≤ sup

η∈[y−y0,y]

∣∣∣∂P0

∂η
(x− t, η)

∣∣∣y0 ≤
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≤ yt

(y2/4 + t2)2
y0 ≤

y0

y2/4 + t2
≤ C9y0

1 + t2
, z ∈ K b C+, y0 ↓ 0,

то перший iнтеграл прямує до нуля при y0 ↓ 0. Прямування до нуля другого iнтегралу
випливає зi збiжностi µy0 до µ i властивостей ядра Пуассона.
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