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Let L(m) be one of the finite dimensional modular Lie algebras Wn(m), Sn(m), Hn(m) and
let L be one of corresponding p-algebras Wn, Sn, Hn. We prove that there exists a nontrivial
map from the algebra S(L)L of symmetrical invariants into the algebra S(L(m))L(m).

Л. П. Бедратюк Локальные гомоморфизмы модулярных алгебр Ли картановского типа.
// Мат. Студiї. – 2011. – Т.35, №2. – C.115–120.

Пусть L(m) — одна из конечномерных модулярных алгебр Ли картановского типa
Wn(m), Sn(m), Hn(m), а L — одна из p-алгебр Ли Wn, Sn, Hn. Доказано существование
нетривиального отображения алгебры симметрических инвариантов S(L)L в алгебру сим-
метрических инвариантов S(L(m))L(m).

1. Нехай L(m) — одна iз простих скiнченновимiрних алгебр Лi типу КартанаWn(m),
Sn(m), Hn(m), де m = (m1,m2, . . . ,mn), mi ∈ N0, яка розглядається над алгебраїчно
замкненим полем K додатної характеристики p. Алгебра L(m) — градуйована

L(m) = L−1(m)⊕ L0(m)⊕ · · · ⊕ Lr, (m), [Li(m), Lj(m)] ⊂ Li+j(m).

Тут r = n
∑

i(p
mi − 1) − 1 для Wn(m) i r = n

∑
i(p

mi − 1) − 2 для алгебр Sn(m),
Hn(m). Компоненти фiльтрацiї алгебри L(m) позначимо через Li = Li⊕Li+1⊕· · ·⊕Lr,
L−1 = L(m) (всi деталi див. в [1]). Для набору m = (1, 1, . . . , 1) вiдповiднi алгебри
позначаються через Wn, Sn, Hn, L.

Теорiя зображень модулярних алгебр Лi iстотно вiдрiзняється вiд теорiї зображень
алгебр Лi над полем нульової характеристики, зокрема, розмiрностi незвiдних модулiв
обмеженi згори. В загальному випадку, для модулярних алгебр Лi ще не iснує класи-
фiкацiї незвiдних зображень, i навiть невiдомi їхнi розмiрностi (див. [2]). Цiкавим фак-
том є iснування тiсного зв’язку мiж зображеннями модулярних алгебр Лi та зображен-
нями квантових алгебр (див. [3]).

Обчислення центру Z(L(m)) унiверсальної огортуючої алгебри U(L(m)) є важливою
задачею у побудовi класифiкацiї незвiдних зображень алгебри L(m). На сьогоднiшнiй
день центр Z(L(m)) повнiстю описаний лише для алгебриW1(m) в [4]. Окремi централь-
нi елементи для деяких алгебр картанового типу знайденi в [5]–[7]. Мiнiмальну кiлькiсть
породжуючих елементiв алгебри S(L)L обчислено в [8], проте явний вигляд цих елемен-
тiв в загальному випадку невiдомий.
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Першим кроком в описаннi алгебри Z(L(m)) може бути знаходження алгебри iнварi-
антiв S(L(m))L(m) симетричної алгебри S(L(m)) вiдносно приєднаної дiї алгебри L(m).
Алгебра S(L(m))L(m) є скiнченно породженою алгеброю над p-центром алгебри L(m) i
визначається як анулятор L(m)-модуля S(L(m)).

У статтi побудовано нетривiальне вiдображення алгебри симетричних iнварiантiв
S(L)L в алгебру S(L(m))L(m), яке ми назвали локальним гомоморфiзмом. Iснування та-
кого локального iзоморфiзму дає можливiсть обмежитися пошуком симетричних iнва-
рiантiв лише алгебри S(L), що є важливим з обчислювальної точки зору, оскiльки,
розмiрнiсть алгебри L менша за розмiрнiсть L(m).

2. Нагадаємо означення модулярних алгебр Лi Wn(m), Sn(m), Hn(m). Зафiксуємо
наступнi позначення для часто вживаних наборiв з Nn

0 : δ = (δ1, δ2, . . . , δn), δi = pmi−1,
εi = (0, . . . , 1, . . . , 0). Також покладемо |α| =

∑
i αi, α ∈ Nn

0 .

Алгеброю роздiлених степенiв On(m) називається комутативна алгебра з одиницею,
яка задається твiрними x1, x2, . . . , xn, спiввiдношеннями xp

m1

1 = 0, . . . xp
mn

n = 0 та
правилом множення

x(α)x(β) =

(
α + β

α

)
x(α+β),

(
α

β

)
=
∏
i

(
αi
βi

)
тут x(α):=xα1

1 . . . , xαnn , α ∈ Nn
0 , α ≤ δ. Загальна алгебра Wn(m) породжується всiма

спецiальними диференцiюваннями алгебри On(m) вигляду D =
∑

i fi∂i, fi ∈ On(m).

Спецiальна алгебра Sn(m), n ≥ 2 є пiдалгеброю алгебри Wn(m), яка породжена
диференцiюваннями Di,j(α) = ∂i(x

(α))∂j − ∂j(x(α))∂i, i < j ≤ n, α ∈ Nn
0 .

Гамiльтонова алгебра Hn(m), n — парне, складається з диференцiювань

D(α) =
n∑
i=1

ai,πi∂i(x
(α))∂πi, α ∈ Nn

0 , α < δ,

де π — iнволютивна перестановка без нерухомих точок множини {1, 2, . . . , n}, причому
ai,πi = ±1, ai,πi + aπi,i = 0. Всi означенi вище алгебри є простими алгебрами Лi.

3. Нехай F, F ′ — скiнченно вимiрнi алгебри Лi, причому алгебра F ′ є F -модулем.
Алгебру F вважаємо F -модулем вiдносно приєднаної дiї.

Лiнiйне вiдображення ϕ : F → F ′ називається локальним гоморфiзмом F -модулiв F
i F ′, якщо в алгебрi F iснують ненульовi пiдпростори R1 i R2, такi, що ϕ(xy) = xϕ(y)
для всiх x ∈ R1, y ∈ R2.

Пiдпростори R1 i R2 назвемо визначальними пiдпросторами локальногo гомоморфiз-
му ϕ.Якщо R1 = R2 = F, то тодi ϕ є звичайним гомоморфiзмом F -модулiв. Вiдображен-
ня ϕ продовжимо до вiдображення симетричних алгебр ϕ : S(F )→ S(F ′) i у стандарт-
ний спосiб перетворимо S(F ) i S(F ′) в F -модулi.

Очевидною є така властивiсть: якщо ϕ локальний гомоморфiзм алгебр Лi F i F ′ з
визначальними просторами R1, R2 i цi пiдпростори породжують всю алгебру F, то

ϕ(S(R1)
R2) ⊂ S(F ′)F

′
.

Тепер ми можемо довести таке твердження.

Теорема. Iснує нетривiальний локальний гомоморфiзм алгебри S(L)L в симетричну
алгебру S(L(m))L(m).
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Доведення. Нехай L = Wn. Зафiксуємо такi позначення: hi = x(δ) ∈ Wn, gi = x(δ) ∈
Wn(m), i = 1, . . . , n, i δ = (p − 1, p − 1, . . . , p − 1). Елементи ∂α(hi), де ∂α:=∂α1 · · · ∂αn ,
0 ≤ α ≤ δ, очевидно, утворюють базис алгебри Wn.

Визначимо лiнiйне вiдображення ϕ : Wn → Wn(m) так, щоб ϕ(∂α(hi)) = ∂α(gi). Вибе-
ремо пiдпростори R1 i R2 так, щоб вiдображення ϕ стало локальним гомоморфiзмом.
Покладемо R1 = L0 ⊕ L1. Нагадаємо, що Wn(m) є Wn модулем, якщо вважати, що
алгебра Wn природно вкладена в алгебру Wn(m). Пiдпростiр R2 шукатимемо з умови
необхiдностi виконання вимог iснування локального гомоморфiзму при зафiксованому
визначальному пiдпросторi R1 : ϕ(xy) = xϕ(y), що еквiвалентно до умови ϕ([x, y]) =
[ι(x), ϕ(y)], x ∈ R1, y ∈ R2. Тут ι : Wn → Wn(m) — природне вкладення алгебри Wn в
алгебру Wn(m), тобто (∀i) : ι(x(α)∂i) = x(α)∂i ∈ Wn(m).

Переконаємося в тому, що за R2 можна взяти L0. Нехай u = xβ∂i ∈ R1, v = ∂α(hj),
v ∈ L0. Знайдемо їхнiй комутатор [u, v]

[u, v] = [xβ∂i, ∂
α(hj)] = [xβ∂i, x

δ−α∂i] = x(β)xδ−α−εi∂j − x(δ−α)x(β−εj)∂i =

=

(
δ − α− εi + β

β

)
x(δ−α−εi+β)∂j −

(
δ − α− εj + β

β − εj

)
x(δ−α−εj+β)∂i =

=

(
δ − α− εi + β

β

)
∂(α+εi−β)(hi)−

(
δ − α− εj + β

β − εj

)
∂(α+εj−β)(hi).

Далi нам буде потрiбна наступна лема.

Лема. Для наборiв α, β ∈ Nn
0 , α, β ≤ δ справджуються тотожностi:

(i)
(
δ−α−β

β

)
= (−1)|β|

(
α
β

)
mod p;

(ii)
(
δ−α+β−εj

β−εj

)
= (−1)|β−εj |

(
α

β−εj

)
mod p.

Доведення. Обидвi тотожностi випливають з рiвностi(
pm − 1− n+ k

k

)
= (−1)k

(
n

k

)
mod p,m, n, k, p ∈ N.

Справдi,(
pm − 1− n+ k

k

)
=

(pm − 1− (n− k))!
k!(pm − 1− n)!

=
(pm − 1− n+ 1) · · · (pm − 1− n+ k)

k!
=

=
(p− 1− n+ 1) · · · (p− 1− n+ k)

k!
=

(p− 1− n+ 1) . . . (p− 1)

k!(p− 1− n+ k + 1) · · · (p− 1)
=

=
(−n)(−(n− 1)) · · · (−1))

k!(−(n− k)(−(n− k − 1)) · · · (−1))
=

(−1)nn!
k!(−1)n−k(n− k)!

= (−1)k
(
n

k

)
mod p.

Використавши лему, отримаємо

[u, v] = (−1)|β|
(
α + εi
β

)
∂(α+εi−β)(hi)− (−1)|β−εj |∂(α+εj−β)(hi) =

= (−1)|β|
(
α + εi
β

)
∂(α+εi−β)(hj) + (−1)|β|∂(α+εj−β)(hi).

Подiбно знаходимо
[ι(u), ϕ(v)] =

[
x(β)∂i, ∂

α(gi)
]
=
[
x(β)∂i, x

(δ−β)∂j
]
=
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=

(
δ − α− εi + β

β

)
∂α+εi−β(gj)−

(
δ − α− εj + β

β − εj

)
∂α+εj−β(gi) =

= (−1)|β|
(
α + εi
β

)
∂(α+εi−β)(gj) + (−1)|β|∂(α+εj−β)(gi).

Отже, ϕ([u, v]) = [ι(u), ϕ(v)], звiдки i випливає, що ϕ — локальний гомоморфiзм з ну-
льовим ядром.

Нехай тепер z ∈ S(L)L. Тодi, якщо deg(z) 6= 0 mod p, то z = dδ(F ), для деякого
F ∈ S(L) (див. [9]). Встановимо, що dδ(ϕ(F )) ∈ S(L(m))L(m).

Справдi, з доведеного в [7] випливає, що ad(xi∂j)(F ) = δi,jF. Оскiльки xi∂j ∈ R1, а F ∈
S(L0), то ϕ([xi∂j, F ]) = ϕ(δi,jF ) = δi,jϕ(F ). З iншого боку, ϕ([xi∂j, F ]) = [ε(xi∂j), ϕ(F )].
З огляду на те, що пiдпростiр ι(R1) породжує компоненту L0 алгебри L(m), для елемен-
та ϕ(F ) отримуємо, що (ad(xi∂j)(ϕ(F )) = δi,jϕ(F ), тому dδ(ϕ(F )) ∈ S(L(m))L(m).

4. Нехай L = Sn. Перетворимо алгебру Sn(m) в Sn-модуль за допомогою такого
вiдображення вкладення ι : Sn → Sn(m), яке задається так ι(Di,j(α)) = Di,j(α) ∈ Sn(m).
Дiю Sn на Sn(m) задамо очевидним способом x · y = [ι(x), y], x ∈ Sn, y ∈ Sn(m).

Побудуємо локальний гомоморфiзм алгебр Sn i Sn(m). Hехай ui,j = Di,j(δ) ∈ Sn i
vi,j = Di,j(δ) ∈ Sn(m). Елементи dα, 0 < α ≤ δ утворюють базис алгебри Sn. Визначимо
вiдображення ψ : Sn → Sn(m) формулою ψ(dα(ui,j)) = dα(vi,j). Виберемо пiдпростори
R1 i R2 так, щоб ψ перетворилося в локальний гомоморфiзм. Покладемо R1 = L0 ⊕ L1.
Пiдпростiр R2 шукатимемо з умови виконання вимог iснування локального гомоморфiз-
му при фiксованому R1

ψ(x · y) = x · ψ(y), або ψ([x, y]) = [ι(x), ψ(y)].

Переконаємось в тому, що за R2 можна взяти L0.
Нехай w1 = Di,j(β) ∈ Sn ⊂ R1, w2 = dα(us,t) ∈ L0. Знайдемо [w1, w2]

[w1, w2] = [Di,j(β), d
α(us,t)] = [Di,j(β), Ds,t(δ − α)] =

= [x(β−εi)∂j − x(β−εj)∂i, x(δ−α−εs)∂t − x(δ−α−εt)∂s] = [x(β−εi)∂j, x
(δ−α−εs)∂t]−

−[x(β−εi)∂j, x(δ−α−εt)∂s]− [x(β−εj)∂i, x
(δ−α−εs)∂t] + [x(β−εj)∂i, x

(δ−α−εt)∂s].

Очевидно, що вiдображення ψ є обмеженням на алгебру Sn вiдображення ϕ, визначе-
ного в попередньому пунктi для алгебри Wn. Тому

ψ([w1, w2]) = ψ([x(β−εi)∂j, x
(δ−α−εs)∂t])− ψ([x(β−εi)∂j, x(δ−α−εt)∂s])−

−ψ([x(β−εj)∂i, x(δ−α−εs)∂t]) + ψ([x(β−εj)∂i, x
(δ−α−εt)∂s]) =

= [ι(x(β−εi)∂j − x(β−εj)∂i), ϕ(x(δ−α−εs)∂t − x(δ−α−εt)∂s)] = [ι(w1), ψ(w2)].

Отже, ψ — локальний гомоморфiзм.
Нехай z ∈ S(Sn)

Sn . Тодi, якщо deg(z) 6= 0 mod p, то z = dδ(F ), для деякого F ∈
S(Sn). Покажемо, що dδ(ϕ(F )) ∈ S(Sn(m))Sn(m).

У [7] доведено, що елемент F є iнварiантом максимальної пiдалгебри L0 алгебри Sn.
Оскiльки множина ι(L0) породжує максимальну пiдалгебру L0(m) алгебри Sn(m), то
елемент ϕ(F ) буде iнварiантом алгебри L0(m). Тому елемент dδ(ϕ(F )) буде iнварiантом
алгебри Sn(m).

5. Нехай L = Hn. Перетворимо алгебру Hn(m) в Hn-модуль за допомогою вiдобра-
ження ι : Hn → Hn(m), де ι(D(α)) = D(α) ∈ Hn(m). Дiю Hn на Hn(m) визначимо
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очевидним чином x · y = [ι(x), y], x ∈ Hn, y ∈ Hn(m). Побудуємо локальний гомомор-
фiзм алгебр Hn i Hn(m), чим i доведемо твердження теореми.

Нехай u = D(δ), v = D(δ). Елементи dα, 0 < α < δ утворюють базис алгебри Hn.
Визначимо лiнiйне вiдображення ϕ : Hn → Hn(m) формулою ϕ(dα(u)) = dα(u). Вибе-
ремо пiдпростори R1 i R2 так, щоб вiдображення ϕ перетворилося на локальний гомо-
морфiзм. Покладемо R1 = L0 ⊕ L1. Доведемо, що за R2 можна взяти пiдалгебру L0.
Нехай w1 = D(β), w1 ∈ R1 i w2 = dα(u) ∈ R2. Встановимо, що ϕ([w1, w2] = [ι(w1), ϕ(w2)]).
Mаємо

[w1, w2] = [D(β), dα(u)] = [D(β), D(δ − α)] = D
(∑

i

ai,πi∂i(x
(α))∂πi(x

(δ−α))
)
=

= D
(∑

i

ai,πi(x
(α−εi))(x(δ−α−επ))

)
= D

(∑
i

ai,πi

(
δ − α− εi − επ + β

β − εi

)
x(δ−α−εi−επ+β)

)
=

= D
(∑

i

ai,πi(−1)|β−εi|
(
α + επ
β − εi

)
x(δ−α−εi−επ+β)

)
=

=
∑
i

ai,πi(−1)|β−εi|
(
α + επ
β − εi

)
D(δ − α− εi − επ + β) =

=
∑
i

ai,πi(−1)|β−εi|
(
α + επ
β − εi

)
dα+εi+επ−β(u)).

Отже,

ϕ([w1, w2]) =
∑
i

ai,πi(−1)|β−εi|
(
α + επ
β − εi

)
ϕ(dα+εi+επ−β(u)) =

=
∑
i

ai,πi(−1)|β−εi|
(
α + επ
β − εi

)
dα+εi+επ−β(v)).

Подiбно знаходимо

[ι(w1), ϕ(w2)] = [D(β), ϕ(dα(u))] = [D(β), D(δ − α)] =

=
∑
i

ai,πi(−1)|β−εi|
(
α + επ
β − εi

)
dα+εi+επ−β(v)).

Отже, ϕ([w1, w2]) = [ι(w1), ϕ(w2)] i ϕ — локальний гомоморфiзм.
Нехай тепер елемент z ∈ S(Hn)

Hn . Тодi z = dδ(F ), причому можна вважати, що
F ∈ S(R1) Встановимо, що dδ(ϕ(F )) ∈ S(Hn(m))Hn(m). У [7] доведено, що елемент F є
iнварiантом максимальної пiдалгебри L0 алгебриHn. Оскiльки множина ι(L0) породжує
максимальну пiдалгебру L0(m) алгебри Hn(m), то елемент ϕ(F ) є iнварiaнтом L0(m),
i елемент dδ(ϕ(F )) є iнварiантом алгебри Hn(m).

Теорему доведено для трьох типiв алгебр Лi.

Приклад. Нехай L = W2, p = 3. Позначимо h1:=xp−11 xp−12 ∂1, h2:=x
p−1
1 xp−12 ∂2. Прямими

обчисленнями перевiряється, що елемент z = ∂p−11 ∂p−12 (F ), де

F = h21 ∂2(h2) ∂1(h2) + 2h22∂1(h1) ∂2(h1) + h22 ∂1(h2) ∂1(h1) + h21 h2∂
2
1(h1) + 2h1 h2 ∂1(h2)

2,
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є симетричним iнварiантом алгебри L = W2 четвертого степеня, який складається з 118
доданкiв.

Локальний гомоморфiзм ϕ : W2 → W2(m1,m1),

ϕ(∂α1
1 ∂α2

2 (hi)) = ∂α1
1 ∂α2

2 (gi),

де gi = xp
m1−1

1 xp
m2−1

2 ∂i, переводить елемент z в елемент ϕ(z) = ∂p
m1−1

1 ∂p
m2−1

2 (ϕ(F )),

ϕ(F ) = g21 ∂2(g2) ∂1(g2) + 2 g22∂1(g1) ∂2(g1) + g22 ∂1(g2) ∂1(g1) + g21 g2∂
2
1(g1) + 2 g1 g2 ∂1(g2)

2,

який є симетричним iнварiантом алгебри W2(m1,m1).
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