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SUR LES COMPOSANTES NON SEPARABLES DES HYPERESPACES
AVEC LA DISTANCE DE HAUSDORFF

R. Cauty. On non-separable components of hyperspaces with the Hausdorff metric, Mat. Stud.
35 (2011), 91-105.

Let (X, d) be a connected non compact metric space. Suppose the metric d convex and such
that every closed bounded subset of X is compact. Let F(X) be the space of nonvoid closed
subsets of X with the Hausdorff distance associated to d. We prove that every component
of F(X) which contains an unbounded closed subset is homeomorphic to the Hilbert space

£2(2%0),

P. Kotu. O necenapabesvhuir Komnorwewmaz unepnpocmpancme ¢ mempurots Xaycdopga //
Mar. Crymii. — 2011. — T.35, Nel. — C.91-105.

ITycers (X, d) — cBsI3HOE HEKOMIIAKTHOE METPHYECKOe IIPOCTPAHCTBO. IIpemnosoknm, 9To
MeTpHKa d BBIILYKJIA U KayKJ0e 3aMKHYTOe OrpaHMYEHHOE ITOJMHOXKeCTBO B X KOMITAKTHO. e-
pe3 F(X) obozHavaeTcsi TUIEPIPOCTPAHCTBO HEIYCTHIX 3aMKHYTHIX HOJAMHOXKECTB IPOCTPaH-
crBa X ¢ merpukoit Xayciaopda. JlokazaHo, 9To Kaxkaasi CBI3HAsT KOMIIOHEHTA THIIEPIPOCTPAH-
crBa J(X), comepKalias HeOrpaHUIEHHOE 3aMKHYTO€E [OJIMHOXKECTBO, roMeoMopdHa ruiibbep-
TOBOMY TpocTpancTBy [2(2%°) MI0THOCTH KOHTHHYYM.

1. Introduction. Soit (X, d) un espace métrique. Nous notons F(X) 'ensemble des fermés
non vides de X muni de la distance de Hausdorff

dy(A, B) = max{sup d(a, B),supd(b, A)}

a€A beB

Cette distance peut prendre la valeur co, mais détermine une topologie métrisable sur
F(X), et sa restriction & chaque composante connexe de F(X) est finie. En outre, chaque
composante connexe de F(X) est soit entierement constituée d’ensembles bornés, soit entiere-
ment constituée d’ensembles non bornés.

W. Kubis$ et K. Sakai ont prouvé dans [3] que toute composante connexe non séparable de
F(R) ne contenant aucun des ensembles R, [0, 00) et (—oo, 0] est homéomorphe & £2(2%), et
ils ont demandé si ce résultat pouvait s’étendre aux composantes de F(R) contenant 'un de
ces trois ensembles, ainsi qu’aux composantes non séparables de F(R™). Le théoréme suivant
résout, en particulier, ces questions.

Théoreme. Soit X un espace métrique connexe non compact dont la distance d est convexe
et telle que tout sous-ensemble fermé borné de X soit compact. Si ‘H est une composante
connexe de F(X) ne contenant aucun fermé borné, alors H est homéomorphe a £%(2%0).
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Rappelons qu’une distance d est convexe si, quels que soient les points x, y de X et les
réels positifs s, ¢ vérifiant s + ¢ = d(x,y), il existe z € X tel que d(x,z) = s et d(y, z) = t.

Pour un espace métrique (X,d) vérifiant les hypotheses du théoreme, la structure de
I'espace F(X) est entierement déterminée. D’apres le théoreme A de [4], les composantes
connexes de F(X) sont ouvertes, donc F(X) est somme topologique de ses composantes
connexes. L’ensemble des fermés bornés de X est une composante de F(X), qui est homéo-
morphe au cube de Hilbert privé d'un point (D. Curtis [1]). L’ensemble des composantes de
F(X) formées d’ensembles non bornés a la puissnce du continu (il ne peut y en avoir plus
puisque I'ensemble des fermés de X a la puissance du continu, et 'argument utilisé dans la
démonstration de la proposition 7.2 de [4] peut étre adapté pour montrer qu’il n’y en a pas
moins), et chacune de ces composantes est homéomorphe a ¢2(2%0).

2. Préliminaires. Nous notons [ U'intervalle [0, 1].

Soit (X, d) comme dans 1'énoncé du théoreme. Pour z € X et r > 0, nous notons B(z,r)
la d-boule ouverte de centre x et de rayon 7 et, pour r > 0, nous notons B(z,r) la d-boule
fermée de centre z et de rayon r. Puisque d est convexe, B(z,) est la fermeture de B(x,7)
pour tout 7 > 0. Puisque X est connexe et non borné, B(z,r) contient des points y tels que
d(x,y) = r, et il résulte alors facilement de la convexité de d que dy (B(x,r), B(x,8)) = |r—s|
quels que soient r et s. Puisque tout fermé borné est compact, la distance d est complete, et
la convexité de d garantit que, quels que soient les points x, y de X, il existe une fonction
continue w: [0,d(x,y)] — X telle que w(0) = z, w(d(z,y)) =y et d(w(s),w(t)) = |s—t| quels
que soient s et t dans [0, d(x,y)]. Pour une telle distance d, il est tres facile de reconnaitre si
deux fermés sont dans la méme composante de F(X):

Lemme 1. Si (X,d) est comme dans I’énoncé du théoréme, alors deux fermés Fy et Iy de
X sont dans la méme composante de F(X) si, et seulement si, dy(Fy, F}) < co.

Démonstration. Quelle que soit d, deux fermés tels que dy (Fp, F1) = oo ne sont jamais dans
la méme composante de F(X). Supposons que § = dy(Fy, F1) < co. Définissons des chemins
wo, w1, Wo et wy de I dans F(X) en posant, pour j =0,1lett € I, w;(t) = {z € X |d(z, Fj) <
t6} et W;(t) = w;j(1) Uwyi_;(t). Alors w;(0) = F}, w;(1) contient Fy_;, donc w;(0) = w;(1), et
Wo(1) = (1) ={z € X |d(z, Fo U Fy) < 6}, ce qui montre que Fy et Fy sont dans la méme
composante de F(X). O

Soit € un réel positif. Nous dirons qu’un sous-ensemble FE de X est e-discret si d(z,y) > €
quels que soient z et y dans F. Le lemme de Zorn garantit que tout sous-ensemble e-discret
de X est contenu dans un sous-ensemble e-discret maximal.

Nous ne ferons aucune distinction entre un complexe simplicial K et sa réalisation
géométrique. Par un simplexe de K, nous entendons un simplexe fermé. Pour n > 0, nous
notons K™ le n-squelette de K. Si vy,...,v, sont des sommets de K qui engendrent un
simplexe, nous notons [vy, . . ., v,] ce simplexe. Si ¢ et 7 sont des simplexes de K, la notation
o < 7 signifie que o est une face de 7. Pour tout simplexe ¢ de K, nous notons St o I'étoile
fermée de o dans K, réunion de tous les simplexes de K contenant o. Le barycentre du
simplexe o est noté b,. Nous notons K’ la subdivision barycentrique de K’; ses simplexes
sont de la forme [by, ..., by, ], ot 09 < -+ < 0.

Pour tout espace séparé Y, nous notons 2¥ 1’ensemble des compacts non vides de Y avec
la topologie de Vietoris. Le lemme suivant nous sera tres utile.

Lemme 2. Soit K un complexe simplicial de dimension k > 1. Il existe une fonction continue
r: K — 2% vérifiant
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(i) r(x) = = pour tout x € KW,

(i) pour tout simplexe o de K et tout x € o, 7(x) est un sous-ensemble de V) contenant
au plus 3*~1 points.

Démonstration. Partant de Iidentité 71 de K™V, nous construisons inductivement la restri-
ction 7, de r & K. Soit n < k, et supposons r, construite. Si o est un (n 4+ 1)-simplexe de
K de bord 4, le lemme 3.3 de [2] nous fournit une fonction continue r,: o — 2% telle que
ro(x) = x pour x € ¢ et que r,(x) contienne au plus trois points pour tout z € o. Nous
pouvons alors définir 7,41 par r,1(x) = rp(z) pour z € K™ et r,(2) = rp(ry(z)) si x
appartient au (n + 1)-simplexe o de K. Par récurrence, on vérifie que r,(z) contient au plus
37! points, donc r = 1, a les propriétés souhaitées. O

Soit (Y, d) un espace métrique, et soit €: Y —]0, 1] une fonction continue. Si f et g sont
deux fonctions continues d’un espace Z dans Y, nous dirons que g est e-proche de f si
d(f(2),9(2)) < e(f(z)) pour tout z € Z. Nous notons @@, , X, la somme topologique d’une
famille d’espaces (X4 )aca-

La caractérisation suivante de espace £2(2%) est due & H. Toruniczyk ([5] et [6]).

a€A

Lemme 3. Un espace métrique (Y,d) est homéomorphe a £*(2%0) si, et seulement si, c’est
un rétracte absolu topologiquement complet vérifiant les deux conditions suivantes.

(A) Soit A un ensemble discret de cardinal 2%0. Si f: [0,1]"x A =Y, n>0,ete: Y —]0,1]
sont des fonctions continues, il existe une fonction continue g: [0,1]" x A — Y qui est
e-proche de f et telle que la famille {g([0, 1]* x {a})|a € A} soit discréte dans Y.

(B) Si{K,}>, est une suite de complexes simpliciaux de dimension finie ayant au plus 2%
sommets, et si f: @, K, =Y et e: Y —]0,1] sont des fonctions continues, il existe
une fonction continue g: @, | K, — Y qui est e-proche de [ et telle que la famille
{9(K,)|n > 1} soit discréte dans Y.

Nous utiliserons aussi le fait que si N est un ensemble infini dénombrable, alors N contient
une famille (V,)aeca de sous-ensembles ayant la puissance du continu et telle que N, \ N
soit infini si « et § sont des éléments distincts de A (identifiant N & Q, il suffit de remarquer
que si N, est une suite de rationnels deux & deux distincts convergeant vers le réel z, alors
N, NN, est fini si z # y).

Si W est un recouvrement d’'un espace X et A un sous-ensemble de X, nous notons
St(A, W) la réunion des éléments de W rencontrant A, et nous définissons inductivement les
recouvrements St (W) par St°(W) = W et St"T (W) = {St(W,St"(W))|W € W}. Pour
n > 1, nous posons St™ (A, W) = {St(A, St"*(W))}.

3. Démonstration du théoréme. La distance d étant complete, il en est de méme de
dy, donc (H,dy) est complet. D’apres le théoreme A de [4], H est un rétracte absolu. Il ne
reste donc plus qu’a vérifier les conditions (A) et (B) de la caractérisation de Toruriczyk, qui
résultent du lemme suivant.

Lemme 4. Soit A un ensemble de cardinal 2%° et, pour tout o € A, soit K, un complexe
simplicial de dimension finie. Si f: @, .4 Ko — H et e: H —]0, 1] sont des fonctions conti-
nues, il existe une fonction continue g: ., Ko — H qui est e-proche de f et telle que Ia
famille {g(K,)|a € A} soit discréte dans H.
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Démonstration. Nous notons Ny (resp. Nj) l'ensemble des entiers pairs (resp. impairs)
> 0. Pour tout entier p > 0, soit t, = {6p + 1,6p + 3,6p + 5}, et soit T = {t,|p > 0}.
Soit (Ty)aca une famille de sous-ensembles de T telle que T, \ T soit infini pour tout
couple ordonné (a, f) d’éléments distincts de A. Posons N, = |J %, C N;. Pour tout couple
ordonné («, #) d’éléments distincts de A, il existe alors une infinité d’entiers p > 0 tels que
{6p+1,6p+3,6p+5} C N, \ Ns.

Construisons inductivement des sous-ensembles Fy C E; C ... C X de fagon que F,,
soit un sous-ensemble 4~™-discret maximal de X. Pour tout couple (a,b) de points de £ =
U,y Em, fixons un arc J(a,b) C X dextrémités a et b isométrique a [0, d(a,b)], et soit
&(a,b) une isométrie de [0,d(a,b)] sur J(a,b) telle que £(a,b)(0) = a (donc £(b,a)(t) =
§(a, b)(d(a,b) —1)).

Affirmation 1. Pour tout m > 0 et tout x € E,,, il existe y € FEy11 \ Ey, tel que d(z,y) <
2+ 4-(mtl),

Démonstration. Puisque X est connexe et non borné, il existe, pour tout entier p > 1 un
point z, de X tel que d(x,x,) = 4= 4 119' D’apres la maximalité de F,,,q, il existe
Yp € By tel que d(z,,y,) < 4~ Alors d(w,y,) > d(x, x,) — d(zp, y,) > %, donc y, # .
Si 2/ est un point de E,, distinct de z, alors, si % < 4= (m+1),

d(xl7 yp) 2 d(‘rla SL‘) - d(ﬂ?, mp) o d(xpv yp) >4 = (2 ’ 47(m+1) + 1/]7) > 07
donc 2’ # y,. Le point y, est donc dans E,, 41 \ E,,. D’autre part,
d(z,y,) < d(z,2,) + d(zp,y,) <24 £ 1/p,

et, comme la boule B(z,4™) ne contient qu'un nombre fini de points de E,, 1, il existe y
tel que y = y, pour une infinité de p. Ce point y a les propriétés souhaitées. O

Pour tout m > 0 et tout z € E,, \ E,,—1 (E_-1 = @), fixons une fois pour toutes un point
bn(2) € Epy1 \ En tel que d(x, by, (x)) < 2-4-M+D: puisque o et by,(z) sont dans E,,, 1,
nous avons aussi d(x, b, (x)) > 4~ M+,

Prenons un recouvrement ouvert localement fini W de H dont tous les éléments W
vérifient

dy- diam W < 1 (1)
ew =sup{e(H)|H e W} <2inf{e(H)|H € W}. (2)

Fixons un point py de X et définissons 6: X — R par §(z) = d(po, z). Partant de vy = 0,
nous construirons inductivement une suite (v,) de fonctions continues de H dans R. Pour
W € W, nous poserons 7,7 (W) = sup{v,(H) | H € W}. Les fonctions =, devront vérifier,
pour tout W e Wet He W,

Yns1(H) > 3 (W) + 6ey (3)
H6 (vt (W) + 26w, g (H) — 26w ) # 2. (4)

Supposons 7, construite de fagon que sa restriction a St™ (W, W) soit majorée quels que
soient W € W et m > 1. Pour W € W, posons 4w = sup{v,(H) | H € St(W, W)}, et fixons
un point Fy, € W. Puisque Fyy n’est pas borné, Uensemble Fyyr N6~ ([w + 3, 00)) n’est pas
vide. Fixons un point xy € Fyy tel que (zw) = min 6(Fy N6~ ([Aw + 3, 00)).
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Soit (Aw )wew une partition de 'unité subordonnée a V. Définissons la fonction continue

Yni1: H — R par
Yos1(H) = > Aw(H)(0(xw) +3).
Wew

Soient W € W et H un point de W. Soient W7, ..., W, les ensembles tels que Ay (H) # 0,
numérotés de facon que 0(rw,) < --- < O(ww,); alors v, (H) > 0(zw,) + 3. Comme
W NW; # &, nous avons gy, > v, (W) et, puisque €(H) est contenu dans ]0, 1], nous
obtenons

Yas1(H) 2 0(xw,) +3 = G, + 6 = 9y (W) +6 > 9, (W) + 66w,

donc (3) est vérifiée. D’apres (1), dy(H, Fw,) < 1, donc il existe x € H tel que d(z, xy,) < 1.
Alors |0(z) — 6(xw, )| < 1, donc 6(z) appartient & [0(zw,) — 1, d(xw,) + 1] et, puisque

f}/;br(W> + 2€W < ’AVW1 +2< 5(':CW1) -1< 5(xW1) +1< 7n+1(H) - 27

la condition (4) est aussi vérifiée.

Soient W € W et m > 1. Puisque 7, est majorée sur St™ (W, W), il existe M tel
que v,(H) < M pour tout H € St™ (W, W). Soit W’ un élément de VW contenu dans
St™ (W, W). Si H appartient & W', alors v,,11(H) < max{d(zw~) + 3}, ot W” parcourt les
éléments de W tels que W/ N W" # &. Pour prouver que 7,41 est majorée sur St™(W, W),
il suffit donc de montrer qu’il existe M’ tel que §(zw~) < M’ pour tout W"” € W tel que
W’ N St™(W, W) # @.

Si W"NSt™ (W, W) # @, alors St(W" W) est contenu dans St™ (W, W), donc Ayn < M.
Puisque Fy n’est pas borné, il contient un point yy, tel que 0(yw) > M + m + 5. 1l résulte
de (1) que dy(H, Hy) < m + 2 pour tout H € St™ (W, W), donc Hy» contient un point
y tel que d(y, yw) < m+ 2. Mais alors 4yw» +3 < M + 3 < §(yw) — (m +2) < 6(y), et, par
définition de zy~, nous avons 0(zw~) < 0(y) < 0(yw) + m + 2 pour tout W” € W tel que
W"NSt(W, W) # @.

Posons K = @ K,. Pour a € A, nous notons k, la dimension de K,. Fixons une

acA
triangulation 7 du complexe K suffisamment fine pour que, pour tout simplexe o de T,
il existe W, € W tel que f(Sto) C W, (5)
I 1 _
dy-diam(f(Sto)) < 18 inf{e(f(z))|x € Sto}. (6)

Il résulte de (5) et (2) que
sup{e(f(x)) |z € Sto} < 2inf{e(f(z)) |z € Sto}. (7)

Pour tout simplexe o de 7T, nous notons o, I’élément de A tel que K,, contienne o et
ks = ka,. Posons ¢, = inf{e(f(x))[z € Sto}/18, et soit m, le plus petit entier tel que
4=ms < ¢,. Si o est une face de 7, alors St 7 C St o, et il résulte de (7) que

€r < € < 2e5 et my < my <m,+ 1. (8

Posons I} = {z € Ep, |d(z, f(bs)) < 47"}, Fl = {x € Ep, \ En, | d(z, f(bs)) <
347} et

~—

F,=|JF.UF!.

o<t
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Il résulte de (8) que F, est contenu dans E,, . Puisque E,, est un sous-ensemble 4~ -discret
maximal de X, il existe, pour tout y € f(b,), un point x de FE,,_ tel que d(z,y) < 47 < e,,
et ce point = est dans F.. Inversement, si x appartient & F,, et si 7 est un simplexe tel
que 0 < 7 et d(z, f(b,)) < 3.47, alors, d’apres (6) et (8), d(x, f(b,)) < d(z, f(br)) +
du(f(b;), f(by)) < 3€; + €5 < T¢,. Ce qui précede montre que

dy(f(by), Fy) < Te,. 9)
Pour n > 0, posons
Er = (B, U E2) 007 (al60)) + Se(f o)) (F(8) = (70D, E2 = | B,

et soit Ff = U{F!|n € N,,}.

Daptes (4), F(bo)N3 (£ () + 260 £ (50))s Fs1 (F (b)) — 26 (5,))]) contient un point
y, et il existe x € F. tel que d(z,y) < 47™ < %e(f(bg)); si x € F,,,_1, Vaffirmation 1 nous
fournit un 2’ € E,,, \ E,,,—1 tel que d(z,2’) < 2-47™. Alors 2’ appartient & F? et d(y,z’) <
3-47m . Comme 3 -4 < 3¢, < 3¢(f(by)), cela montre que E' O (B, \ B, 1) # 2.
Etant borné et contenu dans ’ensemble discret E,, , F? est fini. Par définition, si o < o,

alors F, C F pour tout n.

Affirmation 2. Sin+ 1 < m, alors §(x) < §(2') quels que soient x € F et 2’ € FI".

Démonstration. Soient 7 et 7" des simplexes tels que 0 < 7,0 < 7, x € ﬁT" et 2’ € ﬁ:?
D’apres (5), W, contient f(b;) et f(b,/). En utilisant (3), nous avons

0(z) < Y1 (f(0r)) < Y (Wo) < Anga(f (b)) < ym(f (b)) < 6(a).
[l

Pour tout n € N, fixons un point ¢ € F*N(Ey,, \ Em,—1). Soit C? 'ensemble des couples
(a,b) de points distincts de E,, .1 tels que d(a,b) < 9¢, et que d(c?, J(a,b)) < 4-(ma+3),
L’ensemble C” est fini puisque tous ces points a et b sont contenus dans le compact B(c?, 9¢, +
4=(ma+3)) et que E,,, 41 est discret. Pour chaque couple (a, b) € C?, fixons des points u™ (a, b)
et u™(a,b) dans J(a,b) tels que d(c?, u*(a,b)) = 4=m+3) et que J(a,b) \ [u*(a,b),u (a,b)]
ne contienne aucun point x tel que d(c?, ) = 4=+ ou [ut(a,b),u (a,b)] est le sous-arc
de J(a,b) d’extrémités u*(a,b) (ces deux points u*(a,b) peuvent coincider, ce qui est en
particulier le cas quand ¢ est l'un des points a ou b). Soit UZ(0) ’ensemble (fini) des points
de la forme u*(a,b), ou (a,b) parcourt C”.

Posons b7 = by, (), JP = J(c2,b%) et & = &(c2,b2): [0,d(c2, b)) — Jr. Puisque

d(c?, b)) < 2.4=mo*D e couple (c?,b?) appartient & C?, donc £%(4~(m+3)) appartient a

o) Yo o) o

U™(0). Posons U(1) = {5:}(% . 4_(7”“*3))} et

oy [ (@G0} =g
7 %) sin=4p+2
Un(3) = {&r(2 - 4= met)} sin <2k,
e sin > 2k,,

et soit U = U?:o Uz (4)-
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Posons Cy = {cl |0 < o’ et n € Ny}.

Remarque. Pour z = ¢, € C,, 'ensemble U, ne dépend que de z, et pas du simplexe o’
tel que o < o’ et x = 7. En effet, si ¢ est un autre simplexe tel que o < ¢” et x = ¢,
alors le choix des ¢ garantit que m, = mg», donc U%(5) = U%(5) pour j = 0, 1. Puisque n
et n’ sont pairs, I'affirmation 2 entraine n = n’, donc U (2) = t’;,l,(Q) Enfin, ¢’ et ¢” étant

n/

contenus dans le méme complexe K, nous avons k,» = k,n, donc UZ(3) = U2, (3).

Pour z € F,, définissons un nombre 7, (z) > 0 par

0 sizeC,
No(x) = 4~ siz e, ey, Fr
4=(ma+6)  ginon.

Puisque F, est contenu dans FE,, , les boules fermées B(x,n(x)), x € F,, sont deux a
deux disjointes. En outre, il résulte de (8) que si o < o', alors m,» < m, < m, + 1, donc
B(x,n,(x))NUL = sio <o et #x€F,.

Pour tout simplexe o de K, posons

gbe) = (| Ban))u(J U Uz

zeF, neNg o<o’

Cet ensemble est réunion de deux familles localement finies de compacts, donc est fermé.
Pour o < o/, U est contenu dans B(c?,4~(m='*3). La condition (8) entraine que m, >
my — 1, donc nous avons d(y, F,) < 4~=+2) pour tout y € g(b,). Comme g(b,) contient F,,
il en résulte que

dy(g(by), F,) <4+ < ¢ /16. (10)

Soient oy < 07 des simplexes de K. Par construction, F,, est contenu dans F,, et C,, est
contenu dans C,,. Outre 'inclusion propre de F,, dans £y, les différences possibles entre
g(bs,) et g(by,) sont les suivantes:

a) un point peut appartenir a C,, et a F,, \ C,,,

b) si mgy, # me,, auquel cas m,, = my, — 1, alors n,, () # 1,,(z) pour z € F,, \ Cy,.

Pour définir la restriction de g au 1-simplexe [by,,bs,| de K’, nous construirons, pour
tout € F,,, un chemin (,: I — 2% de facon que (,(0) = B(x,74,(7)) si x € F,, \ Cy,,
C(0) ={cPtuUr siz = c € Cyy, C(1) C g(bs,), C(1) = B(x,m0,(x)) si x € F,, \ Cy, et
C(1) ={cyUuUr siz = € Cy,. Nous poserons alors, pour y = (1 —1)by, +tbs, € [bsy, bo, ],

o) = | ¢0.
z€Fy

Les conditions imposées aux (, garantissent que cette définition redonne g(b,,) quand
y = b,,. Pour obtenir ces chemins (,, nous avons besoin de quelques constructions auxiliaires.

Pour i = 0,1 et v € F,, \ C,,, définissons ¢ : I — 2% par ¢i(t) = B(z, (1 — t)n,,(z)),
de sorte que ¥ (0) = B(z,1,,(x)) et (1) = {x}. Si x = ¢ € C,,, prenons, pour tout
point u de l'ensemble fini U, un chemin ¢,: I — X tel que ¢,(0) = u, @, (1) = z et
d(pu(s), pu(t)) = |s—t|d(z,u), et définissons ¢2: I — 2% par ¥0(t) = {z} U{p.(t) |u € U"}.
Alors ©,(0) = {2} U UY et ¥, (1) = {z}. Pour z € F,, \ C,,, nous avons 7n,,(z) <
(mo;+4) < 4=Moo+3) Gi 1 = ¢ € O, alors m, > My, — 1, donc d(z,u) < 4-Me+3) <
(Moo +2) pour tout u € UP. 11 en résulte facilement que ces chemins 1% vérifient

dg(Vi(s),¥i(t)) < 4~MmaotD|s —¢| Vst el (11)

x

=
=
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Si x est un point de F,, \ Fy,, il existe un simplexe 7 et un point y; de f(b,) tels
que oo < 7 et d(z,y;1) < 3-47™ < 3e,. Les simplexes o et 7 sont contenus dans St oy,
donc dy(f(br), f(bsy)) < €5y, €t il existe yo € f(b,,) tel que d(y1,y2) < €s,. Enfin, il existe
ys € I, C I, tel que d(y2,y3) <47 < €,,, dolt, en utilisant (8), d(z, F;,,) < d(x,y3) <
3€r + €5y + €5, < Yeqy-

Pour tout = € F,, \ F,,, fixons un point 2!, € F,, tel que d(x,z!) soit minimale, et soit
7, le sous-arc de J(z,z,) irréductible entre z et F,, U (Uneny Ugy<or Usv)- Nous avons alors

diam J, < diam J(z, ) < 9y, . (12)

Notons z,, ou AsimplemenAt z, lextrémité de ij distincte de z, et soit éx: I — :]; une
fonction telle que &,(0) = x, &, (1 ) = 2 et d(£(s),£(t)) = |s — t|d(x, #) quels que soient s et ¢.
Soit & = {z € En, 11]d(z, Jp) < A-meotDY Si 7y 2, appartiennent a &, et si y1, ys

sont des points de T, tels que d(y;, z;) < 4~(Me0o+) “alors
d(y1,y2) > d(21, 22) — d(y1, 21) — d(ya, 29) > 47 Moot 9. g=(moo ) = 4=(meo 1) (] _2.479),

Par déﬁnition de m,,, nous avons €5, < 4~ M0~ et il résulte de (12) que &, contient au
plus 9 - 4=(Meo=1) /4=(meo+1) (1 — 2. 473) < 44 points. Soient & = xo, 7y, ..., 7, 1 les éléments
de &, distincts de &, numérotés dans l'ordre de = & ; posons z, = 2. Pour 0 < ¢ < g,

soit x; (resp. z) le premier (resp dernier) point de B(z;,4~(Mo0o+4)) N J, dans Pordre de

x & 2. Soit z§ le point de T, tel que d(z,zg) = 4~ Moot Si & appartient & F,,, nous

notons x, le point de T, tel que d(x;, ) = 4=(meo*+4): i & n’appartient pas a F,,, nous

posons z, = I. Alors pour 0 < i < j < g, z;] précede x_ dans l'ordre de x a z. Pour
chacun des points z7~ ainsi deﬁnls prenons une fonction x=;: [0,47 (M0 ] = X telle que
/ﬁii(O) = x; et /ixvi(ll (Mmoo +1)) = 2. Si 27 # 7, /ﬁzw- est une 1sometrle de [0, 4~ (moo+4)] sur un

arc d’extrémités z; et 7

I tel que £(vF) = 2.

Pour 0 < i < 4% soit ¢; =i - 4*. Pour 0 <i < 4% soit ¢t} = t; +47°, et pour 0 < i < 44
soit t; = ¢;—47°, de sorte que ¢;,; —t; = £47*. Définissons une fonction y,: I — 2% comme
suit:

, et si wy =,k ,(t) = & pour tout ¢. Nous notons v 1'élément de

(t) = {ry (470t s)} sit =t +s€[ti,t]] 0<i<gq
T V(@ motis)} sit=ti—seftit] 0<i<gq

Pour t = ¢ + s(t;,, — t;) avec i < ¢, posons

(t) é([z’z+28( z+1 Uj)]) SlOSSSl/Q
X 2 . .

(201 = s)vf + (25 = Dy, via]) sil/2<s <1
Enfin, nous posons x,(t) = {#} pour ¢t > t,. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que
Xz est bien défini. Par construction, x.(0) = {z} et x.(1) = {Z}. Pour ¢,# € I, nous avons

dH(Xx(t)> Xx(t/)) < 45 ’ 9600|t - t/|' (13)

Il suffit de vérifier cette inégalité quand ¢ et t’ appartiennent tous deux & l'un des
intervalles utilisés dans la définition de y,. Si ¢ et ¢’ appartiennent & un intervalle [t;, ;] ou

iy Vg

[t ti] sur lequel x, n’est pas constante, alors dy (x.(t), X (') = 4 ™0t |t —t'| < degy, |t — 1|
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puisque i est une isométrie. Si t = t} + s(t;, — ) et ¢ = ¢ + §(t;,; — t§) avec

0<s,s <1/2eti< g, alors, puisque t;,, —t; = 147* nous avons |s — | =24t —t| et

At (e (1) X () = A€ol + 25(vy —v), &l + 28/ (v, — 7)) =
— 2fs — o'|[upy, — v o) < - St — .

Un calcul analogue s’applique quand ¢ et ¢’ sont dans un intervalle [t + 3 (¢, —t7),t;,,]
avec i < ¢, d’out (13).

Avec les notation précédentes, nous pouvons maintenant définir ¢,, pour = € F,  \ Fy,
par

(09(0) U X, (48(t5 + 5ty — 1)) sl <t<1/4
Yot = 1) Uxa(tg + 50t — 1)) si1/4<t<1/2
1
_ ) (4t =2)(td + = (ty —t¢
Gty = { X4 = 2)(2 1 5t = 1)) —
Uxalty + 5t = 15))
Xo(4t =3+ (4 —4t)(tg + 3t —t3)) si3/a<t<1

Alors (,(0) = ¥2(0) et (,(1) = {2}. D’aprés (11), nous avons dg(¢2(4t — 1), 90 (4t' — 1)) <
47meo |t — | < |t — t'|epy,, pour 1/4 <t < 1/2. Combinant ceci avec (13), on constate que,
quels que soient ¢ et t/,

drr(Go(t), G (1) < 4% 9eq, |t — 1], (14)
en vérifiant cette inégalité dans chacun des intervalles [0,1/4], [1/4,1/2], [1/2,3/4] et [3/4,1].
D’autre part, (,(t) est, pour tout ¢, contenu dans la réunion de J, des boules B (5,4~ (Moo +4))
avec x; € &, et de la boule B(z,7), ot § = 1y, si ¢ C,, et n = 47MeF3) < 4=(Mag+2) g
r = € C,,. Comme 7,,(z) < 4~ M0+ nous avons donc

T o 2 o 1
diam | J¢(I) < diam J, + 4700+ 2. 4700t < 9, 4 64—; + ;0 < (9 + Z)ego. (15)

Pour z € Cyy N (Fy, \ Cy,), posons

) = PUO)UPL(1—2t) si0<t<1/2
02t — 1) Ul0) sil/2<t<1.

Posons (,(t) = B(z, (1 — t)1,(x) + tn,, (z)) pour x € F,, \ C,, et (,(t) = {c*} UU" pour
tout ¢ pour x = ¢ € C,,. Les inégalités (14) et (15) sont trivialement vérifiées dans les trois
derniers cas.

Puisque F,, est 4 "o-discret, la relation (15) entraine que, pour tout y = (1—1)by, +1tby,
g(y) est réunion d’une famille localement finie de compacts, donc est fermé. En outre, il résule
de (15) que dg(Fpy, 9(y)) < (94 1/4)€,,, ce qui, combiné avec (9) et (10) entraine que, pour
tout y € [bao’ bal]u

dH(Q(Q)a f(bao)) < dH(g(y)> FUO) + dH(FUmg(on)) + dH(g(b00)7 f(bao))

16
< (9+1/4)ey, + 1/16€,, + Tey, < 17€4,. (16)

Enfin, la relation (14) entraine que, pour y = (1 — )by, + tby, €t v/ = (1 — t' )by, + t'by,
nous avons dg(g(y), g(y')) < 4% - 9¢,,|t — t'|, donc g est continue sur [by,, by, |.
Nous allons maintenant établir deux propriétés importantes de g|[by,, bo, |-
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Affirmation 3. g(y) N B(c?, 4~ +3)) = {"} U U?:l U(j) quels que soient y € [by,, by, ] €t
chely,.

Démonstration. Pour tout simplexe o’ tel que o9 < ¢’, nous avons m, > m,, — 1. Puisque
Fy, est contenu dans l'ensemble 4™"o-discret Ep, , les boules B(x,4=(mo02) avec x € F,,
sont deux & deux disjointes. Pour z € F,,, |J(.(I) est contenu dans une boule B(z,7) avec
N =N () six ¢ Cypy et n=4"0"3) si x = ¢ avec 0p < o’. Par suite, B(c?,4~m+3)) N
U (1) = @ si x est un point de F,, distinct de .

Si z est un point de F,, \ F,,, alors |J(.(I) est contenu dans la réunion de B(x,n,)
(e = 7oy () ou 4= M) des boules B(z, 4~ (m70t9)) avec z € &, et de J,. Si z est un point de
B, +1 distinct de ¢, alors d(z, ¢) > 47 (Moot "done B(z, 4~ Moo ™) B(c, 4~ Moo t3)) = &,
Si donc | G (HNB(c, 4~ met3)) £ & alors J,NB(c?, 4~ m03)) £ & Nous avons alors 2/, =
. En effet, si o, # ¢, alors d(a/,,¢?) > 4770 et si w est un point de J N B(c?, 4~ (me+3)),

) o

alors 47 Moo — 4= (Mo +3) > g=(mo+1) _ g=(me+3) 5 4=(me+3) 707
d(w,a,) = d(z,w) + d(w,2,) > d(z,w) + d(2,, ¢}) — d(c}, w) >

> d(,w) + 470 — 4~ S d(zw) + 47 > d(w,w) + d(w, ) = d(x, ),

et cela contredit la minimalité de d(z, z,). Mais d(z,c}) < 9¢,, < 9¢, d’apres (12), donc le
couple (cZ,z) appartient a C?, et I'arc J(z,cl) contient un point v € U}(0) C F,, tel que
d(c?,u) = 4-me+3) Tarc J, est donc contenu dans le sous-arc de J(z, ¢?) d’extrémités x et
u, donc est disjoint de B(c?, 4= (me+3)) (puisque &(x,c?) est une isométrie). Le seul point =
de F,, tel que |J( (1) N B(c?,4~Me+3)) £ & est donc 7, et Paffirmation résulte du fait que

Cep(t) N B(c2, 4=me ) = {cn} U J7_, UZ(j) pour tout ¢ € 1. O

Affirmation 4. Pour tout y € [by,,b,,], tout simplexe o vérifiant o1 < o et tout point
&' € By, \ F?,, I'intervalle ]4~ (6 4=(meot[ contient au plus cing réels s tels qu'’il existe
w € g(y) vérifiant d(z', w) = s.

Démonstration. Soit y = (1 — t)b,, + tb,,. L’affirmation résulte des deux faits suivants:

(a) L'intervalle 0,4~ (mo0*4[ contient au plus un s tel qu’il existe * # 2’ dans F,, et
w € (,(t) vérifiant d(z',w) = s.

(b) Si o' € F,,, l'intervalle |4~ (me%6) 4=(moo+4)[ contient au plus quatre s tel qu'il existe
w € ((t) vérifiant d(z’,w) = s.

Preuve de (a): Nous avons my, > my, > m, > My, — 1 et my > m,, — 1 pour tout simplexe
o’ tel que oy < o’. Si 2’ est un point de F,, distinct de 2/, alors d(z,z") > 4 0. Six € F,,,
alors ((t) est contenu dans la boule B(x,7,), oll 7, = 1y, (z) < 4= Martd) < 4=Mag+3) gj
x ¢ Gy, et m, = 47Mer+3) < 4=t 5 ¢ = ¢, € C,,, donc ((t) N B(z',4~Meoot)) = &
Six € F,, \ F,,, alors ((t) est contenu dans B(x,7,) U |Jx.(I). Par construction de
Xa» Xz(v) est contenu dans B(z,4~Meo+4)) si v < tf et est disjoint de B(z’,4~"o0F9) si
ty <wv < t§+3(t7 —t3). La définition de ¢, entraine donc que si (,(t)NB(z/, 4~ Moo t)) £ &,
alors t > 3/4 et il existe t' € I, ne dépendant que de ¢, tel que x(t') C (. (t) et () N
B(z',47 Moot ) = (') N B(a', 4~ Moo+4)). Mais x,(t') ne peut contenir un point w tel que
0 < d(2',w) < 4~(Me0*) que si ¢’ appartient & un intervalle de la forme [t;, ;] ou [t;, 1], et le
K, correspondant est une isométrie. Alors x, (') = {x,,;(£4 ™0 (t' —1;))} et la distance

x,0
d’un tel point & 2’ ne dépend que de t; d’ou (a).
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Preuve de (b): Si 2’ € F,, \ Oy, alors n,, (2/) = 4= (Ma1+6) < 4=(mo+6) pyisque o’ n’appartient
pas a F; D F7 . Alors ((t) est contenu dans B(2/,n,,(2')) C B(a/, 4= (M%),

Siz' = e C,,, alors ((t) = {c} UUY ne contient aucun point w tel que d(z’,w) €
10, 4= (meF+D[5]0, 4= (o +4),

Sia’ € F,,\(F,,UC,,), alors (u(t) est contenu dans B(2', 1, (z')) U Xar (I) €t 1, (2') =
47(meot6) < 4=(me+6) puisque o/ ¢ F . Si w est un point de ((t) tel que 4~ 6 <
d(x',w) < 4=(Mmoo+4) ] existe donc un unique ¢’ € I tel que w € x(#). Un tel w ne peut
exister que si ¢’ €]0,¢], et alors w = iy o(47 M0 T1¢),

Siz = e C,N(F, \Cy), il existe t',t” € I tels que (. (t) = 9 (') UL ().
Mais v, (") est contenu dans B(x/,4=(m=1+6)) C B(z/,4=M+6) donc si w € (v (t) vérifie
4=mot6) < q(2/ w) < 47Meo+) alors w appartient a ¥ (#'). Par construction de 1%, il
existe alors u € UZ tel que w = ¢, (t'), d'ou d(2',w) = d(pu(1),pu(t)) = |1 — t'|d(2', u),
et (b) résulte du fait que les nombres d(z’,u) avec u € U, ne peuvent prendre qu’au plus
quatre valeurs distinctes.

Enfin, soit 2’/ = ¢ € C,, \ F,. Les ensembles ¢2,(0) = {2} UUZ et x» (t§ + 3(t7 — 1))
ne contiennent aucun point w tel que 0 < d(2/,w) < 4= Moot Sit <1/4out>1/2,ilya
un t' € I tel que tout point w vérifiant 0 < d(a2’,w) < 4~ Moo+ appartienne & . (#'). Un tel
w ne peut exister que si ¢’ €]0,¢], et ce point est alors unique. Si 1/4 <t < 1/2,ily a un
t" € I tel que tout point w vérifiant 4~(me+6) < d(2/ w) < 47(Me0™) appartienne & 1, (t");
comme dans le cas précédent, les distances correspondantes d(z’, w) ne peuvent prendre plus
de quatre valeurs distinctes. O

. . (IR . .
Le lemme 2 nous permet de trouver une fonction continue r: K — 25" qui est Iidentité

sur K'Y et telle que, pour tout a € A, tout simplexe 7 de K’ et tout x € 7, r(x) soit un sous-
ensemble de 7(V) contenant au plus 3*~! points. Pour z € K, posons g(z) = [J{g(y) |y €
r(z)}-

Etant réunion d’un nombre fini de fermés, g(z) est fermé. Si z appartient a K’ (1), alors
r(z) = {z}, et cette définition coincide avec la définition initiale de g(z). Pour voir que g est
continue, il suffit de vérifier que sa restriction & tout simplexe 7 de K’ est continue, ce qui
résulte facilement du fait que sa restriction a 7(!) est continue, donc uniformément continue
(pour toute distance définissant la topologie de 7).

Soit z un point de K, et soit 7 = [byy,...,bs,|, 00 < --- < 04, le plus petit simplexe de
K' contenant z. Soit y un point de r(z), et soit [b,,,b,,] un 1-simplexe de 7 contenant y.
Alors z appartient & St o; et, en utilisant (6) et (16), nous obtenons

dH(f(Z)ag(y)) < dH(f(Z)a f(baz)) + dH(f<bUz)7g(y>> < € + 1760¢ < 6(f(2))

Ceci étant vrai pour tout y € r(z), la définition de la distance de Hausdorff garantit que

du(f(2),9(2)) < e(f(2)). (17)

La fonction g est donc e-proche de f, et le lemme 1 garantit qu’elle est & valeurs dans H.

Montrons que la famille {g(K,)|a € A} est discrete. Si ce n’est pas le cas, il existe une
suite {«;}5°, d’éléments distincts de A et, pour tout ¢, un point z; € K,, tels que la suite
{9(z:)} converge vers un élément H de H. Soit 7 = [bs,. .. ’baéi]’ oy < --- < oy, le plus
petit simplexe de K, contenant z;, et soit ¢ = €qi- Quitte a passer a une sous-suite, nous
pouvons supposer que {¢;} converge vers €y € I.

Nous avons ¢y > 0. En effet, il résulte de (5) et (2) que e(f(z;))
Stoi} = 36¢;, donc si {¢} tend vers 0, alors (17) entraine que {f(z;)

IN

2inf{e(f(2)) |2 €

tend aussi vers H,

—
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donc {e(f(z;))} tend vers e(H) > 0, et I'inégalité ¢; > z=€(f(z;)) contredit le fait que {¢;}
tend vers 0.

Puisque {¢;} tend vers ¢y > 0, les entiers mgi ne peuvent prendre qu'un nombre fini de
valeurs. Passant a une sous-suite, nous pouvons supposer qu’il existe un entier mq tel que
Mgi = Mg pour tout i. Pour tout i, M est alors égal soit a mg, soit & my — 1, et nous
pouvons aussi supposer qu'il existe un entier my, égal & mgy ou & my — 1 tel que Mgi = my
pour tout .

Pour tout simplexe o de K, posons

Cpalr:{c4p’p>0} Clmp {C4p+2|p>0} Cdlm: {cn\n<2k }

Affirmation 5. Il existe iy tel que, quels que soient i,i > iy, on ait Cpalr Cf;a,lr, C’;mp C

l l
C'P et Cdim C Odim,
90 D 90

Démonstration. Puisque la suite {g(zz)} converge, nous pouvons trouver iy tel que dy(g(z;),
g(zi)) < 4=(mo+6) quels que soient 7,4’ > 4y. Fixons 7,4’ > iy et un point c? € Cyi . Ce point
cl appartient a tous les ensembles C: ohy e C'Jz donc I'affirmation 3 est apphcabie acleta

(1)

tout point de 7; 7, ce qui garantit que

9(z:) N B(cg, 4~ = {3} U U Uz (4)- (18)

L’ensemble U?:1 UZ(j) n’est pas vide, et si u est I'un de ses points, alors d(u, ¢) est I'un
des nombres 147(me+3) 24=(mot3) o 54-(me+3) Puisque dpy(g(2:), 9(20)) < 4~ (m0+6), il existe
y € r(zy) et un w € g(y) tels que d(u, w) < 4-(mo+6) < 4=(Ma+6) Pyisque o} < o, nous avons
mg > mg > mg — 1, donc le point w doit vérifier

4—(m0+4) + 4—(ma+5) < d(cg,w) < 47(mg+3) . 47(mg+5)‘ (19>

Fixons un y € r(zy) pour lequel il existe w € ¢(y) vérifiant (19). Pour simplifier les
notations, nous noterons [b,,, b5, | le simplexe de Ti(,l) contenant y, et reprendrons les notations
utilisées dans la construction de ¢|[by,,bo,]. Si t est tel que y = (1 — t)by, + tb,,, il existe
x € Fyy tel que w € (,(t).

Puisque ag < g9 < 071, nOUS AvVoNs My > My, > My, > My > Mo — 1, et my > mo — 1,
donc B(c?, 4~ me+3)) N B(x,4~M+2)) = & si ¢ # x € F,,. Par conséquent, si  est un
point de F,, distinct de ¢ et tel que (,(f) contienne un point w vérifiant (19), alors z
appartient a Fy, \ F,,, et il existe s € I tel que w € x,(s) C ((t) C g(y) C g(zx). Si 2’
est un point de E,,, 11 distinct de ¢Z, alors d(c?,a’) > 4=(meot) > 4=(meF2) Te point w
n’est donc dans aucune boule B(x',4=(Mo0t4) avec ¢ # 2 € Ey,,+1, €t la construction
de Y, garantit que y,(s) contient un arc ww’ ott w’ est soit égal & 2, soit tel qu'il existe
&' € Ep, 11 avec d(z',w') = 47 (M7 Mais le point Z ne peut vérifier 4=(mo ™) < d(c2, ) <

4=(met3) En effet, comme & appartient & Fy, U (U,yen, Uy <or Ur), il devrait exister un

point ¢ € C,, C F, tel que d(z,c?) < 47Mo0F2) et la seule possibilité est ¢ = V.
L’affirmation 3 garantit qu’alors d(&, c?) = 4~ "' 3) = 4=(me+3) (puisque, par construction,
¢ appartient a E,, \ E,_ _1 et cgi a Ey,,_, \ Emo,,l). Nous avons donc deux possibilités:

d(c?,w') > 4=Mo+3) ou d(c?, w') = 4ot Dans le premier cas, ww' contient un point
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w” tel que d(c?, w") = 4=(Me+3) _ 4=(ma+5). e point appartient a g(zy), et (18) entraine que
du(9(2r), 9(2:)) > d(w”, g(2;)) > 470me+D) > 4= (mo6),
Dans le deuxiéme cas, nous avons, en utilisant (18),

dr(g(z0), 9(2:)) = d(w', g(z)) = 4770t > 47 (mot0),

Ces inégalités contredisent le choix de i, donc il n’existe pas de point x # ¢ tel que
(.(t) contienne un point w vérifiant (19). Nous avons donc x = ¢?. Examinons les diverses
possibilités:

v =c e F, \C,. Alors (,(t) C B(z,n,,(x)) C B(zx,4=mat)) c B(c,4~met),
Impossible, car aucun point de (,(t) ne vérifie (19).

v =c"e F,\ (F, UC,). Sit < 1/4, alors (,(t) contient la boule B(x,n,,(z)) avec
Noo(2) > 47006 > 4=(mo+6) G 4y est un point tel que d(z,w’) = 40+ alors w’
appartient & g(y) et, en utilisant (18), nous obtenons dy(g(zi),g(z)) > d(w', g(z)) >
4=(mo+6) "donc ce cas est impossible. Si t > 1/4 et si (,(t) contient un point w vérifiant
(19), le raisonnement fait quand = # ¢ s’applique & nouveau: (,(¢) doit contenir un arc ww’
avec soit d(z,w') = 4= Moo+ soit d(w’, ) > 4~ (Me+3) ce qui mene encore a une contradi-
ction.

x = c" € C,. Alors ¢ est aussi de la forme ¢, avec 01 < o', et (,(t) = ¢% U U pour
tout ¢. Le choix des ¢! garantit que m, = m,, donc

3
Co(t) N B(cp, 4~ = {en} U | UZ ()
j=1

r=c" e Cyn(F, \C,), donc ¢ = c% avec oy < o’. Si t > 1/2, alors (,(t) contient

1 (0) = B(x,n,,(x)); comme nous 'avons remarqué, ce cas est impossible. Sit < 1/2, (,(t) =

Y2(0) UpL(1 — 2t). Mais (1 — 2t) est contenu dans B(x,4~ M) et 40(0) = {c%} U U,
Ici encore, my,s = m,, et nous avons

3
Co(t) N (Bleg, 47" )\ Bey, 4 )) = [ UF ()
j=1

v =c" € Cy,\ F,, donc z = ¢ avec gy < o’. Il existe alors un plus petit ¢ < 1/4
tel que x,(4(t5 + 3(t7 — tJ)) contienne (4~ Moo ™). Si ¢ > ¢, nous sommes dans la
méme situation que quand z # ¢?: (,(t) contient un arc ww’ avec d(z,w') = 4= (Moot ou
d(w',x) > 4~ (m+3)  ce qui est impossible. Si t < £, alors

Co(t) N (B(cp, 47D\ B(cp, 47 H)) = 40(0) N (B(cp, 47" )\ B(cp, 4~ )) =
3
=JUur ).
j=1
Comme nous l’avons remarqué, 1’ensemble U?:l U;‘,' (7) ne dépend pas du choix du si-

mplexe o’ tel que aé/ < oetc = cZ: Il résulte de ce qui précede que, pour tout point
y € 7(z») pour lequel il existe w € g(y) vérifiant (19), il existe ¢? € C’Ug tel que

9(y) N (Bl 47 )\ Bl 4" )) = | J U (5),
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d’ou

g(zr) N (B(cg, 4~ ) \ B(cg, 47" )) (20)

IICw

Compte tenu du fait que ma = m, et de la définition des U”( 7), st du(g(z), g(z ) <
4=(mo+6) es relations (18) et (20) ne peuvent étre vérifiées que si U™(j) = UZ(j) pour
1 < j < 3, et laffirmation résulte alors de la définition des ensembles U(2) et U, "(3) O

Affirmation 6. Soient 4,7 > iy. Si n, n’ sont deux entiers pairs tels que n + 2 < n/, alors
d(z) < d(z') quels que soient v € C7; et ' € C;‘;,.
0 0

Démonstration. Puisque C7' est contenu dans F)', l'affirmation 2 entraine que, pour tout
simplexe o de K et tout couple d’entiers pairs ng, ny vérifiant ng < ny, nous avons d(x) <
d(z") quels que soient x € C° et &' € C™.

Supposons 'affirmation fausse, et soit n le plus petit entier pair pour lequel il existe
n' > n + 2 et des points x € C” et o’ € C » vérifiant d(z) > 0(2’). Supposons que n = 4p,

et prenons z” € C4p+2 C4p+2 Pulsque 4p + 2 < n/, nous avons d(x”) < §(z').

QI

L’affirmation 5 entraine qu’il existe p’ tel que z” appartienne a 04” +2

, et le choix de n

garantit que p’ > p. Nous avons alors 0(z”) > §(x) > §(z’), ce qui est contradlctmre
Le cas ot n = 4p + 2 se traite de fagon analogue. O]

Soient i,17" > ig. Pour n € Np, prenons un point ¢ € C7; . L’affirmation 5 entraine
qz

I'existence d’un n' tel que ¢} appartienne a C’”,, et en outre, si n = 4p (resp. n = 4p + 2),

alors n' = 4p’ (resp. n’ = 4p’ +2). Mais I’ affirmation 6 entraine que [n—n'| <2, doncn =n'.

Si ¢l appartient a C’dim, ie. n < 2k;, alors ¢! appartient aussi a C’d‘m donc n < 2k;. Nous
qz

avons donc k; < k; et, par symétrie, k; = ky. La dimension k; du complexe K,, ne dépend
donc pas de i si ¢ > 1p; nous noterons kg cette dimension.

Sii # ¢, il existe un entier p tel que Nq, \ N, contienne {6p+1,6p+3,6p+5}. Soit z un

. S6p4-3 . . . . 6p+3 , I GORE )
point de F pre, Pour tout j < ¢;, le point xo appartient a Fa;‘. , donc N (xo) =4 iz
4=(mo+4) ] en résulte que, pour tout y € 7' ) le point g(y) contient la boule B(xq, 4~ (Mo+4),
donc ¢(z;) contient cette boule.

Pour tout j' < gy, le point xg n’appartient pas & F *,. En effet, si 2/ est un point de F * 2

il existe n € N,, tel que 2’ € F” Etant impair, n Verlﬁe soit n > 6p 4+ 7, soit n < 6p — 1

J

op+4 F6p+4 Nous avons 0(zo) < Yep+a(f(bos ) < d(x1).

qz qz
Comme nous I’avons remarqué plus haut, x; appartient a

Soit 1 = =c,

C’Gp 4 F 6?’ et Paffirmation

2 entraine que 0(z') > d(x1) > 6(xg) pour 2’ € F” > F”, avec 1 > 6p + 7. Un argument
analogue montre que d(x') < 6(xg) pour 2’ € F”, avec n < 6p — 1.

Puisque zy appartient a E,, my et que m > my pour tout j° < ¢y, Paffirmation 4 est

applicable a zy et & tout 1-simplexe de 7. Pour tout j° < gy, nous avons my < m s <

J
' i —(mf+6) A
mo — 1, donc si [b_#,b_» ] est un 1l-simplexe contenu dans 7, alors ]4~m0*%) 4 7
]'/ j//

contient [4=(m0+3) 4=(mo+4)[ et I’affirmation 4 entraine que, pour tout 3’ € Ti(,l), I'intervalle
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]4=(mo+5) 4=(mo+4)[ contient au plus 5 réels s tels qu'il existe 2’ € g(y') vérifiant d(z, zo) =
= 5. Puisque K, est de dimension kg, 7(2#) contient au plus 3%0=1 points, donc l'intervalle
]4=(mo+5) 4=(mo+D[ contient au plus 5 - 3%~! nombres s pour lesquels il existe 2’ € g(z;) tel
que d(2',z) = s. Nous pouvons donc trouver un intervalle vy, vy[C]4~(m0F5) 4=(mo+4)[ de
longueur vy — vy > (47(MoF4) — 4=(mo+5)) /5. 3ko—1 — ¢ ne contenant aucun nombre s tel qu'il
existe ' € g(zy) avec d(z',z0) = s. Soit vy = 242, La boule B(z,4~+¥) contient un
point w tel que d(w,xy) = v3, et ce point appartient a g(z;). Pour tout =’ € g(zy), nous
avons d(w, z') > |d(w, xg) — d(z',x¢)| > /2, d’ott dy(g(2i), g(z)) > d(w, g(z#)) > £/2. Ceci
étant vrai quels que soient les entiers distincts i,i > g, la suite {g(z;)} ne peut converger.
Cette contradiction acheve la démonstration du lemme 4, donc aussi celle du théoreme. [
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