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Its shown that if the R — quasi-duo the right Bezout domain, with the unique maximally
non-principal N ideal, then N is an ideal of ring. That is to say R is a factorial analogue of
the local ring.

И. С. Васюнык, Б. В. Забавский. Факториальный аналог локальной квазидуо области //
Мат. Студiї. – 2011. – Т.35, №1. – C.74–77.

Доказано, что если R — квазидуо правая область Безу с единственным максимально
неглавным правым идеалом N , то этот идеал N является двухсторонним. Т.е. R является
факториальным аналогом локального кольца.

Дистрибутивнi кiльця активно дослiджуються у наш час i у багатьох випадках
вiдiграють важливу роль при побудовi структурної теорiї кiлець. Проте клас дистрибу-
тивних кiлець є доволi вузьким i спецефiчним. Так, наприклад, дистрибутивне кiльце
Безу — це кiльце в якому довiльний максимальний iдеал є двобiчним [1], тобто кiльце є
квазiдуо кiльце. Звiдси не кожна область головних iдеалiв є диситрибутивною. Областi
Безу є природнiм узагальненням областей головних iдеалiв. В той же час вони вiдрi-
зняються вiд областей головних iдеалiв наявнiстю неголовних однобiчних iдеалiв, що
дозволило одному з авторiв [2] ввести до розгляду, так званi, максимально неголовнi
iдеали. В данiй роботi вивчається квазiдуо область через вивчення структури макси-
мально неголовних правих iдеалiв. А саме показано, що якщо R-квазiдуо права область
Безу з єдиним максимально неголовним правим iдеалом N , то цей iдеал N є двобiчним.
Тобто R є факторiальним аналогом локального кiльця.

Пiд кiльцем R завжди розумiємо асоцiативне кiльце з одиницею i 1 ̸= 0. Бiльше того
будемо вважати, що R не є областю головних правих iдеалiв.

Наведемо необхiднi означення i факти. Елемент кiльця називається атомом, якщо
вiн є незворотнiм, ненульовим i не може бути зображений у виглядi добутку двох незво-
ротнiх елементiв. Атомним розкладом елемента називається його зображення у виглядi
добутку деяких елементiв, якщо всi незворотнi спiвмножники даного добутку є атома-
ми. Назвемо два атомнi розклади елемента a у добуток елементiв (не дiльникiв нуля)
a = c1...cn i a = b1...bm iзоморфними, якщо n = m i iснує пiдстановка i → i′ iндексiв
1, 2, ..., n така що R/biR ∼= R/ciR як правi R-модулi. Назвемо ненульовий елемент, який
не є дiльником нуля, факторiальним, якщо вiн володiє скiнченним атомним розкладом,
причому довiльнi два атомнi розклади даного елемента iзоморфнi. Ненульовий еле-
мент a кiльця називається правим (лiвим) дуо-елементом, якщо Ra ⊆ aR(aR ⊂ eqRa)

2010 Mathematics Subject Classification: 41A46, 42A10.

c⃝ I. С. Васюник, Б. В. Забавський, 2011



ФАКТОРIАЛЬНИЙ АНАЛОГ ЛОКАЛЬНОЇ КВАЗIДУО ОБЛАСТI 75

i дуо-елементом, якщо Ra = aR[3]. Якщо довiльний максимальний правий (лiвий) iде-
ал кiльця R є двобiчним, тодi кiльце R називається правим (лiвим) квазiдуо кiльцем.
Квазiдуо кiльце — це кiльце, яке є правим i лiвим квазiдуо одночасно.

Правий (лiвий) iдеал I в кiльцi R, який є максимальним в множинi неголовних пра-
вих (лiвих) iдеалiв, назвемо максимально неголовним правим (лiвим) iдеалом. Оскiльки
множина неголовних правих (лiвих) iдеалiв кiльця iндукована [2], то має мiсце такий
результат:

Твердження 1. Довiльний правий (лiвий) неголовний iдеал кiльця R мiститься хоча
б в одному максимально неголовному правому (лiвому) iдеалi.

Теорема 1. Нехай R — квазiдуо область, а a — довiльний елемент, який не належить
жодному максимально неголовному правому iдеалу. Тодi a — дуо-елемент, який не мi-
ститься в жодному максимальному неголовному лiвому iдеалi.

Доведення. Зауважимо, якщо для елемента a ∈ R правий iдеал aR є максимальним
правим iдеалом, то a є атомом, який є дуо-елементом.

Отже, нехай a довiльний елемент, який не належить жодному максимально неголов-
ному правому iдеалу. Розглянемо правий iдеал aR. Якщо aR — максимальний правий
iдеал, то тодi a — атом, який є дуо-елементом, i все доведено.

У протилежному випадку iснує такий максимальний правий iдеал m1R, що aR ⊂
m1R. Зауважимо, що елемент m1 є атомом кiльця. Тодi a = m1b1. Оскiльки R-квазiдуо
область, то всi такi атоми областi R є дуо-елементами, то для елемента m1 iснує еле-
мент a1 ∈ R, такий що m1b1 = a1m1. Якщо елемент a1 є атомом, то все доведено. У
протилежному випадку iснує такий атом m2, що a1 = m2b2 = a2m2. Продовжуючи
даний процес i враховуючи, що елемент a = a1m1 = a2m2m1 = ... не мiститься в жодно-
му максимально неголовному правому iдеалi (тобто елемент a не мiститься в жодному
неголовному правому iдеалi), ми отримаємо скiнчений ланцюг головних правих iдеа-
лiв aR ⊂ a1R ⊂ a2R ⊂ ... ⊂ anR де ai = ai+1mi+1 i mi — атоми кiльця R, звiдси
a = mn...m1. Так як всi такi атоми областi R є дуо-елементами, а добуток дуо-елементiв
є дуо-елементом, то ми отримаємо, що a — дуо-елемент. Згiдно [4], a не мiститься в жо-
дному неголовному лiвому iдеалi, а значить a не мiститься в максимально неголовному
лiвому iдеалi. Теорема 1 доведена.

Теорема 2. Нехай R — квазiдуо кiльце. Якщо максимально неголовний правий iдеал
кiльця R є двобiчним, то вiн цiлком простий.

Доведення. Нехай N — максимально неголовний правий iдеал кiльця R, який є двобiч-
ним. Якщо R/N не є областю, то в R знайдуться такi елементи a /∈ N i b /∈ N , що
ab ∈ N . Розглянемо правий iдеал N + bR. Оскiльки N — максимально неголовний
правий iдеал i b ∈ N + bR, але b /∈ N , то тодi N + bR = dR — головний правий iдеал.
В силу теореми 1, елемент d є дуо-елементом, тобто dR = Rd. Розглянемо множину
J = {x|xd ∈ N}. Зауважимо, що J — правий iдеал. Дiйсно, якщо x1, x2 ∈ J , то очевидно,
що (x1 − x2)d ∈ N . Бiльше того, якщо xd ∈ N , тодi для довiльного y ∈ R, маємо
xyd = xdy′, де y′ такий елемент R, що yd = dy′. Зауважимо, що такий елемент y′ iснує,
оскiльки d — дуо-елемент. Оскiльки N + bR = dR = Rd , тодi iснують такi елементи
n ∈ N, r ∈ R,що n + br = d. Тодi для елемента a ∈ R маємо an + abr = ad ∈ R. Тобто
a ∈ J , але a /∈ N . Оскiльки N — двобiчний iдеал, то для довiльного m ∈ N маємо
md ∈ N . Тобто N ⊂ J i N ̸= J . Значить J = cR. В силу теореми 2 c-дуо-елемент, тобто
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J = cR = Rc. Оскiльки N ⊂ dR = Rd, тодi для довiльного m ∈ N , маємо m = yd,
для деякого елемента y ∈ R. Згiдно означення правого iдеалу J , маємо y ∈ J , тобто
y = xc, для деякого елемента x ∈ R. Звiдси m = xcd. Оскiльки c i d — дуо-елементи, то
cd також дуо-елемент, тобто m = cdx′, для деякого елемента x′ ∈ R. В силу довiльностi
елемента m маємо N ⊂ cdR. Оскiльки R — кiльце з 1 i є J , тодi cd ∈ N , тобто cdR ⊂ N .
Звiдси ми отримаємо N = cdR,що протирiчить вибору правого iдеалу N . Отже наше
припущення невiрне, отже N цiлком простий iдеал. Теорема доведена.

Теорема 3. Нехай R-квазiдуо права область Безу з єдиним максимально неголовним
правим iдеалом N . Тодi N — двобiчний iдеал, бiльше того N є максимально неголовним
лiвим iдеалом.

Доведення. Припустимо, що N не є двобiчним iдеалом, тодi iснує елемент n ∈ N i
r ∈ R, такi що rn /∈ N . Згiдно теореми 1, в силу [3] rn — дуо-елемент. Якщо r ∈ N , тодi
очевидно, що rn ∈ N , що неможливо в силу [4]. Значить r /∈ N , тобто, згiдно теореми 1
i [3], r — факторiальний дуо-елемент. Покажемо, що n — дуо-елемент, тобто nR = Rn.
Нехай x довiльний елемент з R i нехай y = nx, тодi rnx = ry. Оскiльки rn — дуо-
елемент, тодi iснує елемент x′, такий що x′rn = rnx. Так як r — дуо-елемент, то iснує
x′′ ∈ R, такий що x′r = rx′′. Звiдси rx′′n = rnx. Оскiльки R — область, то з того що r ̸= 0
i рiвностi r(x′′n− nx) = 0 випливає, що x′′n = nx. Тобто ми довели, що для довiльного
елемента x ∈ R iснує елемент x′′ ∈ R такий що nx = x′′n. Аналогiчно показується, що
для довiльного x ∈ R iснує y ∈ R, такий що xn = ny. Отже n — дуо-елемент. Значить,
тодi для елемента r ∈ R такого що rn /∈ N iснує елемент r′ ∈ R, такий що rn = nr′. Але
оскiльки n ∈ N , то маємо nr′ ∈ N . Отримане протирiччя з вибором елементiв n ∈ N i
r ∈ R показує, що N — двобiчний iдеал.

Припустимо, що N є головним лiвим iдеалом, тобто N = Rn. Покажемо спочатку,
що N — максимальний правий iдеал. Нехай це не так. Тодi iснує власний правий iдеал
N такий, що N ⊂ M i причому M ̸= N . Згiдно означення N маємо рiвнiсть M = mR.
Оскiльки N ⊂ M , то n = mx, де x ∈ R. Зважаючи на те, що R-права область Безу,
то згiдно теореми 3 маємо, що N — цiлком простий iдеал кiльця R. Оскiльки m ∈ N ,
то x ∈ N i тодi x = yn, де y ∈ R. Звiдси n = myn. З огляду на те, що R — область i
n ̸= 0 маємо my = 1. Звiдси M = mR = R, що суперечить вибору правого iдеалу M .
Отже ми показали, що N — максимальний правий iдеал. Бiльше того покажемо, що N
— максимальний лiвий iдеал. Для цього досить показати, що для довiльного елемента a
кiльця R, який не належить N , виконується N +Ra = R. Оскiльки N — максимальний
правий iдеал, то N + aR = R, тобто m + ab = 1, для деяких елементiв m ∈ N i b ∈ R.
Звiдси bm + bab = b, а отже bm = (1 − ba)b. Оскiльки m ∈ N i N — двобiчний iдеал,
то (1 − ba)b ∈ N . Як вже зазначалось, N — цiлком простий iдеал, тодi b ∈ N або
1 − ba ∈ N . Випадок b ∈ N неможливий, оскiльки 1 = m + ab ∈ N . Отже 1 − ba ∈ N ,
звiдси M +Ra = R, що i потрiбно довести.

Отже, ми довели, що якщо N — головний лiвий iдеал, то вiн є максимальним правим
i лiвим iдеалом. Оскiльки N = Rn i N — двобiчний iдеал, то маємо наступне включення
nR ⊂ N = Rn. Нехай x — довiльний елемент областi R, тодi, оскiльки R — права область
Безу, то nR + xnR = dR для деякого елемента d ∈ R. Звiдси d = nu + xnv для деяких
елементiв u, v ∈ R.

Оскiльки N — двобiчний iдеал, то nR ⊂ Rn, а значить iснують елементи u′, v′ ∈ R
такi, що mu = u′m та з iншої сторони mv = v′m. Звiдси, ми отримаємо таку рiвнiсть
d = u′n+xv′n, що дає нам таке включення Rd ⊂ Rn. На пiдставi того, що nR+xnR = dR
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маємо включення nR ⊂ dR, тобто виконується рiвнiсть n = dt для деякого елемента
t ∈ R i, окрiм того, маємо таке включення Rn ⊂ Rt. Оскiльки N = Rn максимальний
лiвий iдеал, то можливi випадки Rt = R, або Rt = Rn.

Якщо Rt = R, то t — правий дiльник одиницi. Оскiльки R — область, то згiдно
[3] t — дiльник одиницi. Звiдси ми отримаємо рiвнiсть nt−1 = d, а звiдси рiвнiсть для
правих iдеалiв nR = dR. Враховуючи, що nR + xnR = dR, отримаємо в пiдсумку, що
xnR ⊂ dR ⊂ nR.

В силу довiльностi елемента x ∈ R отримаємо включення Rn ⊂ nR. А оскiльки
nR ⊂ Rn, то N = nR = Rm, що суперечить тому, що N — неголовний правий iдеал.
Якщо Rt = Rn, то отримаємо таку рiвнiсть t = yn для деякого елемента y ∈ R. На
пiдставi того, що n = dt i рiвностi t = yn маємо n = dyn. Оскiльки R — область i n ̸= 0,
то це можливо лише у випадку dy = 1, тобто d — лiвий дiльник одиницi, але оскiльки
R — область, то d — дiльник одиницi. Ми показали, що Rd ⊂ Rn, а це можливо, якщо
n — лiвий дiльник одиницi, а значить N = R, що знову суперечить вибору N . Отже, ми
показали що N не може бути головним лiвим iдеалом. Бiльше того N є максимально
неголовним лiвим iдеалом. Дiйсно, що iснує неголовний лiвий iдеал M такий що, N ⊂ M
i N ̸= M , то тодi iснує елемент m ∈ M , такий що m /∈ N . Згiдно теореми 1 i [3], m —
факторiальний дуо-елемент. Тодi m /∈ M згiдно теореми 2. Отримане протирiччя з
вибором m завершує наше доведення. Теорема доведена.
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