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Получены точные по порядку оценки погрешности приближения классов Bω
p,θ перио-

дических функций многих переменных тригонометрическими полиномами со спектром в
кубических областях.

1. Вступ. У статтi отримано точнi за порядком оцiнки найкращого наближення класiв
Bω

p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних тригонометричними полiномами зi спект-
ром в кубiчних областях, а також точнi за порядком оцiнки наближення функцiй з цих
класiв кубiчними сумами Фур’є.

Для викладу одержаних результатiв наведемо необхiднi позначення.
Нехай Rd, d ≥ 1, позначає d-мiрний простiр з елементами x = (x1, . . . , xd), i Lp(πd),

πd =
∏d

j=1[−π;π], — простiр 2π-перiодичних за кожною змiнною функцiй f(x), норма в
якому визначається рiвнiстю

∥f∥p =
(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|pdx
)1/p

, 1 ≤ p < ∞, ∥f∥∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)|.

Для f ∈ Lp(πd) позначимо ∆hf(x) = f(x+h)− f(x), де h ∈ Rd. Тодi кратну рiзницю
порядку l, l ∈ N, функцiї f(x) в точцi x з кроком h визначимо за формулою ∆l

hf(x) =
∆h∆

l−1
h f(x), ∆0

hf(x) = f(x).
Вiдштовхуючись вiд кратної рiзницi ∆l

hf(x), задамо модуль неперервностi l-го по-
рядку функцiї f ∈ Lp(πd) згiдно з формулою

ωl(f, t)p = sup
|h|≤t

∥∆l
hf(·)∥p, де |h| =

√
h2
1 + · · ·+ h2

d.
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Нехай ω(t) — функцiя типу модуля неперервностi порядку l, тобто ω(t) для t ≥ 0
задовольняє такi умови: 1) ω(0) = 0, ω(t) > 0 для t > 0; 2) ω(t) неперервна; 3) ω(t)
зростає; 4) для всiх n ∈ Z+, ω(nt) ≤ Cnlω(t), де стала C > 0 не залежить вiд n i t.

Будемо вважати, що ω(t) задовольняє також умови (S) i (Sl), якi називають умовами
Барi-Стєчкiна ([1]). Це означає наступне.

Функцiя ω(τ) ≥ 0 задовольняє умову (S), якщо ω(τ)/τα майже зростає при деякому
α > 0, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2 стала C1 > 0, що

ω(τ1)

τα1
≤ C1

ω(τ2)

τα2
, 0 < τ1 ≤ τ2.

Функцiя ω(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sl), якщо ω(τ)/τ γ майже спадає при деякому
0 < γ < l, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2 стала C2 > 0, що

ω(τ1)

τ γ1
≥ C2

ω(τ2)

τ γ2
, 0 < τ1 ≤ τ2.

Будемо говорити, що функцiя f ∈ Lp(πd) належить до простору Bω
p,θ, 1 ≤ p, θ ≤ ∞

(див., наприклад, [2]), якщо( ∞∫
0

(
ωl(f, t)p
ω(t)

)θ
dt

t

)1/θ

< ∞ при 1 ≤ θ < ∞ i sup
t>0

ωl(f, t)p
ω(t)

< ∞ при θ = ∞,

де ω(t) — функцiя типу модуля неперервностi порядку l.
Норма в просторi Bω

p,θ визначається за формулою

∥f∥Bω
p,θ

=


∥f∥p +

( +∞∫
0

(
ωl(f, t)p
ω(t)

)θ
dt

t

)1/θ

, 1 ≤ θ < ∞,

∥f∥p + sup
t>0

ωl(f, t)p
ω(t)

, θ = ∞.

Простори Bω
p,θ є узагальненням просторiв Бєсова Br

p,θ ([3]–[4]), тобто Bω
p,θ ≡ Br

p,θ, якщо
ω(t) = tr, 0 < r < l. Надалi за позначенням Bω

p,θ закрiпимо позначення класу функцiй
f ∈ Lp(πd), для яких ∥f∥Bω

p,θ
≤ 1. Класи Bω

p,θ з точки зору апроксимацiї розглядались в
роботах [2], [5], [6].

В наведених нижче мiркуваннях нам буде зручно користуватись еквiвалентним (з
точнiстю до абсолютних сталих) визначенням норми класiв Bω

p,θ.
Нехай Vm(t),m ∈ N, позначає ядро Валле Пуссена вигляду

Vm(t) = 1 + 2
m∑
k=1

cos kt+ 2
2m∑

k=m+1

(
2m− k

m

)
cos kt.

Тодi багатовимiрне ядро Vm(x),m ∈ N, x ∈ πd, визначимо згiдно з формулою Vm(x) =∏d
j=1 Vm(xj). Нехай Vm — оператор, який задає згортку функцiї f ∈ Lp(πd) з багатови-

мiрним ядром Vm(x), тобто Vmf(x)
df
= f(x) ∗ Vm(x) = Vm(f, x).

Покладемо для f ∈ L1(πd)

σ0(f, x) = V1(f, x), σs(f, x) = V2s(f, x)− V2s−1(f, x), s = 1, 2, . . . .
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В наведених позначеннях при 1 ≤ p ≤ ∞ (з точнiстю до абсолютних сталих) класи
Bω

p,θ можна визначити наступним чином (див., наприклад, [2]): Bω
p,θ = {f ∈ Lp(πd) :

∥f∥Bω
p,θ

≤ 1}, де

∥f∥Bω
p,θ

=

( ∞∑
s=0

ω−θ(2−s)∥σs(f, ·)∥θp
)1/θ

, 1 ≤ θ < ∞, (1)

∥f∥Bω
p,∞ = sup

s≥0

∥σs(f, ·)∥p
ω(2−s)

, (2)

у випадку, коли функцiя ω(t) є функцiєю типу модуля неперервностi порядку l i задово-
льняє умови (S) та (Sl).

Зазначимо, що у випадку 1 < p < ∞ можна записати еквiвалентнi (з точнiстю до
абсолютних сталих) означення норм функцiй з класiв Bω

p,θ, використовуючи в (1) та (2)
замiсть ∥σs(f, ·)∥p норми вiдповiдних двiйкових "блокiв" ряду Фур’є функцiї f .

Для f ∈ Lp(πd) i s ∈ Z+ введемо позначення

f(0)(x) = f̂(0), f(s)(x) =
∑

2s−1≤max{|kj | : 1≤j≤d}<2s

f̂(k)ei(k,x), s = 1, 2, . . . ,

де (k, x) = k1x1 + . . . + kdxd, а f̂(k) = (2π)−d
∫
πd
f(t)e−i(k,t)dt — коєфiцiєнти Фур’є фун-

кцiї f.
Тодi при 1 < p < ∞, якщо ω(t) задовольняє умови 1) − 4), (S) (з деяким α > 0) та

(Sl),

∥f∥Bω
p,θ

=

( ∞∑
s=0

ω−θ(2−s)∥f(s)(·)∥θp
)1/θ

, 1 ≤ θ < ∞, (3)

∥f∥Bω
p,∞ = sup

s≥0

∥f(s)(·)∥p
ω(2−s)

. (4)

2. Наближення класiв Bω
p,θ в просторi Lq тригонометричними полiномами зi

спектром в кубiчних областях. Визначимо тепер величини, якi будуть дослiджува-
тись в роботi. Для f ∈ L1(πd) i n ∈ N через S22n

(f, x) позначимо кратну суму Фур’є

S22n
(f, x) =

∑
|kj |<2n, 1≤j≤d

f̂(k)ei(k,x) =
∑

k∈22n
f̂(k)ei(k,x),

(22n = {k = (k1, . . . , kd) : |kj| < 2n, 1 ≤ j ≤ d}), яку природно назвати кубiчною
сумою Фур’є функцiї f(x). Зазначимо, що згiдно з наведеними вище позначеннями
суму S22n

(f, x) можна записати у виглядi

S22n
(f, x) =

n∑
s=0

f(s)(x).

Отже, для f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, позначимо

E22n
(f)q = ∥f(·)− S22n

(f, ·)∥q (5)

i якщо F ⊂ Lq(πd) — деякий функцiональний клас, то покладемо E22n
(F )q = sup

f∈F
E22n

(f)q.
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Нехай T22n
= {t(x) : t(x) =

∑
k∈22n

cke
i(k,x), ck ∈ C}.

Для f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, покладемо

E22n
(f)q = inf

t(·)∈T22n

∥f(·)− t(·)∥q (6)

i для функцiонального класу F ⊂ Lq(πd) : E22n
(F )q = sup{E22n

(f)q : f ∈ F}.
Зауважимо, що у випадку 1 < q < ∞ для величин (5) i (6) має мiсце спiввiдношення

(див., наприклад, [7])
E22n

(f)q ≍ E22n
(f)q. (7)

Одержанi результати будемо формулювати в термiнах порядкових спiввiдношень.
Для функцiй µ1(n) и µ2(n) запис µ1(n) ≪ µ2(n) означає, що iснує стала C > 0 така,
що µ1(n) ≤ Cµ2(n) для всiх n ≥ 1. Спiввiдношення µ1(n) ≍ µ2(n) рiвносильне тому,
що µ1(n) ≪ µ2(n) i µ1(n) ≫ µ2(n). Всi сталi Cj, j = 1, 2, . . . , якi будуть зустрiчатися в
роботi, можуть залежати тiльки вiд тих параметрiв, якi мiстяться в означеннi класiв,
метрики, в якiй вимiрюється похибка наближення, та розмiрностi простору Rd.

Сформулюємо допомiжне твердження, яким будемо користуватися.

Теорема А ([3]). Нехай n = (n1, . . . , nd), nj ∈ N (1 ≤ j ≤ d), i t(x) =
∑

|kj |≤nj
cke

i(k,x).
Тодi при 1 ≤ p < q ≤ ∞ має мiсце нерiвнiсть

∥t(·)∥p ≤ 2d
d∏

j=1

n
1
p
− 1

q

j ∥t(·)∥q. (8)

Спiввiдношення (8) називається нерiвнiстю рiзних метрик С.М. Нiкольського.
Забiгаючи наперед, зазначимо, що у випадку d = 1 результати теорем 1 та 2 (при

певних спiввiдношеннях мiж параметрами p i q) є вiдомими i слiдують iз результатiв
робiт [8]–[17], де класи BΩ

p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних визначались через
функцiю Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) типу мiшаного модуля неперервностi порядку l. Детальнiше
про це буде сказано в коментарях пiсля доведення теорем. Зауважимо, що для розгля-
дуваних класiв порядок l є довiльним фiксованим, тобто одним i тим самим в усiх
результатах.

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 1. Нехай 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, а функцiя ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким
α > d

(
1
p
− 1

q

)
+
, а також умову (Sl), тодi

E22n
(Bω

p,θ)q ≍ ω(2−n)2nd(
1
p
− 1

q
)+ , (9)

де a+ = max{a; 0}.

Доведення. Поскiльки при 1 ≤ θ ≤ ∞ має мiсце вкладення

Bω
p,1 ⊂ Bω

p,θ ⊂ Bω
p,∞ ≡ Hω

p , (10)

а права частина (9) не залежить вiд θ, то шукану оцiнку зверху будемо встановлювати
для величини E22n

(Hω
p )q, а знизу — для E22n

(Bω
p,1)q.

Спочатку одержимо в (9) оцiнку зверху. Розглянемо всi можливi спiввiдношення
мiж параметрами p та q.
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Нехай спочатку 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, тодi використовуючи нерiвнiсть ∥σs(f, ·)∥p ≤ ω(2−s)
та той факт, що ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким α > 0, одержимо

E22n
(f)q ≤ ∥f(·)− V2n−1(f, ·)∥q = ∥f(·)−

n−1∑
s=0

σs(f, ·)∥q ≤
∞∑
s=n

∥σs(f, ·)∥q ≤

≤
∞∑
s=n

∥σs(f, ·)∥p ≤
∞∑
s=n

ω(2−s) =
∞∑
s=n

ω(2−s)

2−αs
2−αs ≪ ω(2−n)

2−αn

∞∑
s=n

2−αs ≍ ω(2−n). (11)

У випадку 1 ≤ p < q ≤ ∞, враховуючи нерiвнiсть рiзних метрик Нiкольського
та (11), одержимо

E22n
(f)q ≤ ∥f(·)−

n−1∑
s=0

σs(f, ·)∥q ≤
∞∑
s=n

∥σs(f, ·)∥q ≪
∞∑
s=n

2sd(
1
p
− 1

q
)∥σs(f, ·)∥p ≤

≤
∞∑
s=n

ω(2−s)2sd(
1
p
− 1

q
) =

∞∑
s=n

ω(2−s)

2−αs
2−(α−d( 1

p
− 1

q
))s ≪

≪ ω(2−n)

2−αn

∞∑
s=n

2−(α−d( 1
p
− 1

q
))s ≍ ω(2−n)2nd(

1
p
− 1

q
).

Таким чином, оцiнки зверху в (9) встановленi.
Перейдемо до доведення в (9) оцiнок знизу.
Розглянемо випадок 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ i покажемо, що функцiя

f1(x) = C3ω(2
−n)

d∏
j=1

ei2
n+1xj , C3 > 0,

реалiзує нижню оцiнку в (9). Переконаємось, що f1 ∈ Bω
∞,1 при деякому виборi сталої

C3 > 0. Дiйсно, згiдно з (1) маємо ∥f1(·)∥Bω
∞,1

= ω−1(2−(n+1))∥σn+1(f1, ·)∥∞ = C3ω(2
−n)×

×ω−1(2−n−1) ≪ 1.
Далi, нехай t∗n(x) =

∑
k∈22n

c∗ke
i(k,x) — полiном найкращого наближення функцiї f1(x)

у просторi L1(πd). Тодi, з одного боку, беручи до уваги, що функцiя ei(2
n+1,x) не мiстить

гармонiк з номерами з множини 22n , можемо записати(
f1(x)−t∗n(x), e

i(2n+1,x)
)
= (f1(x), e

i(2n+1,x)) ≍ ω(2−n)∥ei(2n+1,·)∥22 = ω(2−n). (12)

З iншого боку, внаслiдок нерiвностi Гельдера будемо мати(
f1(x)− t∗n(x), e

i(2n+1,x)
)
≤ ∥f1(·)− t∗n(·)∥1∥ei(2

n+1,·)∥∞ = E22n
(f1)1. (13)

Спiвставивши (12) i (13), приходимо до оцiнки

E22n
(Bω

∞,1)1 ≥ E22n
(f1)1 ≫ ω(2−n). (14)

А тому внаслiдок (10) i (14) маємо

E22n
(Bω

p,θ)q ≥ E22n
(Bω

∞,θ)q ≥ E22n
(Bω

∞,1)q ≥ E22n
(Bω

∞,1)1 ≫ ω(2−n).
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Нехай 1 ≤ p < q ≤ ∞. У випадку 1 ≤ p < ∞, q = ∞, розглянемо функцiю

f2(x) = C4ω(2
−n)2nd(

1
p
−1)υn+1(x), C4 > 0, де υn+1(x) =

d∏
j=1

(V
2n+1 (xj)− V

2n
(xj)).

Оскiльки (див., наприклад, [18], с. 66)

∥υn+1(·)∥p ≍ 2nd(1−
1
p
), 1 ≤ p ≤ ∞, (15)

то неважко переконатися, що f2 ⊂ Bω
p,1 при вiдповiдному значеннi сталої C4 > 0. Дiйсно,

згiдно з (1) та (15) маємо

∥f2(·)∥Bω
p,1

=
n+2∑
s=n

ω−1(2−s)∥σs(f2, ·)∥p ≪ ω(2−n)2nd(
1
p
−1)

n+2∑
s=n

ω−1(2−s)∥υs(·)∥p ≍

≍ ω(2−n)
n+2∑
s=n

ω−1(2−s) ≪ 1,

тобто f2 ∈ Bω
p,1.

Далi, нехай t∗∗n (x) =
∑

k∈22n
c∗∗k ei(k,x) — полiном найкращого наближення функцiї

f2(x) у просторi L∞(πd). Тодi, з одного боку, приймаючи до уваги, що функцiя vn+1(x)
не мiстить гармонiк з “номерами” з множини 22n , можемо записати(

f2(x)−t∗∗n (x), vn+1(x)
)
=(f2(x), vn+1(x)) ≍ ω(2−n)2nd(

1
p
−1)∥vn+1(·)∥22 ≍ ω(2−n)2

nd
p . (16)

З iншого боку, внаслiдок нерiвностi Гельдера та оцiнки (15), будемо мати(
f2(x)− t∗∗n (x)), vn+1(x)

)
≤∥f2(·)− t∗∗n (·)∥∞∥vn+1(·)∥1 ≍ ∥f2(·)− t∗∗n (·)∥∞ = E22n

(f2)∞. (17)

Спiвставивши (14) i (17), приходимо до оцiнки

E22n
(Bω

p,θ)∞ ≥ E22n
(Bω

p,1)∞ ≥ E22n
(f2)∞ ≫ ω(2−n)2

nd
p .

Нехай тепер має мiсце випадок 1 ≤ p < q < ∞. Розглянемо функцiю f2(x) =

C3ω(2
−n)2nd(

1
p
−1)υn+1(x), C3 > 0.

Вище показано, что f2 ∈ Bω
p,1. Тому, згiдно з (7) та (15), маємо

E22n
(Bω

p,θ)∞ ≥ E22n
(Bω

p,1)∞ ≥ E22n
(f2)q ≍ E22n

(f2)q = ∥f2(·)− S22n
(f2, ·)∥q =

= ∥f2(·)∥q ≍ ω(2−n)2nd(
1
p
−1)∥υn+1(·)∥q ≍ ω(2−n)2nd(

1
p
− 1

q
).

Оцiнки знизу в (9) доведенi. Теорему 1 доведено.

Наслiдок 1. Нехай 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, а функцiя ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким
α > d

(
1
p
− 1

q

)
+
, а також умову (Sl), тодi

sup
f∈Bω

p,θ

∥f(·)− V2n−1(f, ·)∥q ≍ ω(2−n)2nd(
1
p
− 1

q
)+ . (18)
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Оцiнку зверху в (18) наведено у доведеннi теореми 1. Оцiнка знизу випливає з оче-
видної нерiвностi ∥f(·)− V2n−1(f, ·)∥q ≥ E22n

(f)q та спiввiдношення (9).

Зауваження 1. При d = 1 та за певних спiввiдношень мiж параметрами p, q порядкова
рiвнiсть (9) для класiв HΩ

p встановлена в [8, 9], а для класiв BΩ
p,θ, 1 ≤ θ < ∞, — в [10]–[13],

[17].

Теорема 2. Нехай 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞, (p, q) ̸= (1, 1), (∞,∞), а функцiя ω(τ) задовольняє
умову (S) з деяким α > d

(
1
p
− 1

q

)
+
, а також умову (Sl). Тодi

E22n
(Bω

p,θ)q ≍ ω(2−n)2nd(
1
p
− 1

q
)+ . (19)

Доведення. Для 1 ≤ p ≤ ∞, 1 < q < ∞ спiввiдношення (19) слiдує з (9) внаслiдок (7).
Так як E22n

(Bω
p,θ)q ≥ E22n

(Bω
p,θ)q, то для 1 < p ≤ ∞, q = 1 i 1 ≤ p < ∞, q = ∞ оцiнки

знизу вже встановленi в теоремi 1.
Встановимо оцiнки зверху у випадках 1 < p ≤ ∞, q = 1 та 1 ≤ p < ∞, q = ∞.
Нехай спочатку 1 ≤ p < ∞, q = ∞. Для деякого p∗ ∈ (p,∞), використовуючи нерiв-

нiсть рiзних метрик Нiкольського, будемо мати

E22n
(f)∞ ≤

∞∑
s=n+1

∥f(s)(·)∥∞ ≤
∞∑

s=n+1

∥f(s)(·)∥p∗2
s
p∗ ≍

∞∑
s=n+1

∥σs(f, ·)∥p∗2
s
p∗ ≤

≤
∞∑

s=n+1

∥σs(f, ·)∥p2
s
p∗ 2s(

1
p
− 1

p∗
) ≪

∞∑
s=n+1

ω(2−s)2
s
p ≪ ω(2−n)2

n
p .

У випадку 1 < p ≤ ∞, q = 1 для деякого p∗∗ ∈ (1, p) одержуємо

E22n
(f)1 ≤

∞∑
s=n+1

∥f(s)(·)∥1 ≤
∞∑

s=n+1

∥f(s)(·)∥p∗∗ ≍
∞∑

s=n+1

∥σs(f, ·)∥p∗∗ ≤

≤
∞∑

s=n+1

∥σs(f, ·)∥p ≪
∞∑

s=n+1

ω(2−s) ≪ ω(2−n).

Оцiнки зверху в (19) доведенi. Теорему 2 доведено.

Зауваження 2. При d = 1 та за певних спiввiдношень мiж параметрами p, q порядкову
рiвнiсть (19) для класiв HΩ

p встановлено в [8, 9], а для класiв BΩ
p,θ, 1 ≤ θ < ∞, — в [10]–

[17].

Зауваження 3. При ω(t) = tr i за вiдповiдних умов на параметри p, q i r точнi за
порядком оцiнки величин E22n

(Br
p,θ)q i E22n

(Br
p,θ)q одержано в роботi [19].
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