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Conditions on the coefficients and the exponents of an entire Dirichlet series, under which for
its maximal term the asymptotic equality lnµ(σ) = T1e

%1σ+T2e
%2σ+(τ + o(1))e%σ (σ → +∞)

is valid, where 0 < % < %2 < %1 < +∞, T1 > 0, T2 ∈ R\{0} and τ ∈ R\{0}, are found.

Н. Н. Грыцив, М. Н. Шеремета. Трехчленная показательная асимптотика логарифма
максимального члена целого ряда Дирихле // Мат. Студiї. – 2011. – Т.35, №1. – C.37–49.

Найдены условия на коэффициенты и показатели целого ряду Дирихле, при выполне-
нии которых для его максимального члена lnµ(σ) справедливо асимптотическое равенство
lnµ(σ) = T1e

%1σ + T2e
%2σ + (τ + o(1))e%σ (σ → +∞), где 0 < % < %2 < %1 < +∞, T1 > 0,

T2 ∈ R\{0} и τ ∈ R\{0}.

1. Вступ. Для цiлої функцiї f порядку % ∈ (0,+∞) i типу τ ∈ (0,+∞) ще у 1903 р.
Е. Лiндельоф [1] знайшов умови на тейлоровi коефiцiєнти, за яких ln max{|f(z)| : |z| =
r} = (1 + o(1))τr% при r → +∞. Цей результат для функцiй експонцiйного типу був
передвiдкритий у 1979 р. М. В. Говоровим i Н. М. Черних [2]. Безпосереднiм узагальнен-
ням степеневого розвинення цiлої функцiї є цiлий (абсолютно збiжний у всiй комплекс-
нiй площинi) ряд Дiрiхле

F (s) =
∞∑
n=0

ane
sλn , s = σ + it, (1)

де (λn) — зростаюча до +∞ послiдовнiсть невiд’ємних чисел (λ0 = 0). Зростання ря-
ду (1) ототожнюють зi зростанням функцiї M(σ, F ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}. Знахо-
дження зв’язку мiж зростанням M(σ, F ) при σ → +∞ i спаданням коефiцiєнтiв an
ряду (1) здiйснюється у два етапи. Спочатку знаходять зв’язок мiж зростанням макси-
мального члена µ(σ, F ) = max{|an| exp(σλn) : n ≥ 0} ряду (1) i спаданням коефiцiєнтiв
an, а потiм з огляду на нерiвнiсть Кошi µ(σ, F ) ≤ M(σ, F ) знаходяться оцiнки звер-
ху µ(σ, F ) через M(σ, F ). Отже, теорiя максимального члена є одним iз центральних
мiсць у загальнiй теорiї рядiв Дiрiхле. У 1998 р. М. В. Заболоцький i М. М. Шеремета
[3], узагальнюючи теорему Е. Лiндельофа, вказали необхiдну i достатню умову на an
i λn для того, щоб lnµ(σ, F ) = (1 + o(1))Φ(σ), σ → +∞, для додатної необмеженої
на (−∞,+∞) функцiї Φ такої, що її похiдна Φ′ є невiд’ємною, неперервною i зроста-
ючою до +∞ на (−∞,+∞). З отриманого ними результату випливає, що для того,
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щоб lnµ(σ, F ) = (1 + o(1))TRe
%Rσ при σ → +∞, де 0 < TR < +∞ i 0 < %R < +∞,

необхiдно i досить, щоб для кожного ε ∈ (0, TR): 1) iснувало n0 = n0(ε) таке, що
ln |an| ≤ −λn

%
ln n

e%(TR+ε)
для всiх n ≥ n0 та 2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk)

натуральних чисел така, що ln |ank
| ≥ −λnk

%
ln

λnk

e%(TR−ε)
для всiх k ≥ 1 i lim

k→+∞

λnk+1

λnk
= 1.

Зв’язки мiж зростанням lnµ(σ, F ) i спаданням an у термiнах двочленної асимптоти-
ки вперше розглянуто в [4]. Для двочленної показникової асимптотики в [4] доведено,
що для того, щоб lnµ(σ, F ) = TRe

%Rσ + (1 + o(1))τe%σ, σ → +∞, де 0 < % < %R < +∞,
TR > 0 i τ ∈ R\{0} необхiдно i досить, щоб для будь-якого ε > 0:

1) iснувало n0 = n0(ε) таке, що ln |an| ≤ −λn
%R

ln λn
e%RTR

+ (τ + ε)
(

λn
%RTR

)%/%R
для всiх

n ≥ n0;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що ln |ank
| ≥ −λnk

%R
×

× ln
λnk

e%RTR
+ (τ − ε)

(
λnk

%RTR

)%/%R
i λnk+1

− λnk
= o

(
λ

%+%R
2%R
nk

)
(k → +∞).

Цi дослiдження були продовженi в [5]. З отриманого там результату про багаточлен-
ну показникову асимптотику логарифма максимального члена цiлого ряду Дiрiхле (1)
випливає, що якщо T1 > 0, T2 ∈ R\{0}, τ ∈ R\{0}, 0 < % < %2 < %1 i %2 <

%1+%
2

, то для
того, щоб

lnµ(σ, F ) = T1e
%1σ + T2e

%2σ + τ(1 + o(1))e%σ (σ → +∞), (2)

необхiдно i досить, щоб для будь-якого ε > 0:
1) iснувало n0 = n0(ε) таке, що для всiх n ≥ n0

ln |an| ≤ −
λn
%1

ln
λn

e%1T1

+ T2

(
λn
%1T1

)%2/%1
+ (τ + ε)

(
λn
%1T1

)%/%1
;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що при k → +∞

ln |ank
| ≥ −λnk

%1

ln
λnk

e%1T1

+ T2

(
λnk

%1T1

)%2/%1
+ (τ − ε)

(
λnk

%1T1

)%/%1
i λnk+1

− λnk
= o

(
λ

%1+%
2%1
nk

)
.

Постає природне запитання, за яких умов на (an) i (λn) асимптотична рiвнiсть (2)
буде правильною, якщо умова %2 <

%1+%
2

не виконується. Цiй проблемi присвячена наша
стаття. У доведеннi теореми 1 використовуватимемо результати статей [3, 6, 7].

Через Ω(+∞) позначимо клас додатних необмежених на (−∞,+∞) функцiй Φ, та-
ких що похiдна Φ

′ є неперервною, додатною i зростаючою до +∞ на (−∞,+∞). Нехай ϕ
— функцiя, обернена до Φ

′ , а Ψ(σ) = σ− Φ(σ)

Φ′ (σ)
— функцiя, асоцiйована з Φ за Ньютоном.

Лема 1 ([6, 7]). Якщо ряд (1) цiлий i Φ ∈ Ω(+∞), то для того, щоб lnµ(σ) ≤ Φ(σ) для
всiх σ ≥ σ0, необхiдно i досить, щоб ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0.

Для Φ ∈ Ω(+∞) i чисел 0 < a < b < +∞ приймемо

G1(a, b,Φ) = ab
b−a

∫ b
a

Φ(ϕ(t))
t2

dt, G2(a, b,Φ) = Φ
(

1
b−a

∫ b
a
ϕ(t)dt

)
.

Лема 2 ([3, 7]). Нехай Φ ∈ Ω(+∞). Для кожних 0 < a < b < +∞ виконується нерiвнiсть
G1(a, b,Φ) < G2(a, b,Φ).
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Лема 3 ([7]). Нехай Φ ∈ Ω(+∞) i ln |ank
| ≥ −λnk

Ψ(ϕ(λnk
)) для деякої зростаючої

послiдовностi (nk) натуральних чисел. Тодi для всiх σ ∈ [ϕ(λnk
), ϕ(λnk+1)] i всiх k ≥ k0

правильна нерiвнiсть lnµ(σ) ≥ Φ(σ)− (G2(λnk
, λnk+1

,Φ)−G1(λnk
, λnk+1

,Φ)).

Лема 4 ([7]). Нехай Φ1 ∈ Ω(+∞), Φ2 ∈ Ω(+∞) i Φ1(σ) ≤ lnµ(σ) ≤ Φ1(σ) для всiх
σ ≥ σ0. Тодi ln |an| ≤ −λnΨ2(ϕ2(λn))(n ≥ n0) та iснує зростаюча послiдовнiсть (nk)
натуральних чисел така, що ln |ank

| ≥ −λnk
Ψ1(ϕ1(λnk

)) i

G1(λnk
, λnk+1

,Φ2) ≥ Φ1

(
1

λnk+1
− λnk

∫ λnk+1

λnk

ϕ2(t)dt

)
,

де Ψj i ϕj побудованi, як i вище, за Φj.

Позначимо τ ∗ = τI{%≥2%2−%1}(%) − (T2%2)2

2T1%21
I{%≤2%2−%1}(%), де IE(%) — характеристична

функцiя множини E, тобто IE(%) = 1, коли % ∈ E, IE(%) = 0, коли % 6∈ E. Правильною
є така теорема.

Теорема 1. Для того, щоб lnµ(σ) мав тричленну показникову асимптотику (2), необ-
хiдно, а у випадку, коли % ≥ 2%2 − %1, i досить, щоб для будь-якого ε > 0:
1) iснувало n0 = n0(ε) таке, що для всiх n ≥ n0

ln |an| ≤ −λn
%1

ln λn
eT1%1

+ T2

(
λn
T1%1

) %2
%1 + (τ ∗ + ε)

(
λn
T1%1

)max{%, 2%2−%1}
%1 ;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що

ln |ank
| ≥ −λnk

%1
ln

λnk

eT1%1
+ T2

(
λnk

T1%1

) %2
%1 + (τ ∗ − ε)

(
λnk

T1%1

)max{%, 2%2−%1}
%1

i
λnk+1

− λnk
= o

(
λ

%1+max{%, 2%2−%1}
2%1

nk

)
(k → +∞).

2. Основна лема. Надалi будемо вважати, що Φ ∈ Ω(+∞) — така функцiя, що

Φ(σ) = T1 exp{%1σ}+ T2 exp{%2σ}+ τ exp{%σ}+ δ exp{sσ} (σ ≥ σ0), (3)

де %1, %2, %, T1, T2, τ такi ж, як у спiввiдношеннi (2), а 0 < s ≤ % i δ ∈ R\{0}. Позначимо

U(x) = 1
%1

ln x
T1%1
− T2%2

T1%21

(
x

T1%1

) %2−%1
%1 . Правильна наступна лема.

Лема 5. Якщо функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така, що виконується (3), то для функцiї ϕ при
x→ +∞ справедливi наступнi асимптотичнi рiвностi :

1) якщо s = % > 2%2 − %1 i τ + δ 6= 0 , то ϕ(x) = U(x)− %(τ+δ)

T1%21
(1 + o(1))

(
x

T1%1

) %−%1
%1 ;

2) якщо s = % < 2%2 − %1 , то ϕ(x) = U(x) + (1 + o(1))2%2−%1
2

(
T2%2
T1%21

)2 (
x

T1%1

) 2(%2−%1)
%1 ;

3) якщо s = % = 2%2 − %1, τ 6= (T2%2)2

2T1%21
i τ + δ 6= (T2%2)2

2T1%21
, то

ϕ(x) = U(x)− (1 + o(1))2%2−%1
T1%21

(
τ + δ − (T2%2)2

2T1%21

)(
x

T1%1

) 2(%2−%1)
%1 ;

4) якщо % = 2%2 − %1, s = 3%2 − 2%1 6= 0, τ = (T2%2)2

2T1%21
i δ 6= 3%2−2%1

6(T1%21)2(T2%2)3
, то

ϕ(x) = U(x) + (1 + o(1))3%2−2%1
T1%21

(
3%2−2%1
6(T1%21)2

(T2%2)3 − δ
)(

x
T1%1

) 3(%2−%1)
%1 ;
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5) якщо % = 2%2 − %1, s = 4%2 − 3%1, 3%2 − 2%1 = 0, τ = (T2%2)2

2T1%21
i δ 6=

(
2T2
3

)4 %21
216T 3

1
, то

ϕ(x) = U(x)− (1 + o(1)) 1
3T1%1

((
2T2
3

)4 %21
216T 3

1
− δ
)(

x
T1%1

) 4(%2−%1)
%1 .

Доведення. Оскiльки Φ
′
(σ) = T1%1e

%1σ +T2%2e
%2σ + τ%e%σ + δsesσ (σ ≥ σ0), то для знахо-

дження асимптотики функцiї ϕ треба розв’язати рiвняння

T1%1 exp{%1σ}+ T2%2 exp{%2σ}+ τ% exp{%σ}+ δs exp{sσ} = x. (4)

Очевидно, що розв’язок σ = σ(x) цього рiвняння задовольняє умову T1%1 exp{%1σ}(1 +
o(1)) = x (x→ +∞), i тому будемо шукати його у виглядi

σ =
1

%1

ln
x

T1%1

+ α, (5)

де α = α(x)→ 0 (x→ +∞). Пiдставивши (5) в (4), отримаємо T1%1 exp
{

ln x
T1%1

+ α%1

}
+

+T2%2 exp
{
%2
%1

ln x
T1%1

+ α%2

}
+ τ% exp

{
%
%1

ln x
T1%1

+ α%
}

+ δs exp
{

s
%1

ln x
T1%1

+ αs
}

= x,

тобто e%1α + T2%2
T1%1

(
x

T1%1

) %2−%1
%1 e%2α + τ%

T1%1

(
x

T1%1

) %−%1
%1 e%α + sδ

T1%1

(
x

T1%1

) s−%1
%1 esα = 1.

Використовуючи асимптотичне розвинення показникової функцiї, звiдси при x → +∞
отримуємо

α = −%1α
2

2
− %2

1α
3

6
− %3

1α
4

24
+O(α5)−

− T2%2

T1%2
1

(
x

T1%1

) %2−%1
%1

(
1 + %2α +

%2
2α

2

2
+
%3

2α
3

6
+O(α4)

)
−

− τ%

T1%2
1

(
x

T1%1

) %−%1
%1

(
1 + %α +

%2α2

2
+O(α3)

)
− sδ

T1%2
1

(
x

T1%1

) s−%1
%1

(1 +O(α)) . (6)

З (6) видно, що

α(x) = −T2%2

T1%2
1

(
x

T1%1

) %2−%1
%1

+ β(x), (7)

де β(x) = o(x
%2−%1

%1 ) (x→ +∞). Пiдставивши (7) в (6), одержимо

β = −%1
2

(
−T2%2
T1%21

(
x

T1%1

) %2−%1
%1 + β(x)

)2

− %21
6

(
−T2%2
T1%21

(
x

T1%1

) %2−%1
%1 + β(x)

)3

−

− %31
24

(
−T2%2
T1%21

(
x

T1%1

) %2−%1
%1 + β(x)

)4

+O(x5(%2−%1)/%1) −

− T2%22
T1%21

(
x

T1%1

) %2−%1
%1

(
−T2%2
T1%21

(
x

T1%1

) %2−%1
%1 + β(x)

)
−

− T2%32
2T1%21

(
x

T1%1

) %2−%1
%1

(
−T2%2
T1%21

(
x

T1%1

) %2−%1
%1 + β(x)

)2

−

− T2%42
6T1%21

(
x

T1%1

) %2−%1
%1

(
−T2%2
T1%21

(
x

T1%1

) %2−%1
%1 + β(x)

)3

+O(x5(%2−%1)/%1)−
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− τ%
T1%21

(
x

T1%1

) %−%1
%1 − τ%2

T1%21

(
x

T1%1

) %−%1
%1

(
−T2%2
T1%21

(
x

T1%1

) %2−%1
%1 + β(x)

)
−

− τ%3

2T1%21

(
x

T1%1

) %+2%2−3%1
%1

(
−T2%2
T1%21

(
x

T1%1

) %2−%1
%1 + β(x)

)2

+

+ O(x(%+3%2−4%1)/%1)− sδ
T1%1

(
x

T1%1

) s−%1
%1 +O(x(s+%2−2%1)/%1) (x→ +∞),

звiдки випливає, що

(1 + o(1))β(x) = − τ%

T1%2
1

(
x

T1%1

) %−%1
%1

− sδ

T1%2
1

(
x

T1%1

) s−%1
%1

+

+
2%2 − %1

2

(
T2%2

T1%2
1

)2(
x

T1%1

) 2(%2−%1)
%1

+
%2

1 − 3%2
2

6

(
T2%2

T1%2
1

)3(
x

T1%1

) 3(%2−%1)
%1

+

+
4%2

2 − %3
1

24

(
T2%2

T1%2
1

)4(
x

T1%1

) 4(%2−%1)
%1

+
τ%2

T1%2
1

(
T2%2

T1%2
1

)(
x

T1%1

) %+%2−2%1
%1

−

− τ%3

2T1%2
1

(
T2%2

T1%2
1

)2(
x

T1%1

) %+2%2−3%1
%1

+O(x5(%2−%1)/%1) (x→ +∞). (8)

Якщо s = % > 2%2−%1 i τ+δ 6= 0, то %−%1 > 2(%−%1) > 3(%−%1) > 4(%−%1) > 5(%−%1)

i з (8) отримуємо β(x) = −(1 + o(1))%(τ+δ)

T1%21

(
x

T1%1

) %−%1
%1 (x → +∞), звiдки з огляду на (5)

i (7) маємо твердження 1) леми 5.
Якщо ж s = % < 2%2 − %1, то 2(%2 − %1) > %− %1 i з (8) отримуємо

β(x) = (1 + o(1))2%2−%1
2

(
T2%2
T1%21

)2 (
x

T1%1

) 2(%2−%1)
%1 (x→ +∞),

тобто з огляду на (5) i (7) маємо твердження 2) леми 5.
Припустимо тепер, що % = 2%2 − %1. Тодi рiвнiсть (8) має вигляд

(1 + o(1))β(x) = −2%2 − %1

T1%2
1

(
τ − (T2%2)2

2T1%2
1

)(
x

T1%1

) 2(%2−%1)
%1

+

+

(
%2

1 − 3%2
2

6

(
T2%2

T1%2
1

)3

+
τ(2%2 − %1)2

T1%2
1

(
T2%2

T1%2
1

))(
x

T1%1

) 3(%2−%1)
%1

+

+

(
4%3

2 − %3
1

24

(
T2%2

T1%2
1

)4

− τ(2%2 − %1)3

2T1%2
1

(
T2%2

T1%2
1

)2
)(

x

T1%1

) 4(%2−%1)
%1

−

− sδ

T1%2
1

(
x

T1%1

) s−%1
%1

+O(x5(%2−%1)/%1) +O(x(%2+s−2%1)/%1) (x→ +∞). (9)

Якщо s = % = 2%2 − %1, τ 6= (T2%2)2

2T1%21
i τ + δ 6= (T2%2)2

2T1%21
, то з (9) випливає, що

β(x) = −(1 + o(1))2%2−%1
T1%21

(
τ + δ − (T2%2)2

2T1%21

)(
x

T1%1

) 2(%2−%1)
%1 (x→ +∞),

i отже, твердження 3) леми 5 доведено.
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Якщо % = 2%2 − %1, i τ = (T2%2)2

2T1%21
, то з (9) при x→ +∞ маємо

(1 + o(1))β(x) = − sδ

T1%2
1

(
x

T1%1

) s−%1
%1

+
(3%2 − 2%1)2

6

(
T2%2

T1%2
1

)3(
x

T1%1

) 3(%2−%1)
%1

+

+
4%3

2 − %3
1 − 6(2%2 − %1)3

24

(
T2%2

T1%1

)4(
x

T1%1

) 4(%2−%1)
%1

+O(x5(%2−%1)/%1) +O(x(%2+s−2%1)/%1),

(10)

а якщо додатково припустити, що 2%1 − 3%2 6= 0 i s = 3%2 − 2%1 6= 0, то

β(x) = (1 + o(1))
3%2 − 2%1

T1%2
1

(
3%2 − 2%1

6(T1%2
1)2

(T2%2)3 − δ
)(

x

T1%1

) 3(%2−%1)
%1

.

З огляду на (5) i (7) маємо тверження 4) леми 5.
Нарештi, якщо 3%2 − 2%1 = 0 i 0 < s = 4%2 − 3%1, то з (10) маємо

(1 + o(1))β(x) =

(
4%32−%31

24

(
T2%2
T1%21

)4

− (2%2−%1)3

4

(
T2%2
T1%21

)4

− (4%2−3%1)δ

T1%21

)(
x

T1%1

) 4(%2−%1)
%1 =

= − %31
648

(
T2%2
T1%21

)4 (
x

T1%1

) 4(%2−%1)
%1 + δ%1

T1%21

(
x

T1%1

) 4(%2−%1)
%1 =− 1

3T1%1

((
2T2
3

)4 %21
216T 3

1
− δ
)(

x
T1%1

) 4(%2−%1)
%1

при x→ +∞, тобто отримуємо твердження 5). Лему 5 повнiстю доведено.

Позначимо

V (x) = x
%1

+ T2
%1−%2
%1

(
x

T1%1

) %2
%1 i W (x) = x

%1
ln x

eT1%1
− T2

(
x

T1%1

) %2
%1 .

Оскiльки (tΨ(ϕ(t)))′ = ϕ(t) i Φ(ϕ(t)) = tϕ(t) − tΨ(ϕ(t)), то з леми 5 випливає
наступна лема.

Лема 6. Якщо функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така, що виконується (3), то при x → +∞ пра-
вильнi наступнi асимптотичнi рiвностi:
1) якщо s = % > 2%2 − %1 i τ + δ 6= 0 , то

Φ(ϕ(x)) = V (x) + (τ + δ + o(1))%1−%
%1

(
x

T1%1

) %
%1 ,

xΨ(ϕ(x)) = W (x)− (τ + δ + o(1))
(

x
T1%1

) %
%1 ;

2) якщо s = % < 2%2 − %1 , то

Φ(ϕ(x)) = V (x)−
(
%1−%2
%1

+ o(1)
)

(T2%2)2

T1%21

(
x

T1%1

) 2%2−%1
%1 ,

xΨ(ϕ(x)) = W (x) + 1+o(1)
2

(T2%2)2

T1%21

(
x

T1%1

) 2%2−%1
%1 ;

3) якщо s = % = 2%2 − %1, τ 6= (T2%2)2

2T1%21
i τ + δ 6= (T2%2)2

2T1%21
, то

Φ(ϕ(x)) = V (x) + 2(%1−%2)
%1

(
τ + δ + o(1)− (T2%2)2

2T1%21

)(
x

T1%1

) 2%2−%1
%1 ,

xΨ(ϕ(x)) = W (x)−
(
τ + δ + o(1)− (T2%2)2

2T1%21

)(
x

T1%1

) 2%2−%1
%1 ;

4) якщо % = 2%2 − %1, s = 3%2 − 2%1 6= 0, τ = (T2%2)2

2T1%21
i δ 6= 3%2−2%1

6(T1%21)2(T2%2)3
, то

Φ(ϕ(x)) = V (x) + 3(%1−%2)
%1

(
δ + o(1)− 3%2−2%1

6
(T2%2)3

(T1%21)2

)(
x

T1%1

) 3%2−2%1
%1 ,
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xΨ(ϕ(x)) = W (x)− 2(3%2−2%1)
%1

(
δ + o(1)− 3%2−2%1

6
(T2%2)3

(T1%21)2

)(
x

T1%1

) 3%2−2%1
%1 ;

5) якщо % = 2%2 − %1, s = 4%2 − 3%1, 3%2 − 2%1 = 0, τ = (T2%2)2

2T1%21
i δ 6=

(
2T2
3

)4 %21
216T 3

1
, то

Φ(ϕ(x)) = V (x) + 2
3

(
δ + o(1)− %21

216
(T2%2)4

(T1%21)3

)(
x

T1%1

) 4%2−3%1
%1 ,

xΨ(ϕ(x)) = W (x)−
(
δ + o(1)− %21

216
(T2%2)4

(T1%21)3

)(
x

T1%1

) 4%2−3%1
%1 .

3. Асимптотичне поводження величин G1(tk, tk+1,Φ) i G2(tk, tk+1,Φ).
Нехай 0 < tk ↑ +∞ i tk+1 = (1 + θk)tk (k → +∞). Використовуючи лему 6, неважко

довести наступнi три леми.

Лема 7. Якщо iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел така, що θkj →
+∞ (j →∞), то для цiєї послiдовностi за умов будь-якого з твержень леми 5

G1(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) = (1 + o(1))
tkj
%1

ln θkj (j → +∞).

Лема 8. Якщо iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел така, що θkj →
θ ∈ (0,+∞) (j →∞), то для цiєї послiдовностi за умов будь-якого з твержень леми 5

G1(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) = (1 + o(1))
(1 + θ)tkj

%1θ
ln (1 + θ) (j → +∞).

Для формулювання наступної леми позначимо

A∗(tk, θk) =
tk
%1

+
tkθk
2%1

− tkθ
2
k

6%1

+
T2(%1 − %2)

%1

(
tk
T1%1

)%2/%1
+
T2(%1 − %2)%2θk

2%2
1

(
tk
T1%1

)%2/%1
.

Лема 9. Нехай функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така, що виконується (3) i θk → 0 (k → +∞). Тодi
при k → +∞ правильнi наступнi асимптотичнi рiвностi:
1) якщо s = % > 2%2 − %1 i τ + δ 6= 0, то

G1(tk, tk(1 + θk),Φ) = A∗(tk, θk) +O(tkθ
3
k) +O(t

%2/%1
k θ2

k) + %1−%
%1

(τ + δ + o(1))
(

tk
T1%1

)%/%1
;

2) якщо s = % < 2%2 − %1, то
G1(tk, tk(1 + θk),Φ) = A∗(tk, θk) +O(tkθ

3
k) +O(t

%2/%1
k θ2

k)−

−
(
%1−%2
%1

+ o(1)
)

(T2%2)2

T1%21

(
tk
T1%1

)(2%2−%1)/%1
;

3) якщо s = % = 2%2 − %1, τ 6=
(T2%2)2

2T1%2
1

i τ + δ 6= (T2%2)2

2T1%2
1

, то

G1(tk, tk(1 + θk),Φ) = A∗(tk, θk) +O(tkθ
3
k) +O(t

%2/%1
k θ2

k)+

+2(%2−%1)
%1

(
τ + δ + o(1)− (T2%2)2

2T1%21

)(
tk
T1%1

)(2%2−%1)/%1
;

4) якщо % = 2%2 − %1, τ =
(T2%2)2

2T1%2
1

, 2%1 − 3%2 6= 0, s = 3%2 − 2%1 i δ 6= (3%2 − 2%1)

6

(T2%2)3

(T1%2
1)2

,
то

G1(tk, tk(1 + θk),Φ) = A∗(tk, θk) +O(tkθ
3
k) +O(t

%2/%1
k θ2

k)+

+3(%1−%2)
%1

(
δ + o(1)− 3%2−2%1

6
(T2%2)3

(T1%21)2

)(
tk
T1%1

)(3%2−2%1)/%1
;



44 М. М. ГРИЦIВ, М. М. ШЕРЕМЕТА

5) якщо % = 2%2 − %1, τ =
(T2%2)2

2T1r2
1

, 2%1 − 3%2 = 0, s = 4%2 − 3%1 i δ 6= %2
1

216

(T (2%2)4

(T1%2
1)3

, то

G1(tk, tk(1 + θk),Φ) = A∗(tk, θk) +O(tkθ
3
k) +O(t

%2/%1
k θ2

k)+

+2
3

(
δ + o(1)− 1

216%1

(T2%2)4

(T1%1)3

)(
tk
T1%1

)(4%2−3%1)/%1
.

Знаходження асимптотики G2(tk, tk+1,Φ) значно складнiше. Спочатку, використову-
ючи лему 5, знаходимо асимптотику κ(tk, tk+1,Φ) = 1

tk+1−tk

∫ tk+1

tk
ϕ(t)dt, а потiм, викори-

стовуючи розвинення у степеневий ряд показникової функцiї, знаходимо асимптотику
G2(tk, tk+1,Φ). В результатi отримуємо наступнi три леми.

Лема 10. Якщо iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел така, що θkj →
+∞ (j →∞), то для цiєї послiдовностi за умов будь-якого з тверджень леми 5

G2(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) = (1 + o(1))
tkj
e%1

(1 + θkj)
(1+θkj )/θkj (j → +∞).

Лема 11. Якщо iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел така, що θkj →
θ > 0 (j →∞), то для цiєї послiдовностi за умов будь-якого з тверджень леми 5

G2(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) = (1 + o(1))
tkj
e%1

(1 + θ)(1+θ)/θ (j → +∞).

Щоб сформулювати наступний результат, позначимо

B∗(tk, θk) = tk
%1

+ tkθk
2%1
− tkθ

2
k

24%1
+ T2(%1−%2)

%1

(
tk
T1%1

)%2/%1
+ T2(%1−%2)%2θk

2%21

(
tk
T1%1

)%2/%1
.

Лема 12. Якщо функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така, що виконується (3), i θk → 0 (k → +∞), то
при k →∞ правильнi наступнi асимптотичнi рiвностi:
1) якщо s = % > 2%2 − %1 i τ + δ 6= 0, то

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk) +O(tkθ
3
k) +O(t

%2/%1
k θ2

k)+

+%1−%
%1

(τ + δ + o(1))
(

tk
T1%1

)%/%1
;

2) якщо s = % < 2%2 − %1, то
G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk) +O(tkθ

3
k) +O(t

%2/%1
k θ2

k)−

−
(
%1−%2
%1

+ o(1)
)

(T2%2)2

T1%21

(
tk
T1%1

)(2%2−%1)/%1
;

3) якщо s = % = 2%2 − %1, τ 6=
(T2%2)2

2T1%2
1

i τ + δ 6= (T2%2)2

2T1%2
1

, то

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk) +O(tkθ
3
k) +O(t

%2/%1
k θ2

k)+

+2(%2−%1)
%1

(
τ + δ + o(1)− (T2%2)2

2T1%21

)(
tk
T1%1

)(2%2−%1)/%1
;

4) якщо % = 2%2 − %1, τ =
(T2%2)2

2T1%2
1

, 2%1 − 3%2 6= 0, s = 3%2 − 2%1 i δ 6= (3%2−2%1)
6

(T2%2)3

(T1%2
1)2

, то

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk) +O(tkθ
3
k) +O(t

%2/%1
k θ2

k)+

+3(%1−%2)
%1

(
δ + o(1)− 3%2−2%1

6
(T2%2)3

(T1%21)2

)(
tk
T1%1

)(3%2−2%1)/%1
;

5) якщо % = 2%2 − %1, τ =
(T2%2)2

2T1r2
1

, 21 − 3%2 = 0, s = 4%2 − 3%1 i δ 6= %2
1

216

(T2%2)4

(T1%2
1)3

, то

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk) +O(tkθ
3
k) +O(t

%2/%1
k θ2

k)+

+2
3

(
δ + o(1)− 1

216%1

(T2%2)4

(T1%1)3

)(
tk
T1%1

)(4%2−3%1)/%1
.
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З огляду на те, що

B∗(tk, θk)− A∗(tk, θk) =
tkθ

2
k

8%1

.

з лем 9 i 12 випливає наступна лема.

Лема 13. Якщо функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така, що виконується (3), i θk → 0 (k → +∞), то

G2(tk, tk(1 + θk),Φ)−G1(tk, tk(1 + θk),Φ) =
tkθ

2
k

8%1
+O(tkθ

3
k) +O(t

%2/%1
k θ2

k) + g(tk, θk),
де при k → +∞ правильнi наступнi асимптотичнi рiвностi:
1) якщо s = % > 2%2 − %1 i τ + δ 6= 0, то g(tk, θk) = o

(
t
%/%1
k

)
;

2) якщо s = % < 2%2 − %1, то g(tk, θk) = o
(
t
(2%2−%1)/%1
k

)
;

3) якщо s = % = 2%2 − %1, τ 6=
(T2%2)2

2T1%2
1

i τ + δ 6= (T2%2)2

2T1%2
1

, то g(tk, θk) = o
(
t
(2%2−%1)/%1
k

)
;

4) якщо % = 2%2 − %1, τ =
(T2%2)2

2T1%2
1

, 2%1 − 3%2 6= 0, s = 3%2 − 2%1 i δ 6= (3%2 − 2%1)

6

(T2%2)3

(T1%2
1)2

,

то g(tk, θk) = o
(
t
(3%2−2%1)/%1
k

)
;

5) якщо % = 2%2 − %1, τ =
(T2%2)2

2T1%2
1

, 2%1 − 3%2 = 0, s = 4%2 − 3%1 i δ 6= %2
1

216

(T2%2)4

(T1%2
1)3

, то

g(tk, θk) = o
(
t
(4%2−3%1)/%1
k

)
.

Нам буде потрiбною також i така лема.

Лема 14. Нехай функцiя Φ1 ∈ Ω(+∞) i Φ2 ∈ Ω(+∞) такi, що при σ ≥ σ0

Φ1(σ) = T1e
%1σ + T2e

%2σ + τe%σ − δesσ i Φ2(σ) = T1e
%1σ + T2e

%2σ + τe%σ + δesσ,

де δ > 0 i s ≤ %. Припустимо, що tk+1 = (1 + θk)tk i

G1(tk, tk(1 + θk),Φ2) ≥ Φ1(κ(tk, tk+1,Φ2)). (11)

Тодi θk → 0 (k → +∞) i

θ2
k ≤

16

T1

(δ + o(1))

(
tk
T1%1

)(s−%1)/%1

+ g∗(tk, θk) (k → +∞), (12)

де при k →∞ правильнi наступнi асимптотичнi рiвностi:
1) якщо s = % > 2%2 − %1 i τ + δ 6= 0, то g∗(tk, θk) = o

(
t
(%−%1)/%1
k

)
;

2) якщо s = % < 2%2 − %1, то g∗(tk, θk) = o
(
t
2(%2−%1)/%1
k

)
;

3) якщо s = % = 2%2 − %1, τ 6= (T2%2)2

2T1%21
i τ + δ 6= (T2%2)2

2T1%2
1

, то g∗(tk, θk) = o
(
t
2(%2−%1)/%1
k

)
;

4) якщо % = 2%2 − %1, τ =
(T2%2)2

2T1%2
1

, 2%1 − 3%2 6= 0, s = 3%2 − 2%1 i δ 6= (3%2 − 2%1)

6

(T2%2)3

(T1%2
1)2

,

то g∗(tk, θk) = o
(
t
3(%2−%1)/%1
k

)
;

5) якщо % = 2%2 − %1, τ =
(T2%2)2

2T1%2
1

, 2%1 − 3%2 = 0, s = 4%2 − 3%1 i δ 6= %2
1

216

(T2%2)4

(T1%2
1)3

, то

g∗(tk, θk) = o
(
t
4(%2−%1)/%1
k

)
.
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Доведення. Оскiльки Φ1(σ) = Φ2(σ)− 2δesσ i Φ2(κ(tk, tk+1,Φ2)) = G2(tk, tk+1,Φ2) , то з
(11) маємо

G1(tk, tk+1,Φ2) ≥ G2(tk, tk+1,Φ2)− 2δ exp{sκ(tk, tk+1,Φ2)}. (13)

Припустимо, що lim
k→+∞

θk = +∞, тобто iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних

чисел така , що θkj → +∞ (j → +∞). При цьому отримаємо, що
2δ exp{sκ(tk, tk+1,Φ2)} = o(G2(tk, tk+1,Φ2)) (k → +∞),

то для цiєї послiдовностi з (13) за лемами 7 i 10 маємо

(1 + o(1))
tkj
%1

ln θkj ≥ (1 + o(1))
tkj
e%1

(1 + θkj)
(1+θkj )/θkj (j → +∞),

що неможливо. Якщо ж lim
k→+∞

θk = θ ∈ (0, +∞), то iснує зростаюча послiдовнiсть (kj)

натуральних чисел така , що θkj → θ (j → +∞), а для цiєї послiдовностi з (13) за

лемами 8 i 11 маємо (1 + o(1))
(1+θ)tkj
%1θ

ln (1 + θ) ≥ (1 + o(1))
tkj
e%1

(1 + θ)(1+θ)/θ (j → +∞),

тобто ln
{

(1 + θ)(1+θ)/θ
}
≥ 1

e
(1 + θ)(1+θ)/θ. Остання нерiвнiсть є правильною тодi i тiльки

тодi, коли (1 + θ)(1+θ) = eθ, а ця рiвнiсть можлива лише за умови θ = 0. Отже, θk →
0 (k → +∞), i першу частину леми 14 доведено.

Нехай тепер s = % > 2%2− %1 i τ + δ 6= 0. Тодi з огляду на твердження 1) лем 9 та 12
(13) при k → +∞ маємо

A∗(tk, θk) +O(tkθ
3
k) +O(t

%2/%1
k θ2

k) + %1−%
%1

(τ + δ + o(1))
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,

тобто отримуємо
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k) + o(t
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k ) + 2(δ + o(1))
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)s/%1
(k → +∞), (14)

звiдки випливає твердження 1) леми 14. Решта тверджень 2)–5) леми 14 доводяться
подiбно iз застосуванням (13) i вiдповiдних тверджень лем 9 i 12.

4. Зв’язок мiж зростанням максимального члена i спаданням коефiцiєнтiв.
Неважко перевiрити, що теорема 1 випливає з наступних чотирьох теорем.

Теорема 2. Якщо % > 2%2 − %1, то для того, щоб lnµ(σ) мав тричленну показникову
асимптотику (2), необхiдно i достатньо, щоб для будь-якого ε > 0:
1) iснувало n0 = n0(ε) таке, що для всiх n ≥ n0

ln |an| ≤ −λn
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(
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) %2
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(
λn
T1%1

) %
%1 ;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що при k → +∞

ln |ank
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)
.

Теорема 3. Якщо % < 2%2 − %1, то для того, щоб lnµ(σ) мав тричленну показникову
асимптотику (2), необхiдно, щоб для будь-якого ε > 0:
1) iснувало n0 = n0(ε) таке, що для всiх n ≥ n0
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2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що при k → +∞

ln |ank
| ≥ −λnk
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Теорема 4. Якщо s = % = 2%2− %1 i τ 6= (T2%2)2

2T1%21
, то для того, щоб lnµ(σ) мав тричленну

показникову асимптотику (2), необхiдно i достатньо, щоб для будь-якого ε > 0:
1) iснувало n0 = n0(ε) таке, що для всiх n ≥ n0

ln |an| ≤ −λn
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2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що при k → +∞

ln |ank
| ≥ −λnk
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Теорема 5. Якщо % = 2%2 − %1 i τ = (T2%2)2

2T1%21
, то для того, щоб lnµ(σ) мав тричленну

показникову асимптотику (2), необхiдно i достатньо, щоб для будь-якого ε > 0:
1) iснувало n0 = n0(ε) таке, що для всiх n ≥ n0
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(
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(
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%1 ;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що при k → +∞
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Теорему 2 доведено в [5], тому, з огляду на аналогiю, зупинимось тiльки на доведеннi
теореми 4.

Доведення теореми 4. Почнемо з необхiдностi. З (2) для довiльного

δ ∈ (0,min{|τ |, |τ − (T2%2)2

2T1%21
|})

i всiх σ ≥ σ0(δ) отримуємо умову леми 1 з Φ1(σ) = T1e
%1σ + T2e

%2σ + (τ − δ)e%σ i
Φ2(σ) = T1e

%1σ + T2e
%2σ + (τ + δ)e%σ. Тому за цiєю лемою правильнi нерiвностi ln |an| ≤

−λnΨ2(ϕ2(λn))(n ≥ n0) i ln |ank
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)), для зростаючої послiдовностi (nk)

натуральних чисел, такої, що G1(λnk
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,Φ2)).
Але за твердженням 3) леми 6 при n→ +∞ з s = %
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i для k → +∞
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а за твердженням 3) леми 14 маємо(
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Завдяки довiльностi δ i рiвностi % = 2%2−%1, з цих спiввiдношень випливають спiввiдно-
шення (15)–(17).
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Доведемо достатнiсть умов (15)–(17). Використовуючи лему 1 i твердження 3) ле-
ми 6 з s = %, неважко показати, що з огляду на довiльнiсть ε з умови (15) випливає
асимптотична нерiвнiсть

lnµ(σ) ≤ T1e
%1σ + T2e

%2σ + (τ + o(1))e%σ, (σ → +∞). (18)

Далi, за лемою 3 i твердженням 3) леми 13 з s = % з нерiвностi (16) для всiх σ ∈
[ϕ(λnk

), ϕ(λnk+1
)] i всiх k ≥ k0, як вище, з огляду на умову (17) маємо
lnµ(σ) ≥ Φ1(σ)− (G2(λnk
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i, отже,
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)
= Φ1(σ) + o (e%σ) (σ → +∞),

звiдки, завдяки довiльностi δ, отримуємо асимптотичну нерiвнiсть

lnµ(σ) ≥ T1e
%1σ + T2e

%2σ + (τ + o(1)e%σ (σ → +∞). (19)

З (18) i (19) випливає (2). Теорему 4 доведено.

На завершення зауважимо, що подiбнi результати можна отримати i у випадках, якi
вiдповiдають твердженням 4) i 5) леми 5. Наприклад, правильнi є наступнi теореми.

Теорема 6. Якщо % = 2%2 − %1, τ = (T2%2)2

2T1%21
i 3%2 − 2%1 6= 0, то для того, щоб lnµ(σ)

мав тричленну показникову асимптотику (2), необхiдно i достатньо, щоб для будь-якого
ε > 0: 1) iснувало n0 = n0(ε) таке, що для всiх n ≥ n0
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2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що

ln |ank
| ≥ −λnk

%1
ln

λnk

eT1%1
+ T2

(
λnk

T1%1

) %2
%1 − 2(3%2−2%1)

%1

(
3%2−2%1

6(T1%21)2(T2%2)3
− ε
)(

λnk

T1%1

) 3%2−2%1
%1

i λnk+1
− λnk

= o
(
λ

3%2−%1
2%1

nk

)
(k → +∞).

Теорема 7. Якщо % = 2%2 − %1, τ = (T2%2)2
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i 3%2 − 2%1 = 0, то для того, щоб lnµ(σ)

мав тричленну показникову асимптотику (2), необхiдно i достатньо, щоб для будь-якого
ε > 0: 1) iснувало n0 = n0(ε) таке, що для всiх n ≥ n0
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